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Streszczenie: W referacie zaprezentowano orygiralrkoncepog elementéw skaczonych, w ktérych mina
modyfikowa pole odksztatag dopasowujc je do lokalnych zmian sztywkd i geometrii podobszaru obliczanego
modelu konstrukcji. Prezentowane rozzéanie nazwano elementami o adaptatywnych funkcjedtattu, poniewa

opisane nimi

pole odksztalte moze by modyfikowane w trakcie procesu obliczeniowego, \alemosci

od powstajcych lokalnych zmian geometrii i sztyw§td. Prezentowane rozwdanie mae tez by¢ wykorzystane
w zagadnieniach stacjonarnych, gdzie lokalnenic® sztywnéci stanowsq stan pocgtkowy. Wykonane badania

obliczeniowe wykazuj stuszné¢ koncepciji,

ktéora prowadzi do oczekiwanych wynikéWodstawow zalet

prezentowanej metody jest minimalizacja liczhy eemw skaczonych i eliminacja kosztownych obliczeniowo

procedur rearasacji siatki dyskretyzacji uktadu.

Stowa kluczoweMES, pet, belka, adaptatywne funkcje ksztattu, pole odidsah.

1. Wprowadzenie

W praktyce modelowania konstrukcji MetpElementow
Skonczonych MES (Zienkiewicz i in., 2005) czasami
zachodzi konieczrié definiowania obszarow o znacznie
rézniacej sk charakterystyce sztywsciowe;.
Standardowo takie podobszary wydzielane i opisane
oddzielnie odpowiednimi elementami gikzonymi. Takie
podefcie jest naturalne w przypadkach obliczeniowych,
gdzie parametry geometrii i sztywfmd podobszaréw
sa znane. Niekiedy jednak uzasadnione jest i ridab
opisanie ranych podobszaréw jednym elementem
skonczonym, przyktadowo:

— gdy zmiany sztywn@&i powstaj w trakcie
niestacjonarnego procesu obliczeniowego i amaj
wplyw na jego dalszy przebieg, na przykiad:
zarysowanie, ¢kniccie czy zniszczenie elementu
konstrukcji (Bik i Stolarski, 1990);

— gdy istnieje potrzeba opisu konstrukcji warstwowych
(belki, ptyty) lub o nietypowych ksztaltach przekro
poprzecznego (belki);

- w zagadnieniach modelowania fazy pokrytycznej,
procesu niszczenia i zachowaniae selementéw
konstrukcji po jej uszkodzeniu lub zniszczeniu;
przyktadowo zjawisko wybuchu gazu westrz
budynku mieszkalnego me by bardzo destrukcyjne
i prowadzé do zniszczenia konstrukcji poprzez rozwgj

katastrofy posipujacej lub poprzez jej defragmentac;j

i ,yozrzucenie” elementéw budynku (Chy 2009);
W dalszej czsci artykutu Autorzy prezentajoryginalm
metodd umaiiwiajaca opis jednym  elementem
podobszaréw o tdych parametrach geometryczno-
sztywnagciowych, z  zachowaniem  odpowiedniej
dokladndci rozwiazania, ktég uzyskano poprzez
dopasowanie pola odksztalce z zastosowaniem
adaptatywnych funkcji ksztattu.

2. Koncepcja metody

Koncepcja prezentowanego rozmania zostala pokazana
na przyktadzie najprostszego elementgtg@rego (rys. 1).
Macierz sztywnéci elementu pgtowego o dwdch wztach
definiowana standardowo jest wyznaczana wedtug
nastpujacej procedury (Zienkiewicz i in., 2005; Cly

20009).

Macierz Sztywneci elementu wyznaczono
Z nastpujacego réwnania:
Ke=§Be' De BV (1)

\

gdzie: B, jest macierz odksztaicé, D, jest macierz
materialova rowm [E], V jest obszarem catkowania,

" autor odpowiedzialny za korespondendE-mail: t_chyzy@interia.pl
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L = 2l jest dlugécia elementu ptowego pokazanego
na rysunku 1.

Funkcje ksztattu

xOCL 1) lub ECG-1,1) gdzie E=%

Rys. 1. Standardowe funkcje ksztaltu dla dwziewego
elementu pgtowego

Z réwnania (1) otrzymuje sistandardow macierz
sztywnaci elementu skiczonego, ktéra m@ by
zastosowana tylko do opisu podobszaru o stalej
po diugdci sztywnaci EA:

1 -
KezA[EDj[ }[—»imn
-1 120
EA _EA| [ EA _EA @
J| 20 2mlo] T L
EA EA|IT_EA EA
20 20 L L

Aby rozwiaza¢ przyktad pokazany na rysunku 2
i uzysk& rozwiazanie dokladne, natg podzielt
go na 3 elementy o sztywfmach EA, EA, EAs
To zadanie mma roéwnie rozwiaza¢ opisupc fragment
konstrukcji jednym elementem o 3 punktach Gaussa.
Autorzy proponuj jeszcze inne podgie, a mianowicie
jeden element calkowany jawnie, w tym przypadku
w 3 podobszarach.
2m

2m L 2m L

|
1

L
1 1 1
EA, EA, EA,
L@ [1] P 2 & E @é Rozwigzanie doktadne
L o 0—= X Punkty Gaussa

Rys. 2. Rozeigany fragment konstrukcji o zmicowanej
sztywndaci

Koncepcja elementéw  catkowanych jawnie
w podobszarach polega na podziale elementk cesci
(podobszaréw) i sumowaniu ¢zriowych macierzy
sztywnaci z kazdego podobszaru, co wyase wzorem:

Ke=K1+K2+K3+....=

I I1+o I1+lo+l3 n 3
S[KLE)+ | K2+ | Ke)+.= 3Kk @
0 Ih I3+ k=1
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Na rysunku 3 pokazano przyktadowy element liniowy
podzielony na 3 podobszary oznij sztywndci osiowej
Ky, K, Ks. Dalsze przeksztalcenia podano dla jednego
podobszaru oznaczonego sztydgig K, = K&
ograniczonego wspOkdnymi & do &, dla ktérego
wartasci  brzegowe funkcji ksztattu maj wartcsci
odpowiednio m m, dla funkcji ksztatu N
z dopetnieniem do jeddoi dla funkcji ksztattu N

my
Ni 1 3 m,
I3 &1 I+ &5
1-my 1 1
N, //m
1, &1 I+ &5

Rys. 3. Podziat elementu na podprzestrzenie (podoysz

Macierz sztywnéci podobszaruk jest wyznaczana
z réwnania:

K§ = $B§T (D B @V (4)
Vi

B‘ézLDN'é{a—i(HNik,Nﬁf]:

=|M2-My  _Ma-My |1yl so—11,

L(z‘fl 52‘51} [ beoew

gdzie:B.* jest macierz odksztalcé podobszarik, D jest
maciera materiatowg podobszaruDs = [EJ, N jest
maciera funkcji ksztattu w podobszarze dam, wzorem:

i i
My My 1, Mildp-Ma [y
$2-¢1 H-& (6)

) 1_(”‘2 "My, Mildp -My 31]
24 $2-61

W zwiazku z tym po podstawieniu do réwnania (4)
otrzymano:

KK = §BET DE BE v =
Vk

“acf| b, o

(@)

gdzieJ jest Jacobianem przeksztatcenia réwnym 1/kdsk
ostatecznie otrzymano:
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KK =2 A DéZ 1 - _ gdzie k oznacza sztywrid wypadkow calego zespotu

e L .r;j -1 1 B Splezyn opisal wzorem:

1
A A 8 oL 1

| e ma)ER b -a)ER ® ks Fi 1 (10)
- A A ~ "k~ E A

-b?(g, ‘5.,1)[‘% b?(2 ‘&1)5% k=1 Ke k-1%

k

Wartaici funkcji ksztattu na granicach podobszary m D . i
i mp, mozna wyznacz§ ze standardowego rozktadu Natomiastk; to sztywnaé wypadkowa cgsci uktadu

liniowego pokazanego na rysunku 1. W tym konkretnym SP&zyn do punktu, w ktérym obliczana jest wieskom.
przyktadzie wynosityby odpowiednio parami  Wartas¢ k; wyznaczana jest ze wzoru:
(1,0: 0,666), (0.666; 0,333) (0,333; 0,0) gdzie

indeksem dolnym oznaczono numer podobszaru. Oba Ei = 1 = 1 o i=1,2,.n-1 (11)

z zaprezentowanych powsj rozwazan, czyli 1 !

z pojedynczym elementem z 3 punktami catkowania gn?{; kZ::n E, [Ag

Gaussa i z pojedynczym elementem catkowanym jawnie Iy

z trzema  podobszarami, znacznie  odbiggaj

od rozwhzania doktadnego. B rozwhzania narasta Zastosowanie tamanych funkcji ksztattu, czyli
wraz ze wzrostem pficy sztywndci, co przedstawiono dopasowanie pola odksztatcedo zmian sztywnii,

w tabeli 1. Potwierdza to fakke przy daych zmianach prowadzi do uzyskania oczekiwanych wynikéw,

sztywndci  konieczne jest ~modyfikowanie pola  co zostato zaprezentowane w tabeli 1.
odksztalcé.
W dalszej czsci pracy przedstawiono koncepdgakiej

modyfikacii, ktéra polega na zastosowaniu linii Emgch =0 =1 =2 =n
w opisie funkcji ksztattu. Wartei funkcji ksztattu m 1 m Misy
i mp, ogdlnie m (rys. 3) dopasowagych rozklad pola 3 1 0
odksztalcé wewmtrz podobszaru do zmian sztyvéeq i i,
proponuje si Wyznaczg ze wzoru (9) (Chyy i in., )1/\336) 7222222222220
i formut sumacyjnych (10) (11), ktére wyprowadzono VAYAVAV: \/\/\2/\/ VAAAY
przy zat@eniu, ze podobszary twosz uklad szeregowo Ke Ke Ke
polaczonych spgzyn (rys. 4) o sztywn@i K ki
k=1, 2, ...,n(njest liczy podobszaréw — przedziatéw >
catkowania): K
_ Rys. 4. Geometryczna interpretacja wyznaczania

_k wartdsci linii tamanej funkcji ksztattu

m; == 9)

Tab. 1. Poréwnanie waiga przemieszczeelementu rozaganego pokazanego na rysunku 2

Przekroj
Przemieszczenie
przy okrélonym rozwizaniu A1, A= 100 cnf — state
wcm
A,=100cm  A,=90cnf A,=50cnf A,=10cnf  A,=1lcnf
Rozwiazanie doktadne 2,0000 2,0741 2,6667 8,0000 68,0000
Catkowanie Gaussa 2,0000 2,0930 2,5714 3,3333 3,571

Elementy catkowane w podprzestrzeniach

bez modyfikacji pola odksztatfe 2,0000 2,0690 2,4000 2,8571 2,9851

Prezentowana metoda — elementy catkowane
w podprzestrzeniach z modyfikacj 2,0000 2,0741 2,6667 8,0000 68,0000
pola odksztatae
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3. Test metody — element belkowy

Zaprezentowan metod; zaadaptowano do analizy belek,
w ktérych wystpuje lokalne ostabienie materiatu, na

przyktad  belek zarysowanych Ilub e¢kajacych
(zniszczenie).
Element belki wyprowadzono na bazie

czterowztowego standardowego elementu tarczowego
(Bathe, 1996). Istat koncepcji jest podziat elementu
na n warstw poziomych, w ktérych to warstwach
zastosowano funkcje ksztattu wedtug krzywych tanchny
dopasowujcych rozkiad pola odksztakte
do aktualnego stanu wgtenia elementu skmzonego.

W formie graficznej prezentowarkoncepog pokazano
na rysunku 5.

Dla tak zdefiniowanego elementu g$kaonego
przyjcto nasgpujace funkcje ksztattu dla kdej n-tej
warstwy, inne dla odksztatteliniowych i inne dla
odksztatcé postaciowych:

Ng :IN-",N?,N{(‘,N{‘]
Funkcjeksztaltudla odksztalce liniowych N,

an:(mz'ml +m1[&2'm2[&1Jé[E1_yj
TR &2-&1 h

N :[1_[m2-m1 Xy Mo -my [&1 } [El X
: T A h
NEez[l_[mZ'ml Eﬁ+m1[%2'm2[@1 } [EHX
E2-& | §2—&1 h
Nlnez(mZ'ml Xy M2 -my [&1] [EHX)
S2=6 | §2-& h

iheionic
N = 1[€1+ j[ﬁl
N =%E€1+Tjtﬁl+
w4676

Catkowanie wykonywane jest dla pojedynczej warstwy
po jej wysokdci, przyjmupc hy i hy jako dolry i gorm
granie; catkowania. W danej warstwie najerowniez
wykona catkowanie w podobszarach wedtug wzoru (3)
i rysunku 3. Macierz sztywroi podobszark w warstwie
n ma zatem posta

Tl< 3\~< :7\~<
A A

(12)

[
+

Kok = ¢B2T ok B v, =
Vn
g2 g (13)
=ty O [ BIKT I B ety (aix
& hd

gdzie: indekse oznaczan-ta warstve, natomiast indekk
oznaczak-ty podobszar catkowania warstwy, a t
jest grubdcia elementu w danym podobszarze.
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Ostatecznie macierz sztywdud jest sum wszystkich
n warstw ik podobszaréw w warstwach, wedtug wzoru
(14), w ktorym symbolami L i L, o0znaczono
odpowiednio liczk warstw i liczle podobszaréw.

Ln Lk
ZZ (14)
Macierz odksztataepodobszarmk ma posté
9 0O 0 O
0X
B=|0 o0 9 9
oy
o 2 o 2
| ay X | (15)
N* 0 N’j‘8 0 N¥ O N* 0
N O N}” 0 NY O N" O
0O N* O N?g 0 N 0 N/®
0O N" o N?Y 0 N 0 N

Parametry m i m, funkcji ksztaltu wyznaczane
sa wedtug wzorow (9), (10) i (11), przyjmug za A
przekroj warstwyn w podobszarzek, a za | dhugasé
podobszark w warstwien.

Zaprezentowanmetod; przetestowano na przykladzie
belki wspornikowej o wysigu 4,0 m i statym przekroju
prostolkitnym 25 x 90 cm (odpowiednio gruido
i wysokas¢ przekroju). Przyjto E = 27,5 GPay = 0,2,

G = 11,46 GPa. Na Kau wspornika ustawiono dwie sity
skupione po 50 kN kala (rys. 6d). Po diugoi belki

w odstpach co 20 cm wykonano ostabienia przekroju —
przyjeto grubé¢ 1 cm. Ostabienia majszerokéé 4 cm

i wysokas¢ (liczac od dotu belki) 15 cm. Lokalizacje
ostabie przekroju pokazano na rysunku 6b.

Dla prezentowanego przyktadu wykonano obliczenia
systemem ORCAN (http://kmb.pb.edu.pl/dydaktyka/
tchyzy/orcan.html) z  zastosowaniem  elementéw
tarczowych wedtug dyskretyzacji pokazanej na rysunk
6a, na tyle gstej by dokladnie odwzorowaostabienia
belki standardowym elementem tarczowym. Razamie
postuzyto jako uktad poréwnawczy. Naginie wykonano
obliczenia z zastosowaniem prezentowanej w pracy
metody wedtug dyskretyzacji pokazanej na rysunky 6c¢
gdzie pojedynczym elementem odwzorowuje siwzy
fragment belki, wicznie ze stref ostabienia. Dla
poréwnania wykonano réwnie obliczenia elementami
calkowanymi w podobszarach (jak w prezentowanej
metodzie) ale bez modyfikacji pola odksztaosediug
zaprezentowanych funkcji tamanych. Wyniki w postaci
ugiecia kaica wspornika zaprezentowano w tabeli 2. Jak
mozna zauway¢ z zastosowania prezentowanej metody,
przy niewielkiej liczbie elementéw skozonych,
otrzymano wyniki zbltone do oczekiwanych, czyli takich
jakie uzyskano przy ¢gtej siatce podzialu, wedtug
rysunku 6a, z zastosowaniem standardowych elementow
ptaskich.
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Element
Element
tEIemer;t czteroweziowy zar esov(?/an elgﬂr%(::iltu
czleroweziowy Z warstwami y y
| K | K| K . k |
****** \ \
N | N | 777777 N | | \
— f— — | Ki k
- S | >
\ \
L _ _ | \
) | \
1 J ! J 1 i i |
N N IR
! ! I, |2 b
Rys. 5. Graficzna prezentacja koncepcji elementigdvpedgo z zarysowaniem
a) c)

40m

0 ke

=

R 50 kN
....--..."..".-n-....-.-.o
10T 1B H-H1H-TH

Tab. 2. Por6wnanie wagad ugiccia kaica testowego wspornika

v50 kN 50 kN
d) v
2x50k
Z
Y/
é 40m L
Z

Rys. 6. Model belki w teie obliczeniowym

opracowana z n§§a o analizie pokrytycznej konstrukcji,

Metoda

a zatem cej w ruchu i doznapej dwych zmian
Ugiecie kaaca wspornika bdacej apel y

W mm sztywndci. Analiza pokrytyczna jest tu bowiem
rozumiana jako proces dynamiczny, natomiastggiej
wezet dolny  wezet gérny .,duzych zmian sztywni” zawiera maliwos¢ zmian

Uklad poréwnawczy 7357 7344 przekrojowych, jak i liniowych w wydzielonych
fragmentach elementu skwonego. Prezentowana

Elementy catkowane koncepcja mee by takze zastosowana w stacjonarnych

w podprzestrzeniach 53193 5,318 rozwiazaniach skokowych zmian SZtywsod

ggisrgg?ggkacu pola i zagadnieniach wymagajych procedur rearaacji siatki
podzialu (Zienkiewicz i in., 1995).

Prezentowana metoda —

elementy catkowane

w podprzestrzeniach 7,34 7,339 Literatura

z modyfikacj pola
odksztalcé

Bathe K. J. (1996). Finie Element Procedurfesentice Hall,

4. Podsumowanie
W wyniku

duwzych  zmianach

zastosowania prezentowanej
uzyskano wystarczajo doktadne wyniki oblicze przy
sztywriaoi.

Englewood CliffsNew York.

Bak G., Stolarski A. (1990). Analiza nieliniowa gbowych
ustrojow zelbetowych obaizonych impulsowo. Studia
z zakresu igynierii, Nr 30, Warszawa.

Chyzy T. (2009). Metoda analizy budynkéw mieszkalnych
obciazonych naddnieniem w strefie wewgirznego
wybuchu gazu. Oficyna Wydawnicza Politechniki
Biatostockiej Biatystok.

koncepciji

Koncepcja zostata
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CONCEPTION OF FINITE ELEMENTS
FOR CALCULATIONS OF CONSTRUCTIONS
WITH LARGE STIFFNESS CHANGES

Abstract: An original conception of finite elements with
adjustable shape functions, depended of local @sang
of stiffness in sub-areas of the calculated costitn model,

is presented in the paper. Presented solution ifedca
as elements with adaptive shape functions, becdaseribed
by them deformation field can be modified during
the calculation process, according to local chamdestiffness.
This conception can also be used for solving problewhere
the local stiffness differences are the initialtestaExamples
of such solutions are presented in the paper. Peed
computational studies show the validity of the aptcand lead
to correct solutions. The main advantage of theseed
method is the reduction of finite elements numberd a
the reduction of time-consuming procedures for ganization
the system geometry.



