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IMPLEMENTACJA METODY RO ZNIC SKONCZONYCH
Z OPTYMALIZACJ A METODY LIEBMANNA W MODELOWANIU
LAMINARNYCH PRZEPLYWOW W PRZEWODACH PROSTOOSIOWYCH
O DOWOLNYM KSZTALCIE PRZEKROJU PRZEWODU

Tomasz Janusz TELESZEWSKI, Stawomir Adam SORK®’
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Streszczenie: W artykule zaprezentowano metoddznic skaiczonych (MRS) przy zastosowaniu ptaskich siatek
z optymalizagi metody Liebmanna w modelowaniu laminarnych prasepty w przewodach prostoosiowych
o dowolnym ksztalcie przekroju przewodu, jako aggywe dla metod numerycznych wykorzysteych trojwymiarowe
siatki. Dwuwymiarowe siatki w przekrojach przewodomogs by¢ wykorzystane do wyznaczania wiefkd
jednoliczbowych opisagych przeptyw. W celu weryfikacji metody poréwnamezultaty obliczé numerycznych
ze znanym rozwianiem analitycznym laminarnego przeptywu przezewd okegly. W pracy przedstawiono
przyktady obliczeniowe pél pdkosci, dla ktérych nie $znane proste rozwzania teoretyczne.

Stowa kluczoweprzewody prostoosiowe, przeptyw laminarny, wspateal Coriolisa, wspotczynnik Boussinesga.

1. Wprowadzenie gdzie: c jest pedkaoscia przeptywu,F sa to sity masowe,
p jest cénieniem,p jest gstdscia, a v wspoétczynnikiem
Znajoma¢ pol prdkosci w przekrojach przewodow lepkasci kinematycznej.
prostoosiowych ma istotne znaczenie w tworzeniu
programéw shzacych do obliczé hydraulicznych.
Obecnie jedynie niektore zagadnienia zm® policzy
metodami analitycznymi, natomiast w przypadku
skomplikowanych geometrii przekrojow przewodow
prostoosiowych wymagane jest Zaawansowane
oprogramowanie komputerowe. Klasyczne, a zarazem
najczsciej stosowane siatkowe algorytmy rozmywania
przeptywu w przewodach prostoosiowych wymagaj
budowy pracochtonnych trojwymiarowych siatek (Kosma
2007; Huang i Ho, 1993).

Wyprowadzony w publikacji algorytm pozwala
zashpi¢ skomplikowar siatk; przestrzenp (rys. 1)
wewmtrz przewodu dwuwymiarogvsiatky zlokalizowar
w przekroju przewodu (rys. 2).

Ptaski, izotermiczny przeptyw piynu lepkiego opisuj
réwnanie (Batchelor, 2000):

E =F 1 grad(p)+ Vv%c + lvgrad(divé) (1) Rys. 1. Przyktadowa przestrzenna siatka stosowasynwilacji
dt P 3 przeptywu w przewodach prostoosiowych sktadajsi z 4096
prostopadiécianow
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Wartas¢  predkosci na brzegu (L) materialnym
i nieprzepuszczalnym rOwna jest zeru, wobec czego
warunek brzegowy ngiance (L) przyjmuje posta

Cw = =G (%)

Warunek brzegowy (5) redukuje réwnanie Poissona
(2) do réwnania Laplace’a:

da%c, 02
el ®
0x ay
W dalszej kolejnéci réwnanie (6) zostanie
rozwiazane metog réznic skaczonych (MRS)

Rys. 2. Przykladowa plaska siatka przekroju przewodu Z OPtymalizaci obliczer metody Liebmanna.

prostoosiowego sktadgja st z 256 prostoltnych elementéw

Przeptyw laminarny w przewodzie prostoosiowym 2. Rozwgzanie przeptywu laminarnego

mozna  sprowadZi do zagadnienia  przepltywu
jednokierunkowego (rys. 3). Przy zaémiu stacjonarni
przeptywu, a take uwzgkdnieniu sktadowej pidkosci
wzdhuz osi przewoduc, (c<<c, C,<<c) réwnanie (1)
przyjmuje posté (Batchelor, 2000):

2 2
acZ+acZ _1lop @)
x> oy’ ) moz

gdzie: c, oznacza pydkos¢ przeptywu,p jest cknieniem,
au jest wspotczynnikiem lepkeoi dynamicznej.
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Rys. 3. Jednokierunkowy przeptyw
przez przewod prostoliniowy

W celu zalgenia warunku brzegowego jedynie

na konturze przekroju przewodu pole e¢giosci
przeptywu jednokierunkowegg podzielono na sktadaw
predkosci przeptywu niezakiéconega,, oraz skladow

predkosci przeptywu wzbudzonego $ciankami
prostoliniowego kanata,, (Teleszewski i Sorko, 2011):
C; =G+ Cy 3)
gdzie:
Co=-20(R+y) ; D= @
4 M dz
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w przewodach prostoosiowych o dowolnym
ksztatcie przekroju przewodu metod réznic
skonczonych z optymalizacy metody Liebmanna

Podstaw rozwiazania réwnania (6) metad réznic
skaaczonych jest siatka egtdw z krokiem Ax i Ay
(rys. 4).
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Rys. 4. Szkic do analizy zagadmiebrzegowych
w obszarze ptaskim

Po zastosowaniu #@ic centralnych drugie pochodne
funkcji c(x,y) mazna opisa wzorami (Mitchell i Griffiths,
1980):

0°Cy _ Swi+1,j) 26w i) * Gvi-1i)
ox? NG

()

0%y, _ Cw(i,+1) ~ 2% (.i) * -
ay2 Ay2

(8)

Po uwzgtdnieniu (7) i (8) w réwnaniu (6) otrzymuje
sie zaleznos¢é:
Cw(i+1,j) = 26w ) Gi-1j)
AX?
2 40 T 26w ) T -1
Ay2

9)




W celu przgpieszenia zbimosci procesu stosuije esi
nadrelaksagf w procesie iteracji wprowadza
wspotczynnik A wedlug schematu Liebmanna (Isaacson
i Keller, 1994):

+1) _ +1 C =T N
) = A +@- R, n=1LN (10)
gdzien jest numerem iteracji.

Proces iteracji jest prowadzony do momentu, kiedy
maksymalna rénica wartdci funkcji w dwoch kolejnych
iteracjach ldzie mniejsza lub rowna od przig
wartasci bledu.

(n+1) _ ()
Wi ) " WD) ob< £
(n+1)
Sw(i, )

max ©n= 1IN (11)

Po wyznaczeniu sktadowej przeptywu wzbudzonego,
predkos¢ ¢, wyznacza si z zalenosci (3)

3. Ocena dokladnéci MRS z optymalizacj obliczen
metody Liebmanna

W celu oceny doktadroi prezentowanej numerycznej
metody dokonano poréwnania rezultatow ragania
zagadnienia laminarnego przeptywu w przewodzie
okraglym metody rénic skaiczonych z optymalizagj
obliczen metody Liebmanna z wynikami obliaze
teoretycznych.

Pole prdkasci laminarnego glicerolu

przeptywu

w przewodzie o przekroju kotowym jest opisane
rozktadem parabolicznym (Batchelor, 2000):
1d
or(xy)=-—L(g-r?) ; r={x*+y* (@)
4u dx
gdzie: r, = 10mm jest promieniem przewodu,
a wp=1,499 Pa-s jest wspoélczynnikiem lepio

dynamicznej glicerolu.
W przypadku metody edic skaiczonych wykonano

podziat przekroju przewody na siatkskiadajca sie
z 100 i 10000 wziow. Do obliczéa przyjeto,
zee = 0,0001.

Btad rozwhzania MRS z optymalizagj metody
Liebmanna dla wybranych punktéw zestawiono
w tabeli 1.

Wzgledne bkdy obliczeéh poszczeg6inych pdkosci
do przedstawionych n& zestawi@ graficznych
i tabelarycznych wyznaczono z zalesci:

Cr “CvRs
Cr

3CyRrs = *100%

(13)

gdzie: cyrs jest to pedkos¢ wyznaczona numerycznie
MRS z optymalizagf metody Liebmanna, natomiast
cr jest to pedkos¢ teoretyczna wyznaczona z rOéwnania
(12).

Na rysunku 5 przedstawiono graficzne poréwnanie
rezultatbw numerycznych z rozyganiem teoretycznym
(12).
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Tab. 1. Laminarny przeptyw glicerolu w przewodzigtdwym
(Re = 30) — bkd rozwihzania MRS z optymalizagjmetody
Liebmanna

Rozwhzanie Rozwigzanie Btad metody

Wspétrzdne wztow teoretyczne nulnabhgfs 1'\3(?3.
X y cr CvRs OCmRs
[mm] [mm] [m/s] [m/s] [%]
0,0E+00 0,0E+00 7,1320E+00 7,0459E+00 1,2067E+00
1,0E+00 0,0E+00 6,8467E+00 6,7639E+00 1,2093E+00
2,0E+00 0,0E+00 5,9909E+00 5,9183E+00 1,2109E+00
3,0E+00 0,0E+00 4,5645E+00 4,5097E+00 1,1993E+00
40E+00 0,0E+00 2,5675E+00 2,5375E+00 1,1691E+00
5,0E+00 0,0E+00 0,0000E+00 0,0000E+00 -
) ) Rozwizanie Rozwiazanie Btad metody
Wspotrzdne weztow teoretyczne num. MRS MRS
1000 el. 1000 el.
X y cr CvRs OCmRs
[mm] [mm] [m/s] [m/s] [%]
0,0E+00 0,0E+00 7,1320E+00 7,1285E+00 4,8958E-02
1,0E+00 0,0E+00 6,8467E+00 6,8436E+00 4,5462E-02
2,0E+00 0,0E+00 5,9909E+00 5,9890E+00 3,0848E-02
3,0E+00 0,0E+00 4,5645E+00 4,5633E+00 2,5293E-02
4,0E+00 0,0E+00 2,5675E+00 2,5670E+00 1,8437E-02
5,0E+00 0,0E+00 0,0000E+00 0,0000E+00 -

Maksymalny bid metody MRS 2z optymalizacj metody
Liebmanna w przypadku siatki sktadegj st z 100 elementéw
nie przekracza 1,5 %, natomiast w przypadku sialitonej

z 10000 elementow nie przekracza 0,05 %. Wraz zestem

liczby weztéw zwicksza s¢ doktadndé metody.
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Rys. 5. Porbéwnanie rozg#ania numerycznego qutkosci

z rezultatami oblicae@ numerycznych MRS z optymalizacj
metody Liebmanna

Niewielkie  r&nice  pom¢dzy  rozwhzaniem
analitycznym i MRS z optymalizacjmetody Liebmanna
w odniesieniu do wyznaczanego poladkosci wskazuj,
ze proponowane algorytmy obliczeniowe przedstawionej
metody charakteryzgijsic duzg doktadndcia obliczen.
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Na doktadné¢ obliczen ma wptyw réwnie paramete
(11). Wazrost wartéci ¢ powoduje zmniejszenie dau
metody oraz diszy czas oblicze

4. Przykiady obliczeniowe

Nizej przedstawiono rezultaty obliazepdl prdkosci
przeptywu glicerolu R = 30, © = 1,499 Pa-s)
w wybranych przekrojach przewodéw. Prtyj siatle
sktadajca sie z 1000 wezitdw, ktdm roéwniez

wykorzystano do wyznaczenia wspotczynnika energii

kinetycznej (Coriolisa)

(Boussinesqga).
Wspotczynnik Coriolisa wyznaczono

(Chadwick i in., 2012, Nalluri i Marriott, 2009):

oraz wspoiczynnika edu

3 N
JeZdn Y cGan,

—A i=1

a= = (14)
Aeg NG

gdzie: c, oznacza pdkos¢ w polu przeptywu,

Csr jest pedkoscia sredni przeptywu w kanale, & jest
polem powierzchni przewodu.

a) 50Y [mm] c [m/s]
45¢
40F
35¢
304
25H
2.0
15
108
05
0.0
-05
-1.0
154
20H
25H
30F
35%F
A0k
45k

5.0
-5.0

0.50.

1.00

&
E:

1.00

0.50
3.0

-40 30 20 10 00 10 20 40 50

x [mm]

Zze wzoru

b)

Wspoitczynnik Boussinesqa wyznaczono z zabéci
(Chadwick i in., 2012):

ICZdA S 2 dA,
z Zcm i
IB A ~1=1 5
Ncg;

> (15)
Ao

Liczba Reynoldsa zostala obliczona z spsjacego
wzoru (Batchelor, 2000):

Csr Dh

Re=—— ; D=— 16

y h = (16)
gdzie: Dy jest to érednica hydrauliczna,v jest
to wspolczynnik lepkéci kinematycznej, al jest

obwodem przewodu (obwod zwiny).

Na rysunku 6 wykrdono pole pgdkosci przeptywu
laminarnego R, = 30) w przewodzie o przekroju
kwadratowym ¢ = 2,154 = 1,38).

Rysunek 7 przedstawia pole ¢gkosci (Re = 30)
w przewodzie o przekroju prostghk dla zalaonego
stosunku bokéw wysokeoi do podstawy 1:4¢ = 1,83,

B =1,29).

Na rysunku 8 przedstawiono poleggkosci (Re = 30)
w przewodzie o przekroju g¢diokata foremnego
(e =2,09,5=1,36).
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Rys. 6. Pole mdkosci (R. = 30) w przewodzie o przekroju kwadratu: a) izbtgd) trojwymiarowy ksztatt pola pdkosci
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Rys. 7. Pole mdkosci (Re = 30) w przewodzie prostaknym o stosunku wysokoi do podstawy przekroju poprzecznego 1:4:

a) izotachy, b) tréjwymiarowy ksztatt polagpikosci
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Rys. 8. Pole mdkasci (R, = 30) w przewodzie o przekrojuquiokata foremnego: a) izotachy, b) tréjwymiarowy kszfadta prdkosci

5. Podsumowanie

Przedstawiona metoda ztic skaczonych pozwala
w efektywny spos6b wyznacza pola pedkosci
przeptywdw laminarnych w przewodach prostoosiowych
niezalenie  od  ksztattu  przekroju  przewodu.
Implementacja metody Liebmanna w MRS znacznie
skraca czas obliche a take zmniejsza pobdr zasobow
pamkci komputera.

Algorytm nie wymaga budowy pracochtonnych
trojwymiarowych siatek, przez co metoda tazmdy
wykorzystywana jako aplikacja stosowana zaréwno
w zagadnieniach itynierskich jaki i naukowych.

Zastosowana ptaska siatki w przekroju obliczanego
kanatlu mae by podstaw do wyznaczania wielkoi
jednoliczbowych charakteryzigych przeptyw takich jak

liczba Reynoldsa, wspotczynnik energii kinetycziey
wspotczynnik gdu.

Weryfikacja metody wykazala da dokladnd¢
metody. Zaprojektowany algorytm undovia
rozwiazywanie zagadnie przeptywdéw laminarnych
w przewodach prostoliniowych bardzo zbmej geometrii
przekroju przewodu.

Algorytm réwnie maoze by stosowany
w przeptywach w mikrokanatach (Sharp i Adrian, 2004
Wibel i Ehrhard, 2009), gdzie przeptywy zgodne
sa Z makroprzeptywami.
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IMPLEMENTATION OF THE FINITE DIFFERENCE
METHOD WITH THE LIEBMANN METHOD FOR THE
SOLUTION OF LAMINAR FLOW THROUGH

STRAIGHT PIPES

Abstract: The work contains the implementation of the Finite
Difference Method with the Liebmann Method for thaution

of laminar flow through straight pipes using a tdiosensional
grid. This method is the reduction of the threehisional grid

to two-dimensional in the cross-section of ducte Eigorithm
were verified by numerical tests and compared \aitalytical
solution. A numerical examples are presented.

Opracowanie zrealizowano w
W/WBIl $/8/2011.
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