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PROBA OKRESLENIA OBSZARU CALKOWANIA
ANOMALII GRAWIMETRYCZNYCH W ZAGADNIENIU
INTERPOLACJI QUASI-GEOIDY

Marek Trojanowicz', Krzysztof Karsznia®'
'Uniwersytet Przyrodniczy we Wroctawiu
’Leica Geosystem Sp. z 0.0.

Streszczenie. W pracy podj¢to probg oszacowania wielkosci obszaru catkowania anoma-
lii grawimetrycznych wykorzystywanych jako dane uzupehiajace w zagadnieniu interpo-
lacji quasi-geoidy. Prace obliczeniowe oparto o dane grawimetryczne z obszaru Polski.
Rozpatrywane byly dwa warianty uzycia danych grawimetrycznych — z wykorzystaniem
globalnego modelu geopotencjatu (EGM96) oraz bez wykorzystania tego modelu. W wy-
niku prac wykazano duza rol¢ globalnego modelu geopotencjatu w ograniczeniu obszaru
catkowania anomalii grawimetrycznych. Ustalono takze tzw. ,promienie obcigcia” dla
danych z obszaru testowego.

Stowa kluczowe: interpolacja wysokosci quasi-geoidy

WSTEP

Budowa doktadnych, lokalnych modeli geoidy lub quasi-geoidy (w zaleznosci od
obowiazujacego w danym kraju systemu wysoko$ci) jest nicodzownym elementem
umozliwiajacym niwelacje satelitarna. Jest wiele metod wyznaczania takich powierzchni.
Niezaleznie jednak od zastosowanej techniki obliczeniowej podstawe obliczen stanowi
gesta sie¢ punktdw grawimetrycznych, wsparta czgsto danymi dotyczacymi topografii
terenu [np. Tscherning 2001]. Modele geoidy lub quasi-geoidy opracowane na podsta-
wie takich danych nosza nazwe geoidy lub quasi-geoidy grawimetrycznej. Poniewaz w
Polsce obowiazuje system wysokosci normalnych, dalsze rozwazania beda odniesione
wlasnie do zagadnienia wyznaczania quasi-geoidy.

Charakterystyczna cecha quasi-geoid grawimetrycznych jest ich przesunigcie i po-
chylenie wzgledem danych GPS/niwelacyjnych — tj. wzgledem wysokos$ci quasi-geoidy
wyznaczonej na podstawie punktow o znanych wysokosciach geometrycznych (elipso-
idalnych-GPS) i normalnych [Tscherning 2001]. Taka cech¢ posiada np. quasi-geoida
grawimetryczna Polski [Quasi97 [Lyszkowicz 1996]] [Barlik 1999]. To przesunigcie
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58 M. Trojanowicz, K. Karsznia

i pochylenie, wywotane dlugookresowymi bledami wyznaczenia quasi-geoidy oraz
bledami systematycznymi w pomiarach GPS i niwelacyjnych [Tscherning 2001], po-
woduje, ze wykorzystanie quasi-geoidy grawimetrycznej w niwelacji satelitarnej wia-
$ciwie wymusza jej transformacje do punktow GPS/niwelacyjnych. Jezeli taka trans-
formacja obejmuje tylko przesunigcie i pochylenie catej powierzchni quasi-geoidy, to
do wyznaczenia jej parametrow wystarczy tylko kilka punktow o znanych anomaliach
wysokosci (minimum 3). W Polsce liczba punktéw o znanych wysoko$ciach GPS
i normalnych jest jednak znacznie wigksza. Przyktadowo do wyznaczenia tzw. geoidy
niwelacyjnej 2001 wykorzystano 62 punkty sieci EUVN, 341 punktow sieci POLREF,
23 punkty sieci Tatry oraz 326 punktow sieci WSSG [Pazus i in. 2002]. W takim wy-
padku zaggszczenie tych punktow jest tak duze, ze wlasciwie wysokosci quasi-geoidy
pomigdzy punktami znanymi moga by¢ interpolowane. Natomiast dane grawimetrycz-
ne, numeryczny model terenu oraz globalny model potencjatu uzna¢ mozna za dane
stuzace podniesieniu dokladnosci tej interpolacji. Znaczenie tych ,,dodatkowych” da-
nych w procesie interpolacji jest oczywiscie duze, a w perspektywie wyznaczenia quasi-
geoidy z doktadno$cia +1-2 cm ich wykorzystanie jest niezbedne. Pewne analizy doty-
czace tego zagadnienia znalez¢ mozna np. w pracy Lyszkowicz [1991].

Odlegto$¢ miedzy punktami o znanych wysokosciach GPS/niwelacyjnych na terenie
Polski wynosi od kilkunastu do kilkudziesig¢ciu kilometrow. Takie zaggszczenie stwarza
mozliwo$¢ ograniczenia obszaru o znanych warto$ciach anomalii grawimetrycznych,
ktéry nalezy uwzgledni¢ w obliczeniach. Wydaje si¢ rozsadne przyjecie zalozenia, ze
obszar, ktorego wplyw na wyznaczane anomalie wysoko$ci bedzie staly lub zmienny
liniowo, moze zosta¢ pominigty. Oczywiscie wpltyw stref dalszych zalezy od wielu
czynnikéw, a przede wszystkim od warto$ci anomalii grawimetrycznych w tych stre-
fach oraz od odlegtosci pomigdzy punktami znanymi. Uzalezniony jest wiec od miejsca
interpolacji.

Niniejsze opracowanie stanowi probe oszacowania wielkos$ci obszaru o znanych
warto$ciach anomalii grawimetrycznych, ktory nalezy wzia¢ pod uwage ,,wzmacniajac”
interpolacje quasi-geoidy danymi grawimetrycznymi.

SPOSOB OCENY WPLYWU STREF DALSZYCH NA WYNIK INTERPOLACJI

W obliczeniach testowych zalozono, ze interpolacja quasi-geoidy jest przeprowa-
dzana z wykorzystaniem techniki remove-restore [np. Torge 2001]. W tym podejsciu
wysoko$¢ quasi-geoidy jest rozktadana na:

o cztery skladowe, jezeli w obliczeniach uwzglgdniany jest globalny model geopo-
tencjatu:

Cov =Com +& 84+ (1)
lub
e trzy sktadowe (bez uwzglednienia globalnego modelu geopotencjatu):

Cov =8+t &1 )

We wzorach 1 i 2 przyjeto nastgpujace oznaczenia: ¢;, jest sktadowa wyznaczona na
podstawie globalnego modelu geopotencjatlu, &, to sktadowa wynikajaca z wptywu
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mas topograficznych, ¢, — skladowa wyznaczana na podstawie anomalii grawime-

trycznych oraz §; — podlegajaca interpolacji resztowa warto$¢ anomalii wysokosci.

Proces obliczeniowy podzieli¢ mozna na trzy etapy:
e W etapie pierwszym wyznaczane sa dla punktéw o znanych anomaliach wysokosci
(&sy ) skladowe ¢ . Oblicza sig je poprzez usunigcie sktadowych gy, , & 1 &y
— w przypadku zastosowania rozkladu (1) lub sktadowych &, i &y, —w przypadku
zastosowania rozktadu (2).
e W etapie drugim wykonujemy interpolacj¢ sktadowej & .
e W etapie trzecim przywracamy dla punktéw nowych, w zaleznosci od zastosowa-
nego rozkladu, sktadowe &y, , & i &y, lub skladowe &, i &y, .

Warto$ci anomalii grawimetrycznych przyjetych do wyznaczenia skladowej &4,

obliczane sa w zaleznosci od zastosowanego rozkladu. Dla rozktadu danego wzorem (1)
zapiszemy:

Ag, = Ag—Aggyy — Ag, 3)
Dla rozkladu (2) zapiszemy odpowiednio:
Ag, = Ag - Ag, S

W pracy poddano analizie anomalie grawimetryczne wyznaczone dla obu powyz-
szych przypadkow (tj. wzory 3 14).

Sposob oceny wptywu danych grawimetrycznych na wynik interpolacji przedsta-
wiony zostanie na nastgpujacym przykladzie. Zalozmy, ze sktadowa ¢4, dla linii AB

dana jest jak na rysunku la. Skltadowa ta przedstawiona jest linig ciagla, ktora nazwie-
my linia wplywu sktadowej &y, .
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Rys. 1. Wpltyw sktadowej é/ Ag DA wynik interpolacji anomalii wysokosci

Fig. 2. Influence of the é/ Ag Component on quasi-geoid heights interpolation
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Gdyby skladowe ¢, i &, dla tej linii byly zerowe, sktadowa &, definiowataby

jednoczesnie przebieg quasi-geoidy pomiedzy punktami A i B. Odchylenie linii wplywu
sktadowej ¢4, od cigciwy taczacej anomalie wysokosci w punktach A i B mozemy w

tym wypadku uzna¢ za definicj¢ btedu interpolacji, wynikajacego z nieuwzglednienia w
procesie interpolacji danych grawimetrycznych. Blad ten oznaczony jako m,,, dla
omawianego przyktadu przedstawia rysunek 1b. Strzatki na obu rysunkach przedstawia-
Ja blad maksymalny m g 4, -

Jezeli obliczenie skladowej ¢4, wykonamy wielokrotnie, biorac pod uwage anoma-

lie grawimetryczne w ograniczonej i za kazdym razem réznej odlegtosci od punktéw
podlegajacych interpolacji, wyznaczymy rézne wartosci sktadowych ¢, , ktore ozna-

czymy jako & . , gdzie wskaznik R oznacza tzw. promief obcigcia, okreslajacy mak-

symalng odlegltos¢ anomalii przyjetych do obliczen. Blad interpolacji odpowiadajacy
sktadowym ¢ ., oznaczymy jako mi,.p. Korzystajac z tak zdefiniowanych bledow,

mozna sformutowac nastgpujace zadanie:

Znalezé takq graniczng wartos¢ R, dla ktorej zwiekszenie promienia obciecia nie
ma istotnego wplywu na wartos¢ bledu m 4y, .

Warto$¢ R; definiuje wige strefe istotnego wpltywu anomalii grawimetrycznych na
wynik interpolacji. Ponizej przedstawione sa analizy zmierzajace do oszacowania war-
tosci R; dla obszaru testowego potozonego w centralnej czesci Polski.

OBLICZENIA TESTOWE

Obliczenia testowe wykonane zostaly w dwoch wariantach:

e bez uwzglednienia globalnego modelu geopotencjatu tzn. tylko po usunigciu topo-
grafii (wariant A);

e 7z uwzglednieniem tego modelu, a wigc po usunigciu topografii oraz modelu
EGM96 (wariant B).

Obliczenia wykonano w szeregu punktach testowych. Punkty te tworza profile o
dlugosci 25, 50 i 75 km. Profile pokrywaja si¢ ze soba, a miejsce ich polozenia ozna-
czone jest na rysunku 2 czarng kreska. W kazdym profilu znajduja si¢ punkty oddalone
od siebie o ok. 3.3 km. Kierunek profili przyjetych do obliczen okreslony zostat po
analizie wynikow obliczen wykonanych w réznych kierunkach. Do prezentacji wybrano
wyniki dla profili o najwigkszych wahaniach wptywu poszczeg6lnych stref.

Do obliczen dla wariantu A wykorzystano anomalie Bouguera z obszaru Polski w
siatce 5'x5'. Anomalie te wyznaczone zostaly na podstawie anomalii wolnopowietrz-
nych udostgpnionych na stronie internetowej [International Gravity Bureau
(http://bgi.cnes.fr). Mape anomalii Bouguera przedstawia rysunek 2.
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15 16 17 18 19 20 21 22 23

Rys. 2. Mapa anomalii Bouguera [mGal] dla obszaru Polski z zaznaczonym potozeniem profili
testowych. Anomalie te stanowia podstawe obliczen dla wariantu A

Fig.2. Bouguer Anomaly Map [mGal] for the territory of Poland with marked position of test
profiles. Test calculations for variant A are based on this data

Dla obszaru opracowania wyznaczone zostaly anomalie grawimetryczne z modelu
geopotencjalu EGM96. Mape tych anomalii przedstawia rysunek 3.

Sk bl b
o O O O O o

Rys. 3. Anomalie grawimetryczne wyznaczone z modelu EGM96 [mGal] dla obszaru Polski
Fig. 3. Gravity anomalies determined from the EGM96 model for the territory of Poland

Obliczenia testowe dla wariantu B zrealizowano w oparciu o anomalie resztowe
Ag, zdefiniowane rownaniem (3). Mapg tych anomalii przedstawia rysunek 4.

Geodesia et Descriptio Terrarum 5(1-2) 2006
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Rys. 4. Anomalie resztowe, stanowiace podstawe obliczen dla wariantu B
Fig. 4. Residual gravity anomalies, as the base for test calculations in variant B

Obliczenia testowe przeprowadzono dla dziesigciu stref od 25 do 250 km wokét
kazdego z punktéw. Roznica promieni sasiednich stref wynosi 25 km.

Prezentacj¢ wynikdéw obliczen testowych rozpoczniemy od przedstawienia bledow
M 4or - Bledy te dla wybranych stref w obu wariantach przedstawia rysunek 5.

Analizujac przedstawione wykresy zauwazy¢ nalezy, ze bezwzgledne wielkosci
wpltywow danych grawimetrycznych w obu wariantach, dla profili 25 i 50 km, sa po-
dobne. Znaczaca jest jedynie réznica tych wptywéw dla profilu najdtuzszego (75 km).
Mozna powiedzie¢, ze uwzglednienie globalnego modelu geopotencjalu w tym przy-
padku znacznie zmniejsza btad nieuwzglednienia danych grawimetrycznych w procesie
interpolacji. Dla analizowanego problemu istotne sa jednak zmiany wpltywu réznych
stref na wynik interpolacji. Na rysunku 5 linia ciagla zaznaczony jest wptyw na wynik
interpolacji strefy najwiekszej (do 250 km wokot kazdego punktu). Wplywy stref
mniejszych réznig si¢ zarowno migdzy soba, jak i od strefy R=250 km. Réznice te sa
wigksze dla wariantu, ktéry nie uwzglednia globalnego modelu potencjatu i nawet dla
stref dalszych (200, 225 km) przekraczaja one wartosci 2 cm. Sa to wigc wielkosci
znaczace i $wiadcza o tym, ze poszerzanie obszaru catkowania ma wciaz istotny wplyw
na wynik interpolacji. Jezeli dla kilku kolejnych stref (ze strefa najszersza wiacznie)
krzywe bledow m 4, miatyby przebieg zblizony, oznaczatoby to brak istotnego wpty-

wu poszerzania obszaru catkowania na wynik interpolacji.
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Rys. 6. Wykresy odchylen Amy, dla wybranych stref. Bez uwzglednienia modelu EGM96 (A)
oraz z jego uwzglednieniem (B)
Fig. 6. Diagrams of Am,, deviations for selected profiles. Without using the EGM96 model (A)
and including it (B)
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Przyjmujac strefe¢ R=250 km jako odniesienie, wyznaczy¢ mozna odchylenia po-
migdzy blgdami m,,, dla stref mniejszych i strefa odniesienia oznaczong jako m 4,55 .

Odchylenia te oznaczone zostana jako Am,, .
Zapiszemy wigc:
Ay =M pgp =M o050 (%)
Wykresy takich odchylen przedstawia rysunek 6.
Roznice w oddziatywaniu kolejnych stref na wynik interpolacji sa jeszcze lepiej wi-

doczne na wykresach przedstawiajacych odchylenia $redniokwadratowe Amp oraz
odchylenia maksymalne dla kazdej strefy 4m,,,, , . Odchylenia te zdefiniujemy naste-

pujaco:
Z Am,zei
Amp = |2
n
(6)
Am, . p = max|Am R|

gdzie n jest liczba punktow w profilu.

Wykresy tak zdefiniowanych bledéw przedstawiaja rysunki 7 (profil 25 km), 8 (pro-
fil 50 km) oraz 9 (profil 75 km).
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Rys. 7. Wykresy btedow ER oraz Am,,,, p dla profilu 25 km. Bez uwzgl¢dnienia modelu
EGM96 (A) oraz z jego uwzglednieniem (B)

Fig. 7. Diagrams of ER and Am,,, p errors for the profile of 25 km. Without using the
EGM96 model (A) and including it (B)
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Rys. 8. Wykresy btedow ER oraz Am,,,, p dla profilu 50 km. Bez uwzgl¢dnienia modelu
EGM96 (A) oraz z jego uwzglednieniem (B)

Fig. 8. Diagrams of ER and Am,,, p errors for the profile of 50 km. Without using the
EGM96 model (A) and including it (B)

Chcac wyznaczy¢ wielkos$¢ obszaru catkowania anomalii grawimetrycznych, okre-
$li¢ nalezy dopuszczalny btad wynikajacy z ograniczenia tego obszaru. W przedstawio-
nych analizach promien ograniczenia obszaru catkowania (R,) ustali¢ mozna jako pro-
mien strefy o takich wlasnosciach, ze wielkosci bledow Am,,,., i Amg dla tej strefy
oraz dla stref wigkszych sa mniejsze od pewnej granicznej wartosci mg. Jezeli przyj-
miemy m; =1 cm, to zauwazymy, ze dla wariantu A obszar catkowania numerycznego
mozna ograniczy¢ wilasciwie tylko dla najkrétszego profilu o dlugosci 25 km, przy
czym odczytamy R, ~100 km (rys. 7). Dla profili dluzszych nie mozna stwierdzi¢
ustabilizowania si¢ wartosci btedow Am,,,., i Amr na odpowiednim poziomie. Dla
wariantu B, uwzgledniajacego model EGM96, obszar calkowania ograniczy¢ mozna
takze dla profilu o dtugosci 50 km. Promien R, odczytany dla tego profilu wynosi okoto
175 km. Natomiast dla profilu o dlugosci 25 km promien bedzie znacznie mniejszy niz
W wariancie A i wyniesie okoto 50 km. Dla profilu najdluzszego (75 km), ze wzgledu
na bledy 4m,,, , , nie mozna okresli¢ promienia R,. Warto jednak zauwazyc¢, ze warto-
sci btedéw Am,,,, , 1 Amp wariantu B sa znacznie mniejsze niz dla wariantu A. Dys-
ponujac zatem danymi grawimetrycznymi na ograniczonym obszarze (co wymusza
ograniczenie obszaru catkowania) warto zawsze wykorzysta¢ dodatkowo globalny mo-
del geopotencjatu.
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Rys. 9. Wykresy bledow ER oraz Am,,, , dla profilu 75 km. Bez uwzglgdnienia modelu
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Fig. 9. Diagrams of Amp and Am,,, , errors for the profile 75 km. Without using the EGM96
model (A) and including it (B)

WNIOSKI KONCOWE

Podsumowujac przeprowadzone analizy, nalezy przede wszystkim uwypukli¢ zna-
czenie globalnego modelu geopotencjatu dla ograniczenia obszaru catkowania nume-
rycznego anomalii grawimetrycznych. Sam promien ograniczenia (obcigcia) zalezy
przede wszystkim od wielkosci pominigtych anomalii grawimetrycznych oraz od odle-
glosci pomiedzy punktami znanymi wykorzystanymi do interpolacji wysoko$ci quasi-
-geoidy. Przeprowadzone analizy wykazaly, ze chcac zachowa¢ wysoka dokladnos¢
obliczen, nawet przy wykorzystaniu globalnego modelu geopotencjatlu, obszar przyje-
tych do obliczen anomalii grawimetrycznych musi by¢ znaczny. Zachowujac doktad-
no$¢ 1 cm oraz zakladajac odleglos¢ 50 km pomigedzy punktami znanymi, promien
obcigcia dla analizowanego obszaru ustalono na ok. 175 km. Promien ten mozna znacz-
nie ograniczy¢ zmniejszajac odleglto$¢ pomigdzy punktami znanymi.

Nalezy takze podkresli¢, ze bez uwzglgdnienia modelu EGM96 udalo si¢ okresli¢
promien obcigcia jedynie dla najkrotszego profilu. Oznacza to, ze przy wigkszych odle-
glosciach pomiedzy punktami znanymi nalezy wzia¢ pod uwage anomalie grawime-
tryczne w odleglosci wigkszej niz 225 km wokot kazdego punktu.
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AN ATTEMPT AT DETERMINING AN AREA OF INTEGRATING
A GRAVITY ANOMALY IN THE QUASI-GEOID INTERPOLATION
PROBLEM

Abstract. The paper concerns an attempt at estimating of gravity anomalies integration
area. Such values have furthermore been used as the additional data in the quasi-geoid in-
terpolation problem. The test calculations were based on gravity data coming from the ter-
ritory of Poland. The authors have considered two variants of using the gravity data: ba-
sed on the global geopotential model EGM96 as a reference as well as without taking it
into account. The results of test calculations indicate a significant role, which the EGM96
plays in limiting the area of integrating the gravity data. Furthermore, the authors have al-
so determined so called “truncation radiuses” for the test data.

Key words: quasi-geoid height interpolation
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