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GEOIDA MILIMETROWA MIASTA I OKOLIC OLSZTYNA 

Jacek Lamparski
1
  

Uniwersytet Warmi sko-Mazurski w Olsztynie 

Streszczenie. Obecnie dost!pne modele geoidy obszaru Polski pozwalaj" okre#li$, na 

podstawie dok%adnych wysoko#ci elipsoidalnych, wysoko#ci normalne z przeci!tn" do-

k%adno#ci" ±2 cm. Przeprowadzone dotychczas weryfikacje rzetelno#ci uzyskanych wy-

soko#ci normalnych dotycz" tylko cz!#ci obszaru Polski. W niniejszej pracy przedstawio-

no na przyk%adzie obszaru wielko#ci powiatu (Olsztyn i okolice) metodyk! poprawiania 

dowolnego modelu geoidy na niewielkim obszarze na poziomie dok%adno#ci poni&ej  

1 cm. Ubocznym i cennym produktem w tej metodyce s" dok%adne wysoko#ci elipsoidal-

ne wszystkich znaków wysoko#ciowych, po%o&onych w badanym obszarze. Jakkolwiek, 

uzyskany poprawiony model geoidy jest tworem wirtualnym, daje on poprawne wyniki  

w stosunku do sieci reperów niwelacji precyzyjnej. Ograniczeniem metody jest zaw!&enie 

modelu do okre#lonego obszaru – w przedstawionym przyk%adzie obszaru wielko#ci 30 x 

40 km. 

 

S owa kluczowe: geodezja, geodezja satelitarna, GPS 

WST!P 

Coraz szersze praktykowanie techniki pomiarowej przy zastosowaniu systemu GPS 

spowodowa%o potrzeb! stworzenia dok%adnego modelu geoidy obszaru Polski (rys. 1)  

w celu umo&liwienia obliczania wysoko#ci normalnych wyznaczanych punktów. Nie 

sposób tak&e wymieni$ wszystkich korzy#ci, wynikaj"cych z posiadania dok%adnego 

modelu geoidy w ró&norodnych pracach naukowych zarówno krajowych, jak i mi!dzy-

narodowych. 

W ostatnich latach trwa%y w Instytucie Geodezji i Kartografii intensywne prace nad 

stworzeniem w Polsce modelu geoidy, daj"cego w praktyce dok%adno#ci centymetrowe. 

Zespó% geodetów-naukowców z ca%ej Polski pracowa% pod kierunkiem profesora Jana 

Kry skiego nad wieloma problemami, których rozwi"zanie mia%o doprowadzi$ do uzy-

skania ko cowego produktu – modelu geoidy o dok%adno#ci wi!kszej od 1 cm. 

Przeprowadzono kompleksowe, o szerokim zakresie zagadnie  prace, w#ród których 

nale&y wyró&ni$: 

– analiz! jako#ci materia%u obserwacyjnego, u&ytego do konstrukcji modelu, 
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– zbudowanie kilku modeli geoidy Polski, opartych na materia%ach archiwalnych, 

– zastosowanie ró&nych algorytmów obliczeniowych, 

– przeprowadzenie kampanii pomiarowej GPS na trawersie niwelacyjnym o d%ugo#ci 

ok. 800 km z analiz" uzyskanych wyników. 

Uogólniaj"c prace podsumowuj"ce, mo&na stwierdzi$, &e uzyskany model geoidy Pol-

ski „Geoida 2005” pozwala na uzyskanie undulacji geoidy z dok%adno#ci" 1–2 cm. 

Geoid! t! mo&na nazwa$ niwelacyjn", poniewa& uzyskane dok%adno#ci odnosz" si! do 

relacji wzgl!dem sieci niwelacji precyzyjnej. Autor niniejszej pracy w celu „poprawie-

nia” konkretnych rezultatów, jakimi s" wysoko#ci normalne, podj"% prób! wykorzysta-

nia materia%u obserwacyjnego, dotycz"cego wysoko#ci punktów sieci niwelacji precy-

zyjnej. 

 

 
 

Rys. 1. Model geoidy obszaru Polski  

Fig.1. Geoid model on Poland 

ZA"O#ENIA KONSTRUKCYJNE 

Sie$ punktów niwelacji precyzyjnej charakteryzuje si! wysok" dok%adno#ci" ich wy-

soko#ci normalnych oraz stosunkowo du&" liczb" punktów, gwarantuj"c" „dobre” po-

krycie terenu. Jest ona jednak niezale&na od innych uk%adów – mo&na j" nazwa$ sieci" 

jednowymiarow". Ze wzgl!du na niedok%adnie okre#lone (przybli&one) wspó%rz!dne 

geodezyjne, a w szczególno#ci brak wysoko#ci elipsoidalnych, nie mog%a pos%u&y$ do 

budowania modelu geoidy niwelacyjnej. 
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Konstruuj"c model quasi-geoidy, nale&y wykorzysta$ wszystkie dost!pne informa-

cje – nie tylko te, które w sposób bezpo#redni pozwalaj" budowa$ model. Ogromnym 

zbiorem danych s" wysoko#ci normalne reperów niwelacji precyzyjnej. Ich zaletami s": 

wysoka dok%adno#$ oraz jednorodno#$ dok%adno#ci sieci. 

Zak%adaj"c, &e: 

– punkty sieci POLREF, pokrywaj"ce w miar! równomiernie obszar kraju, posiadaj" 
wystarczaj"co dok%adnie (w granicach ±1,5 cm) okre#lone wysoko#ci elipsoidalne; 

– punkty sieci POLREF maj" dok%adnie okre#lone wysoko#ci normalne, podobnie jak 

wysoko#ci elipsoidalne (±1,5 cm); 

– punkty sieci wysoko#ciowej (repery) niwelacji precyzyjnej posiadaj" wysoko#ci 

normalne, okre#lone z dok%adno#ci" przewy&szaj"c" dok%adno#$ okre#lenia wysoko-

#ci normalnych punktów sieci POLREF; 

– przebieg powierzchni geoidy w badanych obszarach jest na tyle „g%adki”, &e pozwala 

na dok%adn" (milimetrow") matematyczn" transformacj! wysoko#ci normalnych do 

wysoko#ci elipsoidalnych; 

mo&na przyst"pi$ do poprawiania istniej"cego modelu geoidy niwelacyjnej (model 

2002). 

Wy&ej wymienione za%o&enia, postawione przed przeprowadzanymi obliczeniami, 

doprowadziaj" do mylnych wniosków:  

– W"tpliwo#ci mo&e budzi$ ocena dok%adno#ci wyznaczenia wysoko#ci elipsoidal-

nych punktów sieci POLREF. Nie mo&na bezkrytycznie zak%ada$ bezb%!dno#ci wy-

soko#ci elipsoidalnych punktów nawi"zania, jak równie& obliczenia wysoko#ci elip-

soidalnych w wyrównaniu sieci POLREF. Wiadomo, &e okre#lenie wysoko#ci jest 

s%ab" stron" technologii GPS. Dok%adno#$ ta zale&y od wielu czynników oddzia%y-

waj"cych na system, np. aktywno#ci S%o ca czy pory roku, w której wykonano po-

miary. O ile zadowalaj"ce geodetów s" dok%adno#ci wyznaczenia wspó%rz!dnych 

poziomych B i L, o tyle dok%adno#ci wyznaczenia wysoko#ci elipsoidalnych s" nie-

zadowalaj"ce. 

– Niwelacja precyzyjna daje dok%adno#ci wzgl!dne przewy&szaj"ce wielokrotnie do-

k%adno#ci wyznacze  satelitarnych GPS. Punkty POLREF posiadaj" równie& wyso-

ko#ci normalne, okre#lone poprzez niwelacj!. 
– Przyj!cie wysoko#ci normalnych punktów POLREF za bezb%!dne mo&e równie& 

doprowadzi$ do mylnych wniosków. 

METODYKA OBLICZE$ 

Dane liczbowe, czyli wysoko#ci reperów niwelacji precyzyjnej I i II klasy poddano 

wst!pnej weryfikacji, polegaj"cej na wyborze reperów podlegaj"cych wyrównaniu  

w latach 50. (tzw. Kronsztad’60) i 80. (tzw. Kronsztad’86). Sprawdzono podobie stwo 

sieci „Kronsztad 60” z sieci" „Kronsztad 86”. Punkty odstaj"ce wy%"czono z dalszego 

opracowania. Liczbowo punkty te stanowi%y ok. 2% wszystkich reperów, przy za%o&onej 

dok%adno#ci wpasowania ±3 mm. 

Nast!pnym krokiem by% wybór punktów POLREF jako punktów %"cznych obejmu-

j"cych i le&"cych w obszarze transformacji. Ze wzgl!du na wielko#$ obszaru poddanego 

eksperymentowi przyj!to w obliczeniach transformacj! wysoko#ci normalnych do elip-

soidalnych wielomianem stopnia drugiego. W ten sposób uzyskano wysoko#ci elipso-

idalne wszystkich z danego obszaru reperów niwelacji precyzyjnej. W rozwa&anym 
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przypadku uzyskano wpasowanie 2 stopnia wysoko#ci normalnych punktów POLREF 

w wysoko#ci elipsoidalne z dok%adno#ci" mniejsz" ni& 1 cm. 

Nast!pnie wygenerowano dane, niezb!dne do poprawienia danego modelu geoidy. 

Wyznaczono odst!py N w dost!pnym modelu geoidy (Kadaj – 2001 – ETRF89, zwa-

nym dalej „geoida 2002”) w w!z%ach siatki co 30 . Dla wygody oblicze  przyj!to wir-

tualne wysoko#ci normalne w w!z%ach siatki równe 100.00 m – N. 

Przyjmuj"c za%o&enie, &e punkty POLREF posiadaj" „pewne” z dok%adno#ci" !1,5 cm 

wysoko#ci elipsoidalne, wykonano transformacj! 2 stopnia od wysoko#ci normalnych 

reperów wraz ze wszystkimi wirtualnymi wysoko#ciami punktów-w!z%ów siatki modelu 

geoidy danego obszaru do wysoko#ci elipsoidalnych. Po wpasowaniu dokonano tzw. 

„korekty Hausbrandta”, zak%adaj"c, &e wysoko#ci elipsoidalne punktów POLREF nie 

mog" ulec zmianie. 

Dla kontroli oblicze  wykonano odwrotn" procedur! obliczeniow", tym razem za-

k%adaj"c, &e w korekcie Hausbrandta nie ulegn" zmianie wysoko#ci normalne reperów. 

Obliczenia te mo&na przedstawi$ za pomoc" schematów (rys. 2, 3, 4). 

 

 

Zbiór wysoko ci normal-
nych reperów niwelacji 

precyzyjnej Kronsztad 86 

Zbiór wysoko ci normal-
nych reperów niwelacji 

precyzyjnej Kronsztad 60 
Wyszukanie 

 punktów  

!"cznych 

Transformacja 
biliniowa  

Kr86 do Kr60 
i odwrotnie 

Produkt: 
wysoko ci  
reperów  

w obu  

systemach 

 

 

 
Rys. 2. Schemat transformacji mi!dzy uk%adami wysoko#ciowymi 

Fig. 2. Scheme of transformation between high normal systems 

 

 

 

 

 

 

 

Acta Sci. Pol.



Geoida milimetrowa… 51

Zbiór wysoko ci 
normalnych punktów 

POLREF 

 z danego obszaru 
oraz reperów niwe-

lacji precyzyjnej 

Zbiór wysoko ci elipso-
idalnych punktów  

POLREF 

z danego obszaru  

Transformacja 
wielomianem  

2 stopnia 

Produkt: 
wysoko ci 

elipsoidalne  
reperów  

Rys. 3. Schemat transformacji mi!dzy wysoko#ciami normalnymi a elipsoidalnymi 

Fig.3. Scheme transformation between normal and ellipsoidal height 

 

Zbiór wysoko ci 

normalnych punk-

tów POLREF 
 z danego obszaru 

oraz wysoko ci 

wirtualnych  
w w#z!ach siatki 

d l d

Zbiór wysoko ci elipso-
idalnych punktów POLREF 

 z danego obszaru  

Transformacja 

wielomianem 
2 stopnia 

Produkt: 
wysoko ci 
elipsoidalne  

reperów  

i w#z!ów siatki 
modelu geoidy 

Ró$nice wysoko ci w#z!ów siatki od 100 m  

s" poprawkami do modelu w badanym obszarze 

Rys. 4. Schemat obliczenia poprawek do modelu geoidy 

Fig. 4. Scheme calculation correction for the geoid model 
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WERYFIKACJA ZA"O#E$ TEORETYCZNYCH 

Zweryfikowanie s%uszno#ci przyj!tych za%o&e  i przyj!tych algorytmów obliczenio-

wych najlepiej oprze$ o konkretne pomiary w terenie i wyniki oblicze . W niniejszej 

pracy analizie poddano dost!pny materia% archiwalny (wysoko#ci i wspó%rz!dne repe-

rów) z terenu powiatu Olsztyn oraz wyniki prowadzonych w tych rejonach pomiarów 

GPS. 

W celu wykonania analizy odst!pów geoidy od elipsoidy GRS’80 dla modelu 2002 

pos%u&ono si! zbiorem punktów, tworz"cych siatk! o rozdzielczo#ci dB = dL = 30”. 

Zasi!g siatki obejmuje obszar miasta Olsztyna – czyli obszar o wymiarach ok. 10 x 10 km. 

Granic! zachodni" i wschodni" wyznaczaj" odpowiednio po%udniki L = 20û22’00” oraz  

L = 20û34’00”, granic! po%udniow" wyznacza równole&nik B = 53û43’00”, pó%nocn" 
równole&nik B = 53û48’00”. Liczba punktów w tak przyj!tym obszarze wynios%a 275. 

Okre#lono wspó%rz!dne elipsoidalne B i L w!z%ów siatki, na podstawie których zosta%y 

obliczone odst!py quasi-geoidy od elipsoidy GRS’80 dla modelu „Geoidy niwelacyjnej 

2002”. Odst!py quasi-geoidy od elipsoidy obliczono, korzystaj"c z programu geo-
ida.exe nale&"cego do pakietu Geonet Unitrans. 

Punktów %"cznych niezb!dnych do przeprowadzenia transformacji od wysoko#ci 

normalnych do elipsoidalnych znaleziono wokó% Olsztyna a& 12 – by%y to punkty 

POLREF oraz punkty I klasy. Przeprowadzono transformacj! 2 stopnia wysoko#ci nor-

malnych do elipsoidalnych. Otrzymano nast!puj"ce odchy%ki na punktach %"cznych: 

• POLREF 4601   Butryny      0.0044 m    

• POLREF 4602   Dur"g        -0.0017 m 

• POLREF 4603   Rozdro&e   -0.0022 m    

• POLREF 4703   Ra sk          0.0012 m 

• POLREF 5604   'aniewo      0.0035 m    

• POLREF 5605   Lek%awki    -0.0020 m  

•  EUREF 0302    Lamkówko -0.0019 m 

• Punkt I klasy 13  Redykajny                 -0.0036 m  

• Punkt I klasy 15  Olsztyn – ko#ció% SJ  -0.0031 m  

• Punkt I klasy 16  Klebark Ma%y             -0.0077 m  

• Punkt I klasy 17  Unieszewo                  -0.0004 m  

• Punkt I klasy 18  Bia%e B%ota                  0.0059 m  

• Punkt I klasy 19  Tomaszkowo               0.0074 m  

 

(redniokwadratowa odchy%ka:  

dHs = 0.0041, 

ilo#$ elementów nadwymiarowych lu = 6, 

b%"d #redni jednostkowy           mo = 0.0056. 

Rozmieszczenie punktów %"cznych do transformacji przedstawiono na rys. 5. S" to 

punkty: klasy zerowej nr 0302 w Lamkówku oraz wszystkie punkty POLREF, znajdu-

j"ce si! w okolicach powiatu olszty skiego (6). Przyj!to tak&e punkty I klasy, po%o&one 

wokó% miasta Olsztyna (5). 
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Rys. 5. Szkic rozmieszczenia punktów %"cznych w transformacji wysoko#ci normalnych  

do wysoko#ci elipsoidalnych 

Fig. 5. Sketch of common points from transformation normal heights to ellipsoidal heights 

 

Na rys. 6 pokazano równie& linie niwelacyjne I i II klasy, zbiegaj"ce si! w Olsztynie 

oraz wszystkie repery, po%o&one w granicach administracyjnych miasta Olsztyna  

(ok. 600). Widoczna jest tak&e regularna sie$ punktów testowych, s%u&"cych poprawie-

niu dost!pnego modelu geoidy. 

Czynno#ci", któr" wykonano w celu sprawdzenia poprawno#ci zapisu wysoko#ci 

normalnych reperów, by%o wykonanie transformacji od uk%adu Kronsztad 60 do uk%adu 

wysoko#ci Kronsztad 86. Znaleziono ponad 60 reperów, posiadaj"cych wysoko#ci okre-

#lone w obu uk%adach. Pos%u&y%y one do przeprowadzenia transformacji biliniowej mi!-

dzy tymi uk%adami. 

Repery niwelacji precyzyjnej I i II klasy, u&yte w procesie transformacji od uk%adu 

Kronsztad 86 do uk%adu Kronsztad 60, zaznaczono na poni&szym rysunku kolorem 

czerwonym. 
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Rys. 6. Repery niwelacji precyzyjnej wokó% Olsztyna i wszystkie repery w Olsztynie 

Fig. 6. Bench-marks of technical and precise leveling around city Olsztyn)  

 
Pos%uguj"c si! schematem oblicze , przedstawionym na rys. 4, obliczono poprawki 

do odst!pów N dla w!z%ów siatki testowej, pokazanej na rys. 5. Wyniki przedstawiono 

na rys. 7. 

 

Rys. 7. Poprawki na  punktach sieci testowej do modelu geoidy 2002 w obszarze miasta Olsztyna 

Rys. 7. Corrections of the test point of the geoid model from city Olsztyn 
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WNIOSKI

Na podstawie przeprowadzonych analiz mo&na sformu%owa$ nast!puj"ce wnioski: 

– transformacja liniowa i biliniowa jest odpowiednia tylko dla ma%ych obszarów. Dla 

terenów o wi!kszej powierzchni nale&y stosowa$ transformacj! kwadratow". Pro-

blem zasi!gu transformacji wysoko#ci 2 stopnia wymaga g%!bszej analizy; 

– przy stosowaniu ka&dego z modeli geoidy wymagane jest korzystanie z dok%adnie 

wyznaczonych wysoko#ci elipsoidalnych; 

– poprawianie modelu geoidy na niewielkich obszarach jest mo&liwe, ale konieczne 

jest wykonanie kampanii pomiarowych GPS, kontroluj"cych uzyskane wyniki. 
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SUB-CENTIMETER GEOID OF OLSZTYN AND ADJACENT AREAS 

Summary. Currently available model of the geoid on Poland’s territory enable to com-

pute normal heights on the basic of accurate ellipsoidal heights, with an average accuracy 

of the ± 2 cm. Only some chosen parts of Poland have been verified to now.  

In this paper, a method of correcting of the model for a small region (about city Olsztyn) 

to sub-centimeter accuracy is given. Additional – but important product – effect of the 

method are accurate ellipsoidal heights of all the bench–marks located at the region of in-

terest. However the corrected model of geoid is virtual, but it given correct results for the 

precise leveling network points. The limit of the methods is small size of the region where 

the model is suitable – in the exemple it is area of about 30 x 40 km. 
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