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ZNACZENIE DANYCH GRAWIMETRYCZNYCH, 
NUMERYCZNEGO MODELU TERENU ORAZ 
GLOBALNEGO MODELU GEOPOTENCJA�U EGM96  
W ZAGADNIENIU INTERPOLACJI WYSOKO�CI  
QUASI-GEOIDY NA PRZYK�ADZIE DOLNEGO �L�SKA 

Marek Trojanowicz 
Uniwersytet Przyrodniczy we Wroc�awiu 

Streszczenie. Punkty o znanych wysoko�ciach normalnych oraz elipsoidalnych (uzyska-
nych technikami satelitarnymi) pozwalaj� na budow
 tzw. satelitarno-niwelacyjnych mo-
deli quasigeoidy. Dok�adno�� takich modeli jest uzale�niona od lokalnych zmian anomalii 
wysoko�ci pomi
dzy punktami znanymi. W pracy przedstawiono oszacowania b�
dów 
spowodowanych nieuwzgl
dnieniem w budowie takich prostych modeli dodatkowych 
danych w postaci anomalii grawimetrycznych, informacji o rze�bie terenu oraz globalne-
go modelu geopotencja�u. Obliczenia odniesione do obszaru Dolnego �l�ska dotycz� te-
renów górskich (Sudety), podgórskich i nizinnych. W analizach przyj
to odleg�o�� po-
mi
dzy znanymi punktami wynosz�c� 30 km (przybli�ona, �rednia odleg�o�� pomi
dzy 
punktami sieci POLREF). Przeprowadzone prace wskazuj� na istotne znaczenie analizo-
wanych sk�adowych dla wyznaczanych anomalii wysoko�ci tak�e dla terenów nizinnych. 

S�owa kluczowe: interpolacja wysoko�ci quasi-geoidy 

WST�P 

Wykorzystanie technik satelitarnych do wyznaczania wysoko�ci punktów w obo-
wi�zuj�cym w danym kraju systemie wysoko�ci stwarza konieczno�� budowy dok�ad-
nych modeli geoidy lub quasi-geoidy. Jest wiele metod wyznaczania tych powierzchni. 
Ich ogólny opis znale�� mo�na w opracowaniach [Heiskanen, Moritz 1967], [Sansò, 
Rummel (Eds.) 1997], [Torge 2001] oraz [Hofmann-Wellenhof, Moritz 2005]. Ogólnie 
metody te podzieli� mo�na na dwie grupy [Tscherning 2001]: metody oparte na rozwi�-
zaniu Stokesa oraz aproksymacje oparte na metodzie najmniejszych kwadratów (naj-
bardziej popularn� w tej grupie jest kolokacja metod� najmniejszych kwadratów). Nie-
zale�nie od zastosowanej metody, podstaw� dok�adnych lokalnych wyznacze� geoidy  
i quasi-geoidy s� powierzchniowe dane grawimetryczne. 
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Wyznaczaj�c wysoko�ci elipsoidalne h na podstawie pomiarów satelitarnych dla 
punktów o znanych wysoko�ciach ortometrycznych oH  lub normalnych nH ,  mo�na 
okre�li� tzw. satelitarno-niwelacyjne wysoko�ci geoidy � �� � oN h H  lub quasi-geoidy 
� �� � � nh H . Porównanie tych wysoko�ci z wysoko�ciami geoidy i quasi-geoidy wy-
znaczonymi na podstawie danych grawimetrycznych wskazuje na pewn� systematyczn� 
ró�nic
 polegaj�c� na przesuni
ciu i pochyleniu wzgl
dem siebie powierzchni wyzna-
czonych za pomoc� obu podej��. Wykorzystanie praktyczne grawimetrycznych wyso-
ko�ci geoidy lub quasi-geoidy do wykonywania niwelacji satelitarnej wymaga wi
c 
dodatkowo ich dostosowania do danych satelitarno-niwelacyjnych. Na dane satelitarno- 
-niwelacyjne patrze� wi
c mo�na jako na dane uzupe�niaj�ce grawimetryczne wyzna-
czenia geoidy i quasi-geoidy. Z drugiej strony, coraz wi
ksze zag
szczenie punktów  
o znanych, satelitarno-niwelacyjnych wysoko�ciach geoidy lub quasi-geoidy mo�e 
pozwoli� na potraktowanie tych danych jako podstawy do wyznaczenia modelu geoidy  
i quasi-geoidy, z pomini
ciem �mudnych oblicze� wykorzystuj�cych dane grawime-
tryczne (takim modelem quasi-geoidy dla obszaru polski jest opracowany w 2001 r. 
model QGEOID'PL01). Korzystaj�c z tak zbudowanych modeli, nale�y przede wszyst-
kim oszacowa� wielko�ci b�
dów wynikaj�cych z nieuwzgl
dnienia nieregularno�ci  
w przebiegu geoidy i quasi-geoidy pomi
dzy punktami znanymi. Dok�adn� analiz
 
dotycz�c� tego zagadnienia od strony wymaga� ilo�ciowych i jako�ciowych danych 
wykorzystywanych do grawimetrycznego wyznaczenia geoidy znale�� mo�na w publi-
kacji 	yszkowicza [1991]. Praca niniejsza jest prób� oszacowania wielko�ci tych b�
-
dów dla konkretnego obszaru. Obliczenia przeprowadzono z wykorzystaniem techniki 
usuni
cia i odtworzenia zarówno mas topograficznych, jak i globalnego modelu geopo-
tencja�u. St�d, oszacowane b�
dy zosta�y rozdzielone na odpowiednie sk�adowe wynika-
j�ce z zastosowanej techniki obliczeniowej. 

W tym miejscu warto zaznaczy�, i� wspomniany wy�ej model quasi-geoidy 
QGEOID'PL01 jest jednym z kilku modeli opracowanych dla obszaru Polski. Prace nad 
budow� regionalnego modelu geoidy dla Polski rozpocz
to jeszcze w latach pi
�dzie-
si�tych dwudziestego wieku. Zaowocowa�y one pierwszym modelem geoidy opracowa-
nym na podstawie astronomiczno-geodezyjnych odchyle� pionu oraz anomalii grawi-
metrycznych w 1961 r. [Bokun 1961]. Pierwszy model quasi-geoidy grawimetrycznej,  
o nazwie GEOID92 i dok�adno�ci ok. 10 cm, dla obszaru Polski zosta� opracowany  
w CBK w 1992 r. [	yszkowicz 1993]. Do budowy tego modelu wykorzystano kombi-
nacj
 kolokacji z metod� ca�kow�. Kolejny model opracowany na bazie danych grawi-
metrycznych o wi
kszej rozdzielczo�ci (1 1' '� ) charakteryzowa� si
 dok�adno�ci� ok. 
2.8 cm [Kry�ski 2007]. Model ten o nazwie quasi97b zosta� opracowany z wykorzysta-
niem techniki FFT [	yszkowicz 1998]. Model quasi97b by� podstaw� zaleconego  
w 2001 roku do stosowania w praktyce geodezyjnej, przez G�ównego Geodet
 Kraju, 
modelu quasi-geoidy o nazwie „geoida niwelacyjna 2001” [Pa�usz 2001]. W ostatnich 
latach podj
to dzia�ania nad wyznaczeniem nowego modelu quasi-geoidy dla obszaru 
Polski. Przeprowadzone przez zespó� naukowców pod kierunkiem profesora Kry�skiego  
z Instytutu Geodezji i Kartografii w Warszawie prace pozwoli�y przede wszystkim na 
ocen
 ca�ego zbioru danych niezb
dnych do wyznaczenia modelu quasi-geoidy oraz 
stworzy�y mo�liwo�� lepszej weryfikacji budowanych modeli (oszacowana w ramach 
tych prac dok�adno�� modelu quasi-geoidy „geoida niwelacyjna 2001” wynosi 1.8 cm 
[Kry�ski 2007]. Opracowano tak�e kilka nowych modeli quasi-geoidy wyznaczonych 
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za pomoc� ró�nych, tak�e nowych rozwi�za� [Kry�ski 2007]. �aden z nowych modeli 
nie zosta� jeszcze wprowadzony do praktycznego stosowania.  

TECHNIKA OBLICZENIOWA 

Punktem wyj�cia przeprowadzanych analiz jest rozk�ad wysoko�ci quasi-geoidy na 
trzy sk�adowe: 

�� � � 	 � 	 �GM t g     (1) 

gdzie: �GM  oznacza sk�adow� wyznaczon� na podstawie globalnego modelu potencja�u, 
�t  – to sk�adowa wynikaj�ca z wp�ywu mas topograficznych oraz �� g  – to sk�adowa 
wyznaczana na podstawie danych grawimetrycznych. 

 
Rozk�ad ten jest w zasadzie klasyczn� postaci� techniki remove-restore [np. Torge 

2001, s. 286] zastosowanej do wyznaczenia wysoko�ci quasi-geoidy. Warto zaznaczy�, 
�e w tej technice sk�adowa �� g  mo�e by� wyznaczona na podstawie ró�nych rozwi�za� 
zagadnienia Mo�ode�skiego. W pracy niniejszej pos�u�ono si
 rozwi�zaniem znanym 
jako „analytical continuation” [Hofmann-Wellenhof, Moritz 2005, s. 303]. Sposób 
realizacji oblicze� zapiszemy nast
puj�co: 

 Anomalie wolnopowietrzne �g  odniesione do powierzchni terenu s� redukowane 

ze wzgl
du na sk�adow� globalnego modelu potencja�u � GMg  oraz masy topogra-
ficzne � tg  zalegaj�ce ponad geoid� (redukcja topograficzna): 

� � � �� ��c
GM tg g g g              (2) 

Sk�adow� globalnego modelu geopotencja�u wyznaczymy na podstawie równania 
[np. Torge 2001, s. 272]: 

� � � � � �2
2 0

1
�

� �

� 
� � � � � 	 � � �� �� �
� �

n
n

nmnm nmGM
n m

GM ag n C cos m S sin m P cos
rr

         (3) 

gdzie: � �r , ,  s� wspó�rz
dnymi sferycznymi punktu, w którym anomali
 wyznaczamy 
(r – odleg�o�� od �rodka sfery, �  – odleg�o�� biegunowa, �  – d�ugo�� geograficzna), 
GM  jest geocentryczn� sta�� grawitacyjn�, a  – d�u�sz� pó�osi� elipsoidy, nmP  jest 
znormalizowan� stowarzyszon� funkcj� Legendre’a o stopniu n i rz
du m oraz 

nm nmC , S� �  to ró�nice znormalizowanych wspó�czynników harmonicznych sferycz-
nych pola rzeczywistego i normalnego. 

 
W obliczeniach przyk�adowych zrealizowanych w niniejszej pracy wykorzystano 

model EGM96 do stopnia i rz
du 360� �max maxn m . 
Redukcj
 topograficzn� � tg  okre�li� mo�na, wychodz�c z potencja�u mas topogra-

ficznych topV  zapisanego w postaci [np. Hofmann-Wellenhof, Moritz 2005, s. 6]: 



M. Trojanowicz 

Acta Sci. Pol.
 

18 

� ���top
top

dmV G
l

             (4) 

gdzie: G jest sta�� grawitacji, l – odleg�o�ci� pomi
dzy elementem masy dm a punktem 
przyci�ganym. 

 
Wprowadzaj�c prostok�tny uk�ad wspó�rz
dnych z osiami X, Y le��cymi w p�asz-

czy�nie horyzontu oraz osi� Z skierowan� ku zenitowi, równanie (4) zapiszemy  
w postaci: 

� �
22 2

1 1 1

�
� � � �

yx z

top p p p
x y z

V x , y ,z G dxdydz
l

           (5) 

gdzie: � � dm
dxdydz

 jest g
sto�ci� mas topograficznych, wspó�rz
dne 222111 ,,,,, zyxzyx  

definiuj� obszar ca�kowania oraz � � � � � �2 2 2 2 2 2� � 	 � 	 � � � 	� 	�p p pl x x y y z z x y z . 
Wykorzystuj�c do oblicze� numeryczny model terenu (NMT) w postaci prostopa-

d�o�ciennych bloków oraz przyjmuj�c sta�� g
sto�� mas topograficznych, równanie (5) 
zapiszemy w postaci: 

� � � � � �

22 2

1 1 1
2 2 21

1
�

� 

� �� �� � � �� �� 	 � 	 �� �

ii i

i i i

yz xn
top i i i

i z y x
i P i P i P

V G dx dy dz
x x y y z z

    (6) 

 
gdzie: n jest liczb� bloków NMT, a wspó�rz
dne 1 1 1 2 2 2i i i i i ix , y ,z ,x , y ,z  definiuj� blok i. 

 
Praktyczna realizacja oblicze� wymaga rozwi�zania ca�ki (6). Rozwi�zanie to jest 

dobrze znane i zapiszemy je jako [Nagy, Papp, Benedyk 2000, s. 553]: 

2 2 2

1 1 1

222

1 1 1

2 2 2

1

1 1 1
2 2 2

� � � � 	 	� � � 	 	� � � 	� � �

� �� � � � � �� � � �� � � � � �� �� � � �� � �� � � �� �

i i i

i i i

iii

i i i

z y x

z y x

zyx

x y z

dxdydz x y ln | z l | y z ln | x l | x z ln | y l |
l

y z x z x yx arctan y arctan z arctan
xl yl zl

 (7) 

W powy�szym równaniu przyj
to oznaczenia � �22� � �i Px x x , � �22� � �i Py y y , 

� �22� � �i Pz z z  oraz 2 2 2� � 	 � 	 �l x y z . 
 
Ró�niczkuj�c równania (6) i (7) wzgl
dem zmiennej pz , otrzymamy odpowiednie 

wyra�enia s�u��ce obliczeniu redukcji � tg . Zapiszemy wi
c: 
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22 2

1 1 1
3

1�

�� 
� � �� � � �� �
� �

ii i

i i i

yz xn
t i i i

i z y x

zg G dx dy dz
l

          (8) 

Przy czym [Nagy, Papp, Benedyk 2000, s. 554]: 
22 2 2 22

1 1 11 1 1

3

� � �
� � � 	 	� � 	 ��� � �

�

ii i i ii

i i ii i i

zz y x yx

x yz y x z

z x ydxdydz x ln | y l | y ln | x l | z arctan )
zll

 (9) 


 Po usuni
ciu mas topograficznych zmianie uleg�o po�o�enie telluroidy, na której 
zgodnie z definicj� potencja� normalny musi by� równy potencja�owi rzeczywiste-
mu w punkcie na powierzchni Ziemi. Do anomalii � cg  wprowadzamy wi
c po-
prawk
 ze wzgl
du na efekt odwrotny usuni
cia [Hofmann-Wellenhof, Moritz 
2005, s. 318] 

1 ��
� � � �

� �
c

c topg g V
h

           (10) 


 Anomalie � cg  s� redukowane na geoid
 [Hofmann-Wellenhof, Moritz 2005,  
s. 303] 

��
� � � �

�
c*

c c
gg g H
h

    (11) 

przy czym gradient pionowy anomalii � cg  dany jest równaniem [Torge 2001, s. 291]: 

2

32 �

� � ���
� ���

�  
c c pc

o

g gg R d
h l

   (12) 

gdzie: R jest promieniem Ziemi, �  oznacza sfer
 jednostkow�, p jest punktem, w któ-

rym ��
�

cg
h

 obliczamy oraz 2
2
!

�ol R sin , !  to odleg�o�� sferyczna pomi
dzy punk-

tem p i elementem powierzchni �d , H jest wysoko�ci� punktu ponad powierzchni
 
odniesienia. 

 
J�dro ca�ki (12) bardzo szybko maleje wraz z rosn�c� odleg�o�ci� sferyczn� ! . Bior�c 
dodatkowo pod uwag
, �e ca�kowane s� anomalie rezydualne � cg , mo�emy ograniczy� 
obszar ca�kowania do najbli�szego otoczenia anomalii podlegaj�cej redukcji, a otocze-
nie to przybli�y� p�aszczyzn�. Je�eli przyjmiemy zdefiniowany wy�ej prostok�tny 
uk�ad wspó�rz
dnych, to równanie (12) zapiszemy w postaci: 

22

1 1
3

1
2

� ����
� � �

�  

yx c c pc

x y o

g gg dxdy
h l

   (13) 

gdzie: � � � �2 2 2 2� � 	 � � � 	 �o p pl x x y y x y  oraz 1 1 2 2x , y ,x , y  definiuj� obszar 
ca�kowania. 

Wykorzystuj�c do oblicze� numeryczny model anomalii grawimetrycznych w po-
staci regularnej siatki kwadratów, równanie (13) przyjmie posta�: 
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� �
22

1 1
3

1

1 1
2 �

��
� � � �� � �

�  

ii

i i

yxnc
ci c p i i

i x y o

g g g dx dy
h l

          (14) 

 
gdzie: n jest liczb� oczek siatki numerycznego modelu anomalii, a wspó�rz
dne 

2211 ,,, iiii yxyx  definiuj� oczko i. 
 

Praktyczna realizacja oblicze� wymaga rozwi�zania ca�ki (14). Rozwi�zanie to zapi-
szemy w postaci: 

22
2 2

1 1 1 1

3

1
� �� �

� �

ii
i i

i i i i

yxy x
o

oy x x y

ldxdy
x yl

   (15) 


 Na podstawie anomalii � *
cg  obliczane s� wysoko�ci quasi-geoidy w punktach na 

powierzchni terenu (sk�adowa �� g ) [Torge 2001, s. 291]: 

� �
4

g
g c

R g S d H
H
�"

�
�

��
� � � ! �	��

 � �
          (16) 

gdzie: 21 1 5 3
2 2

2

! !� 
! � � !	 � !� ! 	� �! � �
S( ) sin cos cos ln sin sin

sin
 jest funkcj� Stokesa  

oraz    
"

��� �
� �

� �
g cg

H
 

Wprowadzaj�c biegunowy uk�ad wspó�rz
dnych na powierzchni sfery, w którym punkt 
wyznaczany znajduje si
 w biegunie uk�adu, natomiast anomalie grawimetryczne maj� 
wspó�rz
dne: odleg�o�� biegunow� !  oraz azymut # , równanie (16) zapiszemy  
w postaci: 

2

0 0

1
2 2

  
�"

�
��

� � � ! ! ! #	� �
 � �

g
g c

R g S( )sin d d H
H

  (17) 

Przyjmuj�c, �e anomalie grawimetryczne dane s� w postaci siatki biegunowej oraz 
zak�adaj�c sta�� ich warto�� w ka�dym oczku takiej siatki, równanie (17) zapiszemy jako: 

2 2

1 11

1
2 2

# !
�"

�
� # !

��
� � � ! ! ! # 	� � �

 � �

i i

i i

n g
g ci i i i i

i

R g S( )sin d d H
H

       (18) 

gdzie: n jest liczb� oczek siatki, 1 2 1 2# # ! !i i i i, , ,  s� wspó�rz
dnymi definiuj�cymi oczko i. 
 

Rozwi�zuj�c ca�k
 równania (18), otrzymamy praktyczny wyra�enie umo�liwiaj�ce 
realizacj
 oblicze�: 

12
�"

�
�

��
� � � �# 	�

 � �

n g
g ci i i

i

R g K H
H

   (19) 
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przy czym wyra�enie iK  jest rozwi�zaniem podanym przez Lamberta i Darlinga, przy-
toczonym tutaj za 	yszkowiczem [	yszkowicz 1991, s. 171]: 

� �
2

1

2

1

3 2 2 2

1
2

31 4 6 7
2 2 2 2 2 2

!

!

!

!

� ! ! !�

! ! ! � ! ! 
� 
� 	 � ! � � � ! 	� �� �
� �� �

i

i

i

i

iK S sin d

sin cos sin sin sin ln sin sin
     (20) 

Obliczenia prowadzone wed�ug równania (19) wymagaj� generowania siatki biegu-

nowej dla ka�dego punktu oraz obliczenia poprawki ���
�

g H
H

 b
d�cej przeniesieniem 

anomalii wysoko�ci obliczonej na powierzchni odniesienia do powierzchni terenu.  
Alternatywnym rozwi�zaniem mo�e by� zastosowanie prostok�tnego, jednakowego dla 
wszystkich punktów uk�adu wspó�rz
dnych oraz rozwi�zania zadania Stokesa dla prze-
strzeni zewn
trznej – rozwi�zanie Pizzettiego. Zastosowanie uk�adu prostok�tnego 
wi��e si
 z lokalnym przybli�eniem sfery p�aszczyzn� oraz ograniczeniem obszaru 
ca�kowania. W przypadku uprzedniego usuni
cia z warto�ci anomalii grawimetrycz-
nych sk�adowej globalnego modelu potencja�u, modyfikacji podlega równie� funkcja 
Stokesa, która w zale�no�ci od stopnia usuni
tego modelu globalnego, znacznie szyb-
ciej przyjmuje warto�ci bliskie zeru ni� funkcja oryginalna. Pozwala to na ograniczenie 
obszaru ca�kowania i zmniejszenie b�
dów zwi�zanych z przybli�eniem sfery p�aszczy-
zn�. 

Przyjmuj�c prostok�tny uk�ad wspó�rz
dnych oraz rozwi�zanie zagadnienia Stokesa 
dla przestrzeni zewn
trznej w postaci wzoru Pizzettiego [Hofmann-Wellenhof, Moritz 
2005, s. 103], równanie (16) dla przybli�enia p�askiego zapiszemy w postaci: 

� � � � � �

2 2

1 1

2 2

1 1

2 2

1 1

2 2 2

2 2 2

1
2

1
2

1
2

"

�

"

"

�
� � � �

 � � 	 � 	 �

�
� � �

 � � 	 � 	 �

�
� � �

 �

y x c
g

y x P P P

y x c

y x

y x c

y x

g dxdy
x x y y z z

g dxdy
x y z

g dxdy
l

       (21) 

gdzie: 1 2 1 2x ,x , y , y definiuj� obszar ca�kowania, x, y,z  s� wspó�rz
dnymi punktu  
o anomalii "� cg  (przy czym z =0), P P Px , y ,z  s� wspó�rz
dnymi punktu obliczanego  
(Z = H). 
 
Zak�adaj�c, �e anomalie grawimetryczne dane s� w postaci regularnej siatki prostok�t-
nej, o sta�ej warto�ci anomalii w ka�dym jej oczku, równanie (21) zapiszemy jako: 
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i i

i i

i i

i i

y xn
g ci i i

i y x P P P

y xn
ci i i

i y x

g dx dy
x x y y z z

g dx dy
l

 (22) 

gdzie: n jest liczb� oczek siatki, "� cig  jest warto�ci� anomalii grawimetrycznej w oczku i 
oraz wspó�rz
dne 1 2 1 2

i i i ix ,x , y , y  definiuj� oczko i. 
 

Rozwi�zanie ca�ki wyst
puj�cej w równaniu (22) ma posta� nast
puj�c�: 
2

2
2 2

1 1 1
1

1 � �� �� � � 	 	 � � 	 ��� � � ��� �

i
i

i i

i i i
i

y
xy x

i i
y x x

y

y xdx dy x ln y l y ln x l z arctan
l zl

 (23) 

Uproszczenie, jakiemu podlega funkcja Stokesa w przypadku zast�pienia sfery p�asz-

czyzn� � � 1 2

2

! $ $
! !

S
sin

, pozwala równie� na uproszczenie oblicze� realizowanych 

w uk�adzie biegunowym. Równanie (19) zapiszemy w tym wypadku jako: 

12
�"

�
�

��
� � � �# �! 	�

 � �

n g
g ci i i

i

R g H
H

        (19a) 


 Ostateczne wysoko�ci quasi-geoidy obliczamy poprzez przywrócenie wp�ywu 
modelu globalnego oraz mas topograficznych (1) �� � � 	 � 	 �GM t g .  

Przy czym sk�adow� t�  obliczymy na podstawie równania (6) oraz formu�y Brunsa: 

�
� top

t

V
�     (24) 

natomiast sk�adow� GM�  na podstawie zale�no�ci [Torge 2001, s. 271]: 

� � � �
2 0

�

� �

� 
� � � � 	 � � �� �� �� � �

n
n

nmnm nmGM
n m

GM a C cos m S sin m P cos
r r

 (25) 

Jak zaznaczono we wst
pie, obliczone wed�ug równania (1) anomalie wysoko�ci zwy-
kle ró�ni� si
 od satelitarno-niwelacyjnych anomalii wysoko�ci ( �SN ). Uwzgl
dniaj�c 
te ró�nice, satelitarno-niwelacyjne wysoko�ci quasi-geoidy zapiszemy w postaci: 

�� � � 	 � 	 � 	 �SN GM t g L     (26) 

gdzie: sk�adowa �L  jest resztow� warto�ci� anomalii wysoko�ci, która podlega interpo-
lacji. 
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W dalszej cz
�ci analizowany b
dzie wp�yw sk�adowych GM� , �t  i �� g  równania 
(26) na wynik interpolacji satelitarno-niwelacyjnych anomalii wysoko�ci �SN , przy 
czym analizie b
d� podlega�y profile o d�ugo�ci 30 km (przybli�ona �rednia odleg�o�� 
punktów sieci POLREF). 

Sposób wyznaczenia tych wp�ywów przedstawiono, pos�uguj�c si
 nast
puj�cym 
przyk�adem. Za�ó�my, �e dwa punkty o pomierzonych warto�ciach �SN  s� oddalone od 
siebie o odleg�o�� L. Pomi
dzy tymi punktami, w linii prostej znajduje si
 n punktów,  
w których chcemy wyznaczy� satelitarno-niwelacyjne anomalie wysoko�ci z wykorzy-
staniem równania (26). Aby zrealizowa� takie zadanie, pos�ugujemy si
 nast
puj�cym 
schematem obliczeniowym: 
� obliczamy sk�adowe �GM , �t  i �� g  wed�ug odpowiednich równa� (1)–(25) dla 

wszystkich punktów (zarówno danych, jak i nowych), 
� usuwamy wp�yw tych sk�adowych na punktach danych, obliczaj�c sk�adowe �L , 
� interpolujemy sk�adowe �L  dla n punktów nowych, 
� korzystaj�c z równania (26) obliczamy warto�ci �SN  dla n punktów nowych. 

Za�ó�my na chwil
, �e sk�adowe �GM i �� g  s� równe zero. Satelitarno-niwela-
cyjne anomalie wysoko�ci b
d� wi
c sum� sk�adowych �t  oraz �L . Ustalmy dalej, �e 
pomi
dzy punktami A i B oddalonymi od siebie o odleg�o�� L quasi-geoida satelitarno- 
-niwelacyjna oraz sk�adowe �t  i �L  maj� przebieg jak na rysunku 1. 

 

 
Rys. 1. Przyk�adowy przebieg wysoko�ci quasi-geoidy satelitarno-niwelacyjnej oraz sk�adowych 

�t  i �L  na odcinku o d�ugo�ci L 
Fig. 1. The course of satellite-leveling quasi-geoid heights and components �t  and �L  on a line 

segment L 

 
Warto�ci sk�adowej �t  wahaj� si
 w granicach od 15 do ok. 33 cm. Jednak 

wp�yw tej sk�adowej na wynik interpolacji nie b
dzie taki du�y, a zale�a� b
dzie przede 
wszystkim od odchyle� sk�adowej �t  od funkcji przyj
tej do interpolacji sk�adowej �L . 

[cm] 
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Je�eli nie mamy �adnych wskaza� co do postaci tej funkcji, to mo�na za�o�y�, �e prze-
bieg sk�adowej �L  jest dany równaniem prostej. Przy takim za�o�eniu prosta ��cz�ca 
ko�ce wykresu sk�adowej �t  b
dzie prost� odniesienia dla analizy wp�ywu tej sk�ado-
wej na wynik interpolacji. Przedstawia to rysunek 2. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Rys. 2. Sk�adowa �t  (a) oraz oznaczony jako 1� t  wp�yw tej sk�adowej na wynik interpolacji 

sk�adowej �L  (b) 

Fig. 2. The component �t  (a) and, signed as 1� t , its influence on result of interpolation of the 

component �L  (b) 

 
Ró�nice pomi
dzy warto�ciami sk�adowej �t  i odpowiedni� warto�ci� na prostej 

odniesienia oznaczone jako 1� t  stanowi� rzeczywisty wp�yw tej sk�adowej na wynik 
interpolacji. W przytoczonym przyk�adzie wp�yw ten nie przekracza –12 cm. 

W taki sam sposób okre�limy wp�yw sk�adowych �GM i �� g , który oznaczony 
zostanie jako 1� GM  i 1�� g . 

Podsumowuj�c, sposób wyznaczania warto�ci 1� t , 1� GM  i 1�� g  mo�na krótko 
opisa� w nast
puj�cych punktach: 
1. Obliczamy warto�ci sk�adowych �GM , �t  i �� g  dla wszystkich punktów analizo-

wanego profilu. 
2. Dla ka�dej sk�adowej definiujemy prost� odniesienia ��cz�c� punkty ko�cowe 

profilu. 
3. Wyznaczamy warto�ci 1� t , 1� GM  i 1�� g  jako ró�nice pomi
dzy sk�adow� obliczon� 

i „teoretyczn�” warto�ci� tej sk�adowej obliczon� na prostej odniesienia. 

OBLICZENIA TESTOWE 

Obszar oblicze� testowych obejmuje rejon Dolnego �l�ska (rys. 3). Jest to teren  
w przewa�aj�cej cz
�ci równinny. W po�udniowo-zachodniej jego cz
�ci rozpo�ciera si
 
pasmo górskie Sudetów.  

a) b) 

� t  1� t  

L L
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Obliczenia testowe wykonano w oparciu o numeryczny model terenu o rozdzielczo-
�ci 300 m dla najbli�szego (do odleg�o�ci 33 km) otoczenia punktów testowych oraz 
1000m dla stref dalszych (do 167 km). Dane te pos�u�y�y do wyznaczenia sk�adowych 
�t . Do oblicze� wykorzystano tak�e dane grawimetryczne w systemie IGSN 71,  
w postaci g
stej (ok. 3 pkt/km2) sieci punktów grawimetrycznych udost
pnionych przez 
Pa�stwowy Instytut Geologiczny dla obszaru Dolnego �l�ska, siatk
 u�rednionych 
anomalii wolnopowietrznych o rozdzielczo�ci 5 5�' ' , w systemie Poczdam dla pozosta-
�ej cz
�ci Polski oraz siatk
 u�rednionych anomalii Bouguera o rozdzielczo�ci 7 5 5�. ' '  
w systemie IGSN 71 dla obszaru Czech. U�rednione anomalie zarówno z obszaru Pol-
ski, jak i Czech s� odniesione do elipsoidy GRS 80 i dost
pne na stronie internetowej 
Bureau Gravimétrique International1. Anomalie w systemie Poczdam zosta�y przeliczo-
ne do systemu IGSN 71 wed�ug zale�no�ci 71 14� � � �IGSN Poczdamg g mGal . Na podsta-
wie takich danych grawimetrycznych wyznaczone zosta�y siatki anomalii � *

cg  b
d�ce 
podstaw� obliczenia sk�adowych �� g . Dla przybli�enia p�aszczyznowego i siatki pro-
stok�tnej wyznaczono metod� triangulacji siatk
 o boku 1 km. Dla przybli�enia sfe-
rycznego, dla ka�dego punktu przyj
to siatk
 biegunow� o parametrach2: 

 

5�# � o  oraz 

1km dla 0 
 10 km
2km dla 10 < 
 70 km



5km dla 70 < 
 210km
10km dla 210 < 
 220km

% %&
' %'� � ( %'
' %)

 

�rednie warto�ci anomalii w ka�dym oczku wygenerowanej siatki biegunowej wy-
znaczono na podstawie dodatkowych dwóch siatek pomocniczych o rozdzielczo�ciach 
500 m dla stref do 10 km oraz 2000 m dla stref dalszych. Siatki pomocnicze zosta�y 
wyznaczone metod� triangulacji. Warto�� anomalii w ka�dym oczku siatki biegunowej 
by�a �redni� z warto�ci anomalii w w
z�ach siatek pomocniczych le��cych wewn�trz 
oczka siatki biegunowej. 

Obliczenia sk�adowych �t  zrealizowano, wykorzystuj�c lokalny, prostok�tny uk�ad 
wspó�rz
dnych. Pocz�tek uk�adu zaczepiony jest w punkcie 50 8 17� �o oB . , L  (przy-
bli�ony �rodek obszaru opracowania). O� Z tego uk�adu pokrywa si
 z lini� pionu, osie 
X,Y le�� w p�aszczy�nie horyzontu, przy czym o� X skierowana jest w przybli�eniu na 
pó�noc, natomiast o� Y na wschód. 

Sk�adow� �� g  obliczono w trzech wariantach. Jako wariant podstawowy przyj
to 
obliczenia wed�ug równania (19), a wi
c dla uk�adu biegunowego na sferze. Dodatkowo 
dla porównania, te same obliczenia przeprowadzono, wykorzystuj�c lokalne przybli�e-
nie sfery p�aszczyzn�. Przy czym do oblicze� wykorzystano siatk
 biegunow� – równa-
nie (19a) oraz prostok�tn� – równanie (22).  

 

                                                           
1 http://bgi.cnes.fr:8110/bgi_service_a.html 
2 W ramach prac testowych dla wybranych punktów zrealizowano obliczenia, przyjmuj�c tak�e 
wi
ksz� rozdzielczo�� siatek, lecz nie mia�o to istotnego wp�ywu na rezultat ko�cowy. 
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Korzystaj�c z przedstawionych wy�ej danych, obliczono sk�adowe �GM , � t  i �� g  
dla szeregu punktów testowych. Punkty te tworz� swego rodzaju przekroje o d�ugo�ci 
30 km, które mo�na podzieli� na dwie grupy. Grup
 pierwsz� tworz� przekroje po�o�o-
ne w przybli�eniu równolegle do g�ównego pasma Sudetów, natomiast grup
 drug� – 
przekroje prostopad�e. Zarówno przekroje równoleg�e, jak i prostopad�e umieszczone s� 
w ró�nych odleg�o�ciach od g�ównego pasma Sudetów. Przekroje te zaznaczone s� na 
rysunku 3. W dalszej cz
�ci pracy wyniki oblicze� odnosz�ce si
 do przekrojów (pro-
stopad�ego i równoleg�ego) po�o�onych na terenie Sudetów (Kotlina K�odzka) i zazna-
czonych na rys. 3 kolorem czarnym b
d� oznaczone jako P1, dla przekrojów �rodko-
wych (kolor niebieski) oznaczone b
d� jako P2 oraz dla przekrojów po�o�onych najda-
lej od Sudetów (kolor czerwony) jako P3. Dla poszczególnych przekrojów wyznaczone 
zosta�y warto�ci 1� t , 1� GM  i 1�� g  oraz ich suma oznaczona jako 1� C . Wyniki tych obli-
cze� prezentuj� wykresy zamieszczone na rysunku 4. Niezale�n� kontrol
 przeprowa-
dzonych oblicze� stanowi porównanie sk�adowej 1� C  z obliczonymi na podstawie mo-
delu quasi-geoidy „geoida niwelacyjna 2001” sk�adowych 1� GUGiK . 

 

 
 
 

Rys. 3. Mapa wysoko�ciowa z zaznaczonymi przekrojami, dla których wykonano obliczenia 
testowe 

Fig. 3. The test area with marked test profiles 
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Rys. 4. Wykresy sk�adowych t1� , 1GM� , 1 g�� , 1C�  oraz 1GUGiK�  w przekrojach prostopad�ych 
(po stronie lewej) i równoleg�ych (po stronie prawej) – w centymetrach 

Fig. 4. Diagrams of the components 1t� , 2
1 4GM b ac� � , 1 g�� , 1C�  and 1GUGiK�  for perpen-

dicular profiles (left side) and parallel profiles (right side) – in centimeters 
 

Przekroje równoleg�e 
Parallel profiles 

Przekroje prostopad�e 
Perpendicular profiles 

P2 

P1 
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Warto�ci maksymalne, minimalne oraz odchylenia standardowe sk�adowej 1C�  i od-
chylenie standardowe ró�nicy 1 1C GUGiK� � �  w poszczególnych przekrojach przedstawia 
tabela 1. 

Tabela 1. Wybrane statystyki sk�adowej 1C�  

Table 1. Selected statistics of 1C�  

statystyka

Profile prostopad�e 
Perpendicular profiles 

Profile równoleg�e 
Parallel profiles 

1 2 3 1 2 3 
[cm] [cm] [cm] [cm] [cm] [cm] 

max � �1C�  7.8 4.0 0.0 0.0 4.4 0.0 

min � �1C�  –3.0 0.0 –9.5 –10.4 0.0 –3.2 

stdev � �1C� 3.7 1.7 3.3 3.6 1.6 1.1 

stdev � �1 1C GUGiK� � �  1.4 0.6 0.4 0.7 0.3 0.3 

 
Wy�ej przedstawione wyniki dotycz� wariantu, dla którego sk�adow� g��  obli-

czono wed�ug równania (19), a wi
c dla uk�adu biegunowego na sferze. Dla porównania 
obliczono t
 sk�adow� przy wykorzystaniu lokalnego przybli�enia sfery p�aszczyzn�. 
Przy czym do oblicze� wykorzystano siatk
 biegunow� – równanie (19a) i prostok�tn� 
– równanie (22). Sk�adowe te oznaczymy jako gpb��  dla siatki biegunowej oraz gpp��  
dla siatki prostok�tnej. Na podstawie tych sk�adowych obliczono ró�nice 

gpb gpb g� � ��� � � � � , a tak�e gpp gpp g� � ��� � � � �  w poszczególnych przekrojach oraz 
warto�ci 1 gpb���  dla sk�adowej gpb���  i 1 gpp���  dla sk�adowej gpp��� , których wykresy 
dla poszczególnych przekrojów zamieszczono na rysunku 5. Wybrane statystyki tych 
wielko�ci zawiera tabela 2. 

Tabela 2. Wybrane statystyki sk�adowych 1 gpb���  oraz 1 gpp���  

Table 2. Selected statistics of 1 gpb���  and 1 gpp���  

statystyka

Profile prostopad�e 
Perpendicular profiles 

Profile równoleg�e 
Parallel profiles 

1 2 3 1 2 3 
[cm] [cm] [cm] [cm] [cm] [cm] 

max � �1 gpb���  0.12 0.00 0.01 0.28 0.00 0.00 

min � �1 gpb���  –0.03 –0.06 –0.01 0.00 –0.11 –0.08 

stdev � �1 gpb��� 0.05 0.02 0.01 0.08 0.04 0.03 

max � �1 gpp���  0.84 0.01 0.08 2.30 0.00 0.11 

min � �1 gpp���  –0.34 –0.55 –0.14 0.00 –0.83 –0.34 

stdev � �1 gpp��� 0.36 0.18 0.06 0.70 0.25 0.13 
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Rys. 5. Wykresy sk�adowych 1 gpb���  oraz 1 gpp���  w przekrojach prostopad�ych (po stronie 
lewej) i równoleg�ych (po stronie prawej) – w centymetrach 

Fig. 5.  Diagrams of the components 1 gpb���  and 1 gpp���  for perpendicular profiles (left side) 
and parallel profiles (right side) – in centimeters 
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Analizuj�c powy�sze wyniki, zauwa�y� nale�y bardzo wyra�n� zgodno�� pomi
dzy 
rozwi�zaniem sferycznym i przybli�eniem p�aszczyznowym dla siatki biegunowej – 
równanie (19a). Ró�nice si
gaj�ce zaledwie pojedynczych milimetrów wskazuj� na 
mo�liwo�� stosowania przybli�enia p�aszczyznowego w omawianym zagadnieniu, bez 
istotnej zmiany wyników. Znacz�ce s� natomiast ró�nice rozwi�zania sferycznego oraz 
przybli�enia p�aszczyznowego dla siatki prostok�tnej – równanie (22). Przyczyny takich 
ró�nic mog� wynika� zarówno z zastosowania ró�nych siatek, jak i z niedok�adno�ci 
wyznaczenia gradientu pionowego anomalii wysoko�ci – równanie (16) (w równaniu 
(22) nie wykorzystywano tego gradientu). W celu weryfikacji drugiej z wymienionych 
przyczyn wykonano obliczenia sk�adowej g��  dla przybli�enia p�aszczyznowego  
i siatki prostok�tnej, z wykorzystaniem gradientu pionowego anomalii wysoko�ci. Na 
podstawie równa� (16) i (22) zapiszemy: 

� � � �

2 2

1 1

2 2

1 1

2 21

1

1 1
2

1 1
2

i i

i i

i i

i i

y xn g
g ci i i

i y x i i

y xn g
ci i i

i oy x

g dx dy H
Hx X y Y

g dx dy H
l H

�"
�

�

�"

�

� 
 ��� �� � � 	� � �� � � �� 	 �� �
� 
 ��

� � 	� � �� � � �� �

 (27) 

 
Wybrane statystyki ró�nic pomi
dzy sk�adowymi g��  obliczonymi na podstawie 

równa� (22) i (27) oznaczonych jako 22 27g� ���  dla poszczególnych profili zawiera 
tabela 3. 

Tabela 3. Wybrane statystyki ró�nic 22 27g� ���  

Table 3. Selected statistics of 22 27g� ���  

statystyka

Profile prostopad�e 
Perpendicular profiles 

Profile równoleg�e 
Parallel profiles 

1 2 3 1 2 3 
[cm] [cm] [cm] [cm] [cm] [cm] 

max � �22 27g� ���  0.21 0.07 0.06 0.37 0.09 0.03 

min � �22 27g� ���  –0.06 –0.06 –0.04 –0.01 –0.04 –0.04 

stdev � �22 27g� ��� 0.07 0.04 0.02 0.12 0.04 0.02 

 
Zaznaczy� nale�y, �e analizowany tutaj – dany wzorem (16) i wynikaj�cy z gradientu 

pionowego anomalii wysoko�ci sk�adnik cg H
"�

�
�

 – przyjmuje warto�ci znaczne. Dla 

analizowanych profili testowych wybrane statystyki tych warto�ci prezentuje  
tabela 4. 
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Tabela 4. Wybrane statystyki warto�ci sk�adowych cg H
"�

�
�

 

Table 4. Selected statistics of cg H
"�

�
�

 

statystyka

Profile prostopad�e 
Perpendicular profiles 

Profile równoleg�e 
Parallel profiles 

1 2 3 1 2 3 
[cm] [cm] [cm] [cm] [cm] [cm] 

max cg H
"� 
�

�� ��� �
 6.1 0.9 0.4 2.9 1.0 0.3 

min cg H
"� 
�

�� ��� �
 0.9 0.3 0.2 1.0 0.1 0.2 

stdev cg H
"� 
�

�� ��� �
1.6 0.2 0.1 0.5 0.3 0.03 

 
Przedstawione w tab. 3 i 4 wyniki potwierdzaj� poprawno�� przeprowadzonych 

oblicze� dla siatki prostok�tnej. Maksymalne ró�nice dla obu rozwi�za� nie przekracza-
j� 4 mm, a najwi
ksze odchylenie standardowe tych ró�nic wynosi 1.2 mm. Warto�ci 

samej poprawki cg H
"�

�
�

, szczególnie dla terenów wy�ynnych i górskich, s� znacz�ce, 

dla terenów nizinnych nie przekraczaj� 1cm. 
Wracaj�c do ró�nic anomalii wysoko�ci pomi
dzy rozwi�zaniem sferycznym 

oraz przybli�eniem p�aszczyznowym dla siatki prostok�tnej (tab. 2 i rys. 4), stwierdzi� 
nale�y, i� ich g�ówn� przyczyn� jest zastosowanie ró�nych siatek u�rednionych anoma-
lii. Wskazuje to na ogromn� wag
 przyj
tej metodyki wyznaczania u�rednionych ano-
malii. Chocia� w analizowanym podej�ciu do wyznaczania anomalii wysoko�ci korzy-
stamy z anomalii Bouguera, które charakteryzuj� si
 mniejsz� zmienno�ci� od np. ano-
malii Faye’a lub anomalii wolnopowietrznych, to jednak sposób obliczania anomalii 
u�rednionych ma istotny wp�yw na ko�cowy wynik oblicze�. 

OSZACOWANIE DOK�ADNO�CI WYZNACZONYCH SK�ADOWYCH 

W zastosowanym do oblicze� rozwi�zaniu globalny model geopotencja�u jest trak-
towany jako model odniesienia, st�d w ocenie dok�adno�ci nie oszacowano b�
dów 
sk�adowej 1GM� . 

Ocen
 dok�adno�ci sk�adowych 1t�  i g�1�  przeprowadzono zgodnie z metodyk� 
zrealizowan� w pracy [Baran, Duchnowski 2005]. Post
powanie zmierzaj�ce do okre-
�lenia wp�ywu b�
dów numerycznego modelu terenu oraz b�
dów anomalii grawime-
trycznych na wyznaczane sk�adowe polega wi
c na zak�óceniu danych s�u��cych do 
wyznaczenia odpowiedniej sk�adowej o warto�ci b�
dów i dokonaniu powtórnych obli-
cze� na podstawie zmienionych danych. Nowe warto�ci sk�adowych s� porównywane  
z wyj�ciowymi, a ró�nice s�u�� do oceny wp�ywu b�
dów danych na wyznaczane sk�a-
dowe. 
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Dok�adno�� sk�adowej t1�  zale�y w zasadzie jedynie od dok�adno�ci numerycznego 
modelu terenu przyj
tego do oblicze�. Obliczenia przeprowadzono w oparciu o dwie 
siatki NMT o rozdzielczo�ciach 300 m i 1000 m. Obydwa numeryczne modele terenu 
porównano z wysoko�ciami punktów grawimetrycznych traktowanych jako pikiety 
pomiarowe, uzyskuj�c ró�nice P NMTdh H H� �  pomi
dzy wysoko�ci� punktu grawi-
metrycznego i NMT. Na podstawie tych warto�ci okre�lono b�
dy obu modeli jako 

b�
dy RMS (
2

1

n
i

i
NMT

dh
m

n
�
�

� , gdzie n jest liczb� punktów pomiarowych). Warto�ci te 

wyznaczone dla trzech stref wysoko�ciowych zawiera tabela 5. 

Tabela 5. B�
dy numerycznych modeli terenu 
Table 5. DTM errors 

Rozdzielczo�c [m] 300 300�  1000 1000�  

Wysoko�ci terenu H NMTm  [m] NMTm  [m] 
0<H<200 5.8 9.43 

200<H<700 33.5 35.0 
700<H 86.36 93.5 

 
Wysoko�ci NMT zosta�y nast
pnie zmienione tak, aby odchylenie standardowe 

zmian odpowiada�o wyznaczonym b�
dom NMT. Zgodnie z opisan� procedur� wyzna-
czono z kolei ró�nice 1 1 1

*
t t t�� � � � �  (gdzie *

1t�  jest sk�adow� uzyskan� na podstawie 
zmienionych danych), których wa�niejsze statystyki zawiera tabela 6. 

Tabela 6. Wybrane statystyki sk�adowych 1t��  

Table 6. Selected statistics of 1t��  

statystyka

Profile prostopad�e 
Perpendicular profiles 

Profile równoleg�e 
Parallel profiles 

1 2 3 1 2 3 
[mm] [mm] [mm] [mm] [mm] [mm] 

max � �1t��  3.4 1.6 0.5 1.3 1.4 0.9 

min � �1t��  –1.4 –1.4 –0.7 –1.1 –1.6 –0.2 

RMS � �1t�� 1.9 0.8 0.3 0.6 0.7 0.5 

 
Aby oszacowa� dok�adno�� sk�adowej 1 g�� , nale�y w pierwszej kolejno�ci oszaco-

wa� dok�adno�� zredukowanych do poziomu odniesienia i u�rednionych anomalii gra-
wimetrycznych. Na t
 dok�adno�� b
d� mia�y wp�yw zarówno b�
dy pomiarowe, jak  
i wszystkie etapy redukcji i wyznaczania anomalii u�rednionych. Wyró�nimy tu wi
c: 

 b�
dy pomiaru przyspieszenia si�y ci
�ko�ci;  

 b�
dy spowodowane usuni
ciem wp�ywu mas topograficznych; 

 b�
dy wywo�ane redukcj� anomalii do poziomu odniesienia na podstawie wyzna-

czonych gradientów pionowych anomalii; 

 b�
dy spowodowane wyznaczeniem anomalii u�rednionych. 
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Dok�adno�� danych grawimetrycznych w punktach pomiarowych oszacowana zosta�a 
na 0 075.*  mGal [Kry�ski 2007]. Opisan� wy�ej technik� oceniono wp�yw niedok�ad-
no�ci numerycznego modelu terenu na redukcj
 topograficzn�, otrzymuj�c b�
dy tgm� :  

 dla punktów o wysoko�ci równej i mniejszej od 200 m  0 36tgm . mGal� � *   

 dla punktów o wysoko�ci wi
kszej od 200 m    1 44tgm . mGal� � * . 

Na podstawie tak okre�lonych b�
dów oszacowano, stosuj�c t
 sam� technik
, war-
to�ci b�
dów redukcji anomalii grawimetrycznych do poziomu morza redgm� , uzyskuj�c 
nast
puj�ce rezultaty: 

 dla punktów o wysoko�ci równej i mniejszej od 200 m  0 10redgm . mGal� � *   

 dla punktów o wysoko�ci wi
kszej od 200 m   0 79redgm . mGal� � * . 

B�
dy tgm�  oraz redgm�  wyznaczono, zak�adaj�c, �e s� one równe odpowiednim b�
-
dom RMS. 

Ostatecznie przyj
to, �e anomalie grawimetryczne w punktach pomiarowych, zre-
dukowane do poziomu morza cg"� , wyznaczono z dok�adno�ci�: 

 dla punktów o wysoko�ci równej i mniejszej od 200 m  0 38

cgm . mGal"� � *   

 dla punktów o wysoko�ci wi
kszej od 200 m 1 64

cgm . mGal"� � * . 
Porównuj�c warto�ci anomalii w punktach pomiarowych z anomaliami u�redniony-

mi w siatce 1000 1000m�  wyznaczono b��d anomalii u�rednionych na poziomie: 

 dla terenu o wysoko�ci równej i mniejszej od 200 m  0 7. mGal*   

 dla terenu o wysoko�ci wi
kszej od 200 m 2 3. mGal* . 

Powy�sze analizy odnosz� si
 do punktowych danych grawimetrycznych. Dok�ad-
no�� danych w postaci u�rednionych anomalii w siatkach rozdzielczo�ci 5 5' '�  oraz 
7 5 5. ' '�  oszacowano, korzystaj�c z danych o b�
dach RMS zawartych na stronie inter-
netowej Bureau Gravimétrique International oraz opieraj�c si
 na szacunkowych formu-
�ach zawartych w pracy [	yszkowicz 1999, s. 169]. Ostatecznie przyj
to do oblicze� 
�redni b��d tych anomalii wynosz�cy 2 3. mGal* . 

Zgodnie z opisan� wcze�niej procedur� wyznaczono ró�nice 1 1 1
*

g g g� � ��� � � � �  
(gdzie 1

*
g��  jest sk�adow� wyznaczon� na podstawie zmienionych danych), których 

wa�niejsze statystyki zawiera tabela 7. 

Tabela 7. Wybrane statystyki sk�adowych 1 g���  

Table 7. Selected statistics of 1 g���  

statystyka Profile prostopad�e 
Perpendicular profiles 

Profile równoleg�e 
Parallel profiles 

1 2 3 1 2 3 
[mm] [mm] [mm] [mm] [mm] [mm] 

max � �1 g���  15.7 1.0 0.6 4.6 1.6 0.4 

min � �1 g���  –1.8 –3.5 –0.6 –12.0 –0.3 –0.4 

RMS � �1 g��� 7.4 1.3 0.4 4.3 0.6 0.2 
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Ni�ej zestawione s� dodatkowo wybrane statystyki ró�nic *
g g g� � ��� � � � �  (gdzie 

*
g��  jest sk�adow� wyznaczon� na podstawie zmienionych danych) dla ka�dego profilu. 

Tabela 8. Wybrane statystyki sk�adowych g���  

Table 8. Selected statistics of g���  

statystyka

Profile prostopad�e 
Perpendicular profiles 

Profile równoleg�e 
Parallel profiles 

1 2 3 1 2 3 
[mm] [mm] [mm] [mm] [mm] [mm] 

max � �g���  8.2 4.2 6.9 10.2 3.1 6.9 

min � �g���  –9.4 –1.7 5.3 –6.3 1.5 4.8 

RMS � �g��� 5.9 2.7 6.2 6.6 2.1 5.8 

 
Zaprezentowane w tabelach 6 i 7 oszacowania b�
dów wyznaczonych sk�adowych 

wydaj� si
 bardzo optymistyczne. Porównuj�c jednak�e wyniki zawarte w tabelach 7  
i 8, zauwa�y� nale�y, �e bardzo ma�e warto�ci b�
dów sk�adowych g�� 1�  s� w du�ej 
mierze skutkiem znoszenia si
 b�
dów anomalii wspólnych dla punktów profilu. Szcze-
gó�ow� analiz
 tego problemu, jak i pe�n� analiz
 dok�adno�ci wyznaczanych ró�nic 
wysoko�ci geoidy grawimetrycznej znale�� mo�na w pracy 	yszkowicz [1991]. 

PODSUMOWANIE 

Zaprezentowane w niniejszej pracy wyniki przeprowadzonych analiz sk�aniaj� do 
nast
puj�cych wniosków: 

 W procesie interpolacji wysoko�ci quasi-geoidy satelitarno-niwelacyjnej, je�eli 

odleg�o�� punktów danych wynosi ok. 30 km, niezb
dne jest wykorzystanie dodat-
kowych danych zarówno grawimetrycznych, jak i o topografii terenu. Brak tych 
danych mo�e prowadzi� do znacznych niedok�adno�ci wyników interpolacji  
(w przeprowadzonych obliczeniach testowych, nawet dla terenu p�askiego wykaza-
no niedok�adno�ci si
gaj�ce 10 cm – profil P3 prostopad�y). 


 Dla analizowanych d�ugo�ci profili udowodniono zgodno�� przybli�enia sferyczne-
go oraz p�askiego przy realizacji wzoru ca�kowego Stokesa. Bior�c pod uwag
 na-
k�ad prac obliczeniowych, preferowane jest wi
c zastosowanie rozwi�zania dla 
przybli�enia p�askiego w prostok�tnym uk�adzie wspó�rz
dnych. W przypadku ob-
licze� uwzgl
dniaj�cych zaprezentowan� w pracy metodyk
 wykorzystania global-
nego modelu geopotencja�u, danych o topografii terenu oraz danych grawimetrycz-
nych, wskazane jest wprowadzenie rozwi�zania Pizzettiego, z pomini
ciem prze-
niesienia anomalii wysoko�ci z powierzchni odniesienia do poziomu terenu. 


 Chocia� wykorzystywane w niniejszej pracy anomalie grawimetryczne nie charak-
teryzuj� si
 du�� zmienno�ci�, to wyznaczone na ich podstawie sk�adowe obliczone 
z u�yciem siatki biegunowej i prostok�tnej ró�ni� si
 ma�o (poni�ej 0.5 cm) tylko 
dla profili P3 – najbardziej oddalonych od obszaru górskiego. Bli�ej obszaru gór-
skiego ró�nice te si
gaj� 1 cm, a w obszarze górskim nawet przekraczaj� 2 cm  
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(profil P1 – równoleg�y). �wiadczy to o ogromnym znaczeniu sposobu wyznacza-
nia siatki u�rednionych anomalii grawimetrycznych w procesie okre�lania wp�ywu 
danych grawimetrycznych na wynik interpolacji wysoko�ci quasi-geoidy. 


 Przedstawiona w pracy metodyka wykorzystania globalnego modelu geopotencja�u, 
danych o topografii terenu oraz danych grawimetrycznych pozwoli�a na oszacowa-
nie wp�ywu ka�dej z tych sk�adowych na wynik interpolacji. Zgodno�� uzyskanych 
rezultatów z modelem quasi-geoidy „geoida niwelacyjna 2001”, wyznaczonym in-
n� technik�, �wiadczy o poprawno�ci zrealizowanych oblicze�.  
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THE IMPORTANCE OF GRAVITY DATA, DIGITAL ELEVATION  
MODEL AND GLOBAL GEOPOTENTIAL MODEL EGM96  
IN THE QUASI-GEOID HEIGHT INTERPOLATION PROBLEM 
CASE STUDY AT LOWER SILESIA 

Abstract. Points with known normal and ellipsoidal (obtained by satellite 
techniques) heights provides so-called satellite-leveling quasi-geoid models. 
An accuracy of the model depends on local disturbances of the quasi-geoid 
course between known points. In the paper there are estimated the 
disturbances produced by omission in such simple models an additional data 
like digital elevation model, gravity data and global geopotential model. Test 
calculations are related to the are of Lower Silesia and concerns mountains, 
mountains foreland and low-lying area. The analyses was made for the 
distance of 30 km between known points (approximate, mean distance 
between POLREF network points). Results of the performed calculations 
pointed to significant values of examined components for height anomaly 
interpolation even for low-lying area. 

Key words: quasi-geoid height interpolation 
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