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rzedstawiony opracowany przez autorów sposób poszukiwania
naczono�ci pomiaru fazowego. Sposób ten jest pewn� nume-
nia optymalnego rozwi�zania w teorii estymacji warto�ci cał-
szych kwadratów (theory of integer least squares). Zaprezen
ne oraz przykłady numeryczne ilustruj�ce działanie metody. 

zowy GPS, ambiguity

ch, całkowitych warto�ci nieoznaczono�ci (ambiguity) 
acowania pomiarów fazowych GPS [Han, Rizos 19
dalszy etap opracowania jest stosunkowo prosty, zbli�
estrzennego, liniowego wci�cia wstecz. Ró�ne o�rodki
ały własne metody wyznaczenia całkowitych warto�ci 
ch 2000] została przedstawiona klasyfikacja metod wyz
i ambiguity, oparta na rozró�nieniu rodzajów inform
rocesie. W tej klasyfikacji rozró�niono trzy grupy metod
guity w obszarze danych obserwacyjnych
wcze (search techniques)  w obszarze współrz�dnych
wcze w obszarze ambiguity.

upy oparte s� na analizie kombinacji liniowych ró�n
legło�ci i pomiary fazowe na ró�nych cz�stotliwo�ciach
Metoda Funkcji Ambiguity (Ambiguity Function Meto

znego rozwi�zania-współrz�dnych punktu, przy jedno
u poszukiwa� (dzi�ki pewnej funkcji matematycz
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do takich rozwi�za�, dla których ambiguity przyjmuj� warto�ci całkowite [Remondi 
1991].  

Trzecia grupa opiera si� na teorii estymacji całkowitych warto�ci przy spełnieniu 
kryterium minimalizacji kwadratów poprawek (integer least squares) przedstawionej  
w pracy: [Teunissen 1993].  

W metodach z trzeciej grupy proces estymacji składa si� z trzech etapów: 
1. Klasyczna estymacja metod� najmniejszych kwadratów bez spełnienia warun-

ku całkowitych warto�ci dla ambiguity (float solution) 
2. Estymacja całkowitych warto�ci ambiguity 
3. Estymacja metod� najmniejszych kwadratów przy stałych warto�ciach ambiguity 

uzyskanych w drugim etapie (fixed solution). 
Obecnie najbardziej znan� i uznawan� za najlepsz� jest metoda LAMBDA (The  

Least-Squares AMBiguity Decorrelation Adjustment) [Teunissen 1993, 1998].  
W metodzie tej wykorzystywane s� przybli�one warto�ci ambiguity oraz ich macierz 

kowariancji, uzyskane z pierwszego etapu estymacji (float solution). Poszukiwania 
rozwi�zania dotycz� obszaru ograniczonego elipsoid� (hiperelipsoid�) jednakowego 
(przyj�tego) prawdopodobie�stwa (poziomu ufno�ci). W celu zwi�kszenia efektywno�ci
procesu poszukiwania rozwi�zania wykonuje si� transformacj� powoduj�c� zmian�
kształtu obszaru poszukiwa� (zmniejszenie dysproporcji mi�dzy długo�ciami osi elipso-
idy ufno�ci). Transformacja ta musi spełnia	 warunek otrzymania całkowitych warto�ci 
rozwi�zania przy całkowitych warto�ciach elementów transformowanych.  

Przedmiotem tego artykułu jest etap poszukiwania rozwi�zania ambiguity przy speł-
nieniu ogólnych zało�e� teorii estymacji całkowitych warto�ci metod� najmniejszych 
kwadratów. W odró�nieniu od metody LAMBDA, w przedstawionym ni�ej podej�ciu, 
nie przewiduje si� ograniczania obszaru poszukiwa� do elipsoidy ufno�ci ani wykony-
wania transformacji.  

PRZESTRZE� ROZWI�ZA� AMBIGUITY 

W teorii estymacji całkowitych warto�ci metod� najmniejszych kwadratów roz-
wi�zanie jest wektorem liczb całkowitych, minimalizuj�cym nast�puj�c� form� kwadra-
tow�:

Φ = (a – afloat) T Qa (a – afloat),           (1) 

gdzie: 
a    – poszukiwane rozwi�zanie całkowite, 
afloat – wektor nieoznaczono�ci w postaci liczb rzeczywistych z pierwszego wyrów-

nania,  
Qa   – macierz kowariancji nieoznaczono�ci po pierwszym wyrównaniu. 

Zbiór mo�liwych rozwi�za� mo�emy zinterpretowa	 jako w�zły n-wymiarowej sieci 
o jednostkowych oczkach. Na rys. 1 jest przedstawiony pogl�dowy wykres zbioru roz-
wi�za� nieoznaczono�ci pomiaru fazowego dla przypadku dwóch warto�ci niewiado-
mych. 
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Rys. 1. Graficzna interpretacja zbioru rozwi�za� ambiguity dla przypadku wektora dwuelemen-
towego 

Fig. 1. Graphic interpretation of solution set for case of two component vector 

Na osiach poziomych oznaczone s� warto�ci nieoznaczono�ci pomiaru fazowego,  
a na osi pionowej odpowiadaj�ce im warto�ci formy kwadratowej (1). 

NUMERYCZNA METODA POSZUKIWANIA ROZWI�ZANIA 

Proponowana metoda polega na sprawdzaniu warto�ci formy kwadratowej (1) w s�-
siednich w�złach sieci, wokół aktualnej pozycji. Nast�pnie jako aktualn� pozycj�
przyjmuje si� w�zeł, w którym warto�	 Φ jest najmniejsza i wykonywana jest nast�pna 
iteracja. 

Pozycj� wyj�ciow� okre�la si� przez zaokr�glenie nieoznaczono�ci uzyskanych  
z pierwszego etapu opracowania (float solution) do liczb całkowitych (najbli�szego 
w�zła sieci). 

Rysunek 2 ilustruje sytuacj� na pocz�tku procesu poszukiwania rozwi�zania dla 
przypadku dwuelementowego wektora nieoznaczono�ci pomiaru fazowego. 



Rys. 2. Pierwszy krok procesu
fazowego 

Fig. 2. First step of search proc

Niebieskie strzałki wska
w jednym kroku iteracyjnym
okre�li	 za pomoc� sumy wek

gdzie: 
 a0 – wektor warto�ci ambig
 aj – wektor warto�ci ambig

W przedstawionym na ry
aj s� kolumnami  macierzy: 

�
�

�
=D2dim

Dla przypadku trzyeleme
kolumny reprezentuj� wekto
posta	:

Acta Sci.

u poszukiwania całkowitych warto�ci nieoznaczono�ci pom

cess of integer value of phase’s measurement ambiguity 
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 aij= a0+aj,   
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W analogiczny sposób mo�na zbudowa	 macierz utworzon� z wektorów translacji 
dla dowolnego wymiaru wektora nieoznaczono�ci: 

�
�

�
�
�

� −
=

1)dim-(n1)dim-(n1)dim-(n
ndim DDD

I0I
D ,        (5) 

gdzie: 
n – wymiar wektora nieoznaczono�ci,
I – wierszowy wektor jednostkowy o wymiarze 3(n-1),
0 –  wierszowy wektor zerowy o wymiarze 3(n-1).

Macierz Dndim jest tworzona w sposób rekurencyjny wg formuły (5) z pierwsz� ma-
cierz� pust� dla przypadku zerowego wymiaru: D0dim=[].

Proces obliczeniowy przebiega wg nast�puj�cej formuły: 

1. Okre�lenie punktu startowego przez zaokr�glenie warto�ci wektora afloat
do najbli�szych warto�ci całkowitych: a0=round(afloat)

2. Iteracyjne poszukiwanie warto�ci całkowitych nieoznaczono�ci,
 minimalizuj�cych form� kwadratow� (1):  

 ai=ai-1+aj(Φmin),         (6) 

gdzie: 
i – nr iteracji 
ai – wektor całkowitych nieoznaczono�ci w i-tej iteracji 
aj(Φmin) – wektor translacji (kolumna macierzy Dndim), dla którego suma (6) minimali- 
                 zuje warto�	 formy kwadratowej Φ(ai)

PRZYKŁADY 

Dane do pierwszego przykładu zostały zaczerpni�te z ksi��ki [Teunissen 1993]: 

�
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=

290.6978.5544.0
978.5292.6340.2
544.0340.2288.6

Qa

Na podstawie powy�szych danych mo�na okre�li	 punkt startowy: a0 = [3 3 5]T.
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W tabeli przedstawione s� warto�ci nieoznaczono�ci dla w�złów sieci s�siaduj�cych 
z a0 wraz z odpowiadaj�cymi im warto�ciami Φ:

Wyró�nionemu wektorowi odpowiada najmniejsza warto�	 Φ. Kolejna iteracja nie 
przyniosła poprawy wyników. Ostatecznym rozwi�zaniem jest wi�c wektor ai=[4 3 5]T.
Otrzymany wynik jest zbie�ny z rozwi�zaniem uzyskanym przez Teunissena za pomoc�
metody LAMBDA. 

Drugi przykład ilustruje wyniki opracowania krótkiego (8 km) wektora GPS, pomie-
rzonego metod� statyczn�, w którym do okre�lenia całkowitych warto�ci nieoznaczono-
�ci wykorzystano przedstawion� wy�ej metod�. Dane obserwacyjne z 50-minutowej 
sesji statycznej zostały opracowane za pomoc� programu GPPS firmy Aschtech. Inter-
wał mi�dzy kolejnymi epokami wynosił 20 sekund. Nast�pnie ten sam zbiór obserwa-
cyjny został opracowany za pomoc� oprogramowania stworzonego przez autorów 
[Cellmer 2006], w którym do okre�lania całkowitych warto�ci nieoznaczono�ci po-
dwójnie zró�nicowanego pomiaru fazowego z jednej cz�stotliwo�ci wykorzystano pro-
ponowan� metod�. Opracowanie wykonano w kilkunastu wariantach ró�ni�cych si�
wielko�ci� zbioru obserwacyjnego. Pierwszy wariant zawierał obserwacje z dwóch 
pierwszych epok. W ka�dym kolejnym wariancie zbiór obserwacyjny był powi�kszany 
o obserwacje z kolejnej epoki. Wyniki z tego opracowania porównywano z wynikami 
otrzymanymi z opracowania całego zbioru obserwacyjnego za pomoc� programu GPPS. 
Wielko�ci ró�nic z obu opracowa� przedstawione s� na rysunku 3. 

Na podstawie wykresu mo�na stwierdzi	, �e wyniki ustabilizowały si� po 12 epoce 
obserwacyjnej, a wi�c po 4 min obserwacji.  

aij     2         2           2           2          2         2          2           2         2         3          3          3           3         3     
    2         2           2           3          3         3          4           4         4         2          2          2           3         3     
    4         5           6           4          5         6          4           5         6         4          5          6           4         5     

Φ   3.98    2.23    22.73    30.24    4.78    1.57    82.14    32.96    6.04    1.03    6.18    33.58    19.81    1.25  

aij     3           3           3         3         4           4           4           4          4          4           4           4         4 
    3           4           4         4         2           2           2           3          3          3           4           4         4 
    6           4           5         6         4           5           6           4          5          6           4           5         6 

Φ   4.94    64.22    21.94    1.92    0.59    12.64    46.94    11.89    0.22    10.81    48.81    13.43    0.31 
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Rys. 3.  Ró�nice współrz�dnych z dwu opracowa� (warto�ci na osi pionowej s� przedstawione  
w metrach) 

Fig. 3. Coordinate differences from two solutions (values of vertical axis in metres) 

PODSUMOWANIE 

Przedstawiona w artykule metoda stanowi proste i efektywne narz�dzie do okre�la-
nia całkowitych warto�ci nieoznaczono�ci pomiaru fazowego.  
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NUMERIC APPROACH OF ESTIMATION  
OF INTEGER VALUE OF PHASE’S MEASUREMENTS 

Abstract. The self developed by authors approach of integer value of ambiguity search 
for phase’s measurements is presented in the paper. This approach is one of the numeric 
techniques of optimal solution search in theory of integer least squares. Theoretical bases 
as well as numeric examples illustrating of method are presented. 

Key words: GPS phase’s measurements, ambiguity 
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