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Streszczenie:W artykule zaprezentowano algorytm obliezewyniki obliczed pél temperatury i przeptywu ciepta
w przegrodach budowlanych z instalacjami przewodéntralnego ogrzewania metoorzegowych réwnacatkowych.
Dla zobrazowania doktad&c obliczen zagadni@ przeptywu ciepta przy ayciu metody elementéw brzegowych
przedstawiono przyktadowe wyniki obliazgprzenikania ciepta vécianie zewntrznej jednowarstwowej, porowrugj

je z rezultatem rozwkania analitycznego. W opracowaniu przedstawioradigme wyniki obliczé pdl temperatury,
izoterm i adiabat oraz strumienia ciepta w przegobg w ktdrych znajdujsie instalacje c.0. Dokonano poréwnania
graféw cieplnych charakterystyk analizowanych eletd@ budowlanych z termogramami wykonanymi kamer

termowizyjr.

Stowa kluczowezolacje termiczne, metoda elementéw brzegowych.

1. Wprowadzenie

Symulacje przeptywu ciepta oraz rozktady tempesatur
w przegrodach budowlanych pozwalajoptymalnie
zaprojektowa izolacje cieplne oraz prawidiowo
wyznaczy charakterystyk cieplm budynku. Obecnie
coraz cesciej stosowane as metody numeryczne
w projektowaniu, ktére pojawiajsie w normach oraz
wytycznych do projektowania. Istotny wplyw na
charakterystyl energetycza budynku maj instalacje
centralnego  ogrzewania, ktore a s prowadzone
w przegrodach budowlanych. Znajofto rozktadéw
temperatury w przegrodach, w ktérych znajdiugie
instalacje centralnego ogrzewania, ufivsia wiasciwa
ocery izolacyjnaci przewoddéw przechodezych przez
sciany i stropy oraz okégenie i minimalizacg strat ciepta.
Metody analityczne nie pozwalapa wyznaczenie pél
temperatur dla skomplikowanych brzegéw, natomiast
metody siatkowe MRS, MES (Zienkiewicz i Taylor, 200
Mitchell i Griffiths, 1980) wymagaj przy ziazonych
ksztalttach  analizowanych obiektéw, dyskretyzacji
obszaréw, co istotnie komplikuje bardziej powszechn
zastosowanie tych metod do analizy i optymalizacji
zagadnié przeptywu ciepta w instalacjach i udzeniach
ogrzewczych i klimatyzacyjnych w  poadianiu
z wihasciwosciami geometrycznymi i konstrukcyjnymi
struktur budowlanych.

" autor odpowiedzialny za korespondenidg-mail: tjit@pb.edu.pl

Metoda brzegowych réwnacatkowych (elementéw
brzegowych) jest pozbawiona wad metod siatkowych,
bowiem nie wymaga dyskretyzacji obszaru razania,

a jedynie jego brzegu, co zmniejsza @drzwymiar
zagadnienia obliczeniowego oraz pozwala na formatow
nie ztazonych warunkéw brzegowych i modelowanie
obiektéw o skomplikowanej geometrii.

2. Brzegowe réwnanie catkowe opisgfpe ustalone
pole temperatury w obszarze ptaskim

W wielu przypadkach przewodzenia ciepta,
zagadnienia przestrzenne ina uprdci¢ do przeptywoéw
ptaskich. Ustalone, beémdtowe pole temperatury
T =T(V) w substancji jednorodnej jest opisane réwnaniem
Lapalace’a:
0%T =0 (1)
- z warunkiem brzegowym Dirichleta w postaci zadarae
brzegu obszaru wao temperatury:

T(Vy=p=TL(F: (PO

- z warunkiem brzegowym Neumanna z zadamartaicia
normalnej do brzegu pochodnej temperatury, czyli

(1.1)
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wartgicia strumienia cieplnego:

=q. (P);

V=P

(1.2)

(V)0 I

gdzieA jest wspotczynnikiem przewodzenia ciepta.

Rys. 1. Szkic do analizy zagadfidrzegowych w obszarze
ptaskim

Zaktadajc (rys. 1), ze w obszarze ptaskimA)
ograniczonym zamkgiym brzegiem I{) jest dane
ustalone pole temperatury opisane

1.2) przy zat@eniu,ze na cgsci (L) linii brzegowej
(L) jest zadana funkcja(P); (P) O (Ly), a na cgsci
(Ly) linii brzegowej () jest zadana funkcja
q(P):—/]$ (P) O (Ly) to przy zastosowaniu
P

kryterium odchytek wzonych (Majchrzak, 2001,
Brebbia i in.,

w obszarze ptaskim, otrzymuje ¢siréwnanie

catkowe:
~X(P)T(P)+ J' {Q KR Qd=
)
(2)
- J q(Q) E(P, Q dk
(Lt)
gdzie
= oL .
K(P,Q)—Zm In{rPQ] . o =|P-Q on
(P O(L), (QO(L)
E(P,Q):a(K(PyQ)): 1 cosfip Tpq)
anp 21T rPQ
_ 1 [ome)n(om v vy 2.2)
2 fpq

(PYO(L), (QO(L)
Wspotczynniky(P) jest zaleny od krzywizny krzywej
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rownaniem
rozniczkowym (1) z warunkami brzegowymi (1.1,

1984), dla tak sformutowanego
zagadnienia brzegowego dla rownania Laplace’a

(L) w punkcie P) i dla gtadkiego fragmentu brzegu jest on
rowny x(P) =

Po wyznaczeniu niewiadomych wastdotemperaturyl(P)

i gestaéci strumienia ciepta q(P) odpowiednio na
czegsciach linii brzegowej I(y) i (Ly) po rozwazaniu

réwnania catkowego (2) temperatuf(V) w dowolnym
punkcieV = {x, yw} V O (4), obszaru ptaskiegdA)

wyznacza i ze zwhzku:

TV)= [ T(QEV, Qd+
(L)
[ a(QK(V, Qdy (3)
(Lg)
QO , MOMN)
Strumie cieplny jest réwny:
q=-A0T (4)

Sktadowe strumienia cieplnegn(V); q,(V) we wrgtrzu
rozpatrywanego obszaru mma wyznaczg ze zwazkow:

0E(V, Q)
X

wM)= | TQ—=diy +

(Lr)

[ awv)y———=
(L)

W)= [ (Q—"—=
(L)

K(V,Q)

(qu)q(Q) oy Ol

OK(V Q d

©)
EV.Q

gdzie:
KV.Q_ 1 X%
ox 2 rVQ

KV,Q _ 1 Yo W
ay 27 rVQ

o =V —Q

(5.1a)

(5.1b)

OE(V,Q) _
0%y

(v =) (%= )"

2myg

(5.2a)
+2(xq=x)( Yo~ W) n
OE(V.Q) _

oW

| ((v0 )"~ (0= %)) n

2myg

(5.2b)

+2(x =% ) (o~ W) 0]

gdzien,, n, s5 wersorami normalnejo.



Modut gestasci strumienia cieplnego jest rowny:

a(v) = (W) +( (W)’ (6)

Wprowadzajc
ciepta—adiabat:

d= = g (V) dy- q,(\) o (7)

z warunku ortogonalrégi uktadéw adiabat i izoterm pola
temperatury:

oT(V) _ 0=(V)

réwnanie linii padowych przeptywu

OT(V) __9=(V)

ox ady oy ax ®
otrzymuje s¢ réwnanie adiabat:
=V)= | TQW(V, Q d +
(L) )
[ aQsv Qdy
(Lg)
gdzie:
S(V, Q= 1 arcta{ Q7% ] (9.1)
21 Yo~ W
1
W(v, Q=5 (%~ %) n+( v~ v) 5
27myq (9.2)

o=V -Q 5 (VON), (QU(L)

3. Ocena dokfadndci metody elementéw brzegowych

W celu oceny doktadrici metody brzegowych réwha
catkowych wykonano poréwnania rezultatéw rogeinia
zagadnienia jednowymiarowego przenikania ciepta
w $cianie zewntrznej jednowarstwowej z betonu
komérkowego o grubimi d = 40 cm i wspotczynniku
przewodzenia cieptd =0,075 W/mK metog brzegowych
réwnan catkowych z wynikami obliczeteoretycznych.

Na powierzchni zewgirznej $ciany przygto
temperatuws T, = -22°C, a na powierzchni wewlrznej
T; = 20°C.

Rozkiad temperatury w $cianie jest opisany
zaleznoécia liniowa (Staniszewski, 1962):
X
T (0 =Te+(Ti- %)= (10)
d

W przypadku metody brzegowych réwineatkowych
wykonano podziat na 40 i 80 elementow brzegowych.

Btad rozwhzania MEB dla wybranych punktow
zestawiono w tabeli 1.

Wzgledne bedy obliczér poszczegélnych temperatur
do przedstawionych #ej zestawié graficznych
i tabelarycznych wyznaczono z zatesci:

Tri ~Tves
Treo

ATyeg = *100% (11)

Tomasz Janusz TELESZEWSKI, Stawomir Adam SORKO

Tab. 1. Jednowymiarowe przenikanie ciepta $gianie
zewretrznej jednowarstwowej - il rozwhzania BEM
Wspoétrzedne Rozwigzanie Rozwigzanie  Btad metody
weztow teoretyczne num. MEB MEB
40 el. 40 el.
X Y T Tues ATwves
[cm] [cm] [C] [C] [%]
0,00E+00 0,00E+00 -2,2000000E+01  -2,1986000E+01 6,3636364E-02
0,00E+00 1,00E+01  -1,1500000E+01  -1,1526000E+01 2,2608696E-01
0,00E+00 2,00E+01  -1,0000000E+00  -9,9920000E-01 8,0000000E-02
0,00E+00 3,00E+01  9,5000000E+00  9,5251000E+00 2,6421053E-01
0,00E+00 4,00E+01  2,0000000E+01  1,9986000E+01  7,0000000E-02
Wspétrzedne Rozwigzanie Rozwigzanie  Blad metody
weztow teoretyczne num. MEB MEB
80 el. 40 el.
X Y T Tues ATwves
[cm] [cm] [C] [C] [%]
0,00E+00 0,00E+00  -2,2000000E+01  -2,2004000E+01 1,8181818E-02
0,00E+00 1,00E+01  -1,1500000E+01  -1,1502000E+01 1,7391304E-02
0,00E+00 2,00E+01  -1,0000000E+00  -9,9999000E-01 1,0000000E-03
0,00E+00 3,00E+01  9,5000000E+00  9,5017000E+00 1,7894737E-02
0,00E+00 4,00E+01  2,0000000E+01  2,0004000E+01 2,0000000E-02
Btad metody MEB w przypadku brzegu skiagago

sic z 40 elementéw nie przekracza 2,64210E-01 %,
natomiast w przypadku brzegu zémego z 80 elementow
nie przekracza 2,00000E-02 %. Wraz ze wzrostenbyicz
elementow brzegowych zgkisza st doktadnd¢ metody.
Niewielkie r&znice pomgdzy  rozwhzaniem
analitycznym i MEB w odniesieniu do wyznaczanego
rozkladu temperatury wskazyj ze proponowane
algorytmy obliczeniowe metody brzegowych rowna
catkowych charakteryzaijsie duza doktadndcia obliczen.

4. Obliczenia po6l temperatury i przeptywu ciepta
w przegrodach budowlanych z instalacjami c.o.
metoda elementéw brzegowych

Nizej przedstawiono rezultaty obliazgdl temperatury

i linii przeptywu ciepta w przegrodach, w ktérych

znajdup instalacje centralnego ogrzewania oraz cieptej
wody wytkowej. Obliczenia zostaty przeprowadzone dla
temperatury wewatrz pomieszczeréwnej 19°C.

Pierwszy przypadek dotyczy rozktadu temperatury
w stropie zelbetowym o wspdiczynniku przewodzenia
ciepta 4 =1,70 W/mK przez ktory przechodzi stalowy
pionowy przewdd centralnego ogrzewania wodnego
jednorurowego bez izolacji termicznej @rednicy
zewrgtrznej 21,3 mm. przy temperaturze raiance
zewretrznej przewodu 44°C.

Rysunek 2a przedstawia izotermy wyznaczone metod
elementéw brzegowych, na rysunku 2b wyloro
adiabaty, natomiast na rysunku 2c wyznaczono modut
gestasci strumienia ciepta. W celu sprawdzenia trendéw
izoterm, wykonano zfie termowizyjne stropu
w miejscu gdzie pion przechodzi w przez strop (Bgh.
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Rys. 2. Przenikanie ciepta przez strop — pion iasfal Rys. 3. Przenikanie ciepta przez strop — pion iasfal
centralnego ogrzewania wodnego jednorurowego pazkmby centralnego ogrzewania wodnego dwururowego przeziogd
przez strop: a) izotermy, b) adiabaty, c) moduistgici przez strop: a) izotermy, b) adiabaty, c) modustgici
strumienia ciepta, d) termogram powierzchni stropu strumienia ciepta, d) termogram powierzchni stropu
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b)

19,1°C
Rys. 4. Przenikanie ciepta przéeiang — pion centralnego
ogrzewania  dwururowego  prowadzony w uzmie:
a) izotermy.b) adiabaty, ¢) moduksicsci strumienia ciepta,
d) termogram powierzchni wewtnznej sciany zewntrznej
w miejscu potaenia instalacji c.o0. w brdzie.

Tomasz Janusz TELESZEWSKI, Stawomir Adam SORKO

W  drugim przypadku wyznaczono rozkiad
temperatury w stropieelbetowym z pionem ogrzewania
wodnego dwururowego wykonanego z przewodow
stalowych asrednicach wewgtrznych 21,3 mm, w ktérym
temperatura powierzchni przewodu zasit@go wynosi
45°C, natomiast temperatura powierzchni przewodu
powrotnego wynosi 39°C. Na rysunkach 3a-c w§lkireo
graficzne rezultaty obliczeizoterm, adiabat oraz modutu
gestaici strumienia ciepta metadbrzegowych réwna
catkowych. Rysunek 3d przedstawia termogram rozktad
temperatury na powierzchni stropu. Adiabaty na misu
3b wskazuj na wymiag ciepta médzy przewodem
zasilapcym i przewodem powrotnym instalacji centralne-
go ogrzewania.

Nizej przedstawiono rozwzanie pola temperatury
w przekroju poprzecznyrtiany zewgtrznej murowanej
z gazobetonu A = 0.35 W/mK) o grubgci 24 cm
obustronnie otynkowanej tynkiem cementowo-wapiennym
(d = 0.02 m = 0.35 W/mK), w ktérej znajduje espion
centralnego ogrzewania dwururowego prowadzony
w bruzdzie. Przewody c.o. d@rednicach zewgtrznych
21,3 mm, maj izolacje z pianki polietylenowej o grufim
6 mm laminowanej z zewftrz folia polietylenova.
Zmierzona temperatura na powierzchni izolacji wynos
34°C dla przewodu zasitgjego oraz 29°C dla powrotu,
natomiast temperatura zegtrzna wyniosta -11°C.

Rysunki 4a-c zawieraj graficzne rezultaty oblicze
metody, brzegowych réwna catkowych izoterm, adiabat
oraz modulu gstasci strumienia ciepta. Rysunek 4d
przedstawia termogramsciany wewntrz budynku
W miejscu, gdzie prowadzony jest pion w tmie.
Trendy izoterm przeptywu ciepta otrzymane kasmer
termowizyjra (rys. 4d) s§ zbiezne 2z wynikami
otrzymanymi metogl brzegowych réwn@acatkowych.

5. Podsumowanie

Przedstawione w pracy przyktady obliczeniowe wskazu
na znaczny wplyw temperatury instalacji centralnego
ogrzewania na temperagurwewratrz przegrody oraz
pokazuj, jak wane jest prawidiowe wykonanie izolacji
termicznej przewodéw c.0. przechadych przez
przegrody budowlane. W  przypadku instalacji
dwururowych réwnie nastpuje wymiana ciepta radzy
przewodem zasilagym i przewodem powrotnym.
Znajoma¢ pol temperatur, strumieni ciepta w warunkach
pracy instalacji centralnego ogrzewania pozwala na
okreslenie wplywu tych instalacji na bilans cieplny
budynku.

Zaprojektowany algorytm pozwala rozmywas
zagadnienie przewodnictwa cieplnego o bardzaariej
geometrii. Zalet MEB jest maliwo$¢ rozwiazywania
zagadnié dla obszaréw potskmzonych
i nieskaiczonych. Metoda elementow brzegowych
stanowi alternatygy wobec najcgiciej stosowanych
metod siatkowych, tj. metody elementéw s&zonych
oraz metody rnic skaczonych w zagadnieniach
inzynierskich. Gtown zalet, metody brzegowych réwna
catlkowych jest pomigcie budowania pracochtonnych
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siatek numerycznych, ktérea sstosowane w metodach
obszarowych. Dia doktadné¢ MEB $wiadczy o tym.ze
jest to metoda bardzo atrakcyjna i travaggrace nad jej
doskonaleniem.
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MODELLING OF TRANSIENT HEAT CONDUCTION
IN WALLS WITH HEATING INSTALATIONS
BY MEANS OF THE BOUNDARY INTEGRAL
EQUATIONS METHOD

Abstract: The paper aim was to present a solution concerning
heat conduction problem using boundary element odeth
in walls with central heating. The boundary intégeguation
method is a numerical method for solving partidfedéential
equations encountered in mathematical physics agoheering.
Only the boundary distributions of the unknown fiiores
or one of its derivatives were solved in this methdhe
boundary integral equation method is the reductidnthe
dimension of the solution space with respect tospiay space
by one unit. The boundary element method is anratve to
the finite difference method and the finite elememtthod.
Numerical solutions were compared with the reswltsthe
theoretical solutions. Examples of heat calculaiowere
presented.
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