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ESTYMACJA BLEDOW MODELU POWIERZCHNI
OPISANYCH FUNKCJAMI KSZTALTU
ZA POMOCA SIECI NEURONOWYCH

Maria Mrowczynska
Uniwersytet Zielonogdrski

Streszczenie. W artykule przedstawiono zagadnienie estymacji btedéw modeli po-
wierzchni okreslonej na dyskretnym zbiorze punktéw o danych wartosciach wspotrzed-
nych przestrzennych (x, y,z). Przyj¢to, ze obiekt opisuja funkcje ksztaltu w postaci
plaszczyzny, paraboloidy eliptycznej oraz paraboloidy hiperbolicznej. Realizacja nume-
ryczna zadania polegala na wyznaczeniu bledow modeli okreslonych za pomoca sieci
neuronowych oraz na podstawie rozwiazania zadan wyréwnawczych. Modelowanie za
pomoca sieci neuronowych zrealizowano za pomoca sieci jednokierunkowych wielowar-
stwowych z zastosowaniem gradientowych metod optymalizacji oraz algorytmu Resi-
lientbackPropagation (RPROP). Wyniki poréwnano z wynikami aproksymaciji wielomia-
nem drugiego i trzeciego stopnia, funkcja sklejang oraz metoda kriging.

Stowa kluczowe: sieci neuronowe jednokierunkowe, algorytmy gradientowe, aproksyma-
cja powierzchni

WSTEP

Zagadnienie okres$lania ksztaltu powierzchni rozpigtej na zadanym zbiorze punktow
mozna rozpatrywaé z geodezyjnego punktu widzenia w dwoch przypadkach, a miano-
wicie [Nowak 2001]:

e punkty P, (i = 1,2,...,m), ktérym przyporzadkowano wspotrzedne teoretyczne

x,v,2, (i=12,...m),
o punkty P, (i=12,...,m) o empirycznych wspohzednych x,,y,,z, (i =12,...m).

Stawiajac hipoteze, ze funkcja ksztattu o » parametrach przyjmuje posta¢

F(x,y,z)zO
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16 M. Mréwcezynska

wowczas dla punktow o wspédtrzednych teoretycznych, estymacja bledéow modelu
sprowadza si¢ do rozwiazania zagadnienia minimalizacji

. g g 2
min 2 v, =2 F (xl-,yi,z,)
i=l

i=1

gdzie v, ;i=12,...,m reprezentujg réznice miedzy wartoscia funkcji okreslona na

podstawie wspétrzednych teoretycznych a wartoscia funkcji uzyskana w procesie mi-
nimalizacji.

Biorac pod uwage wspotrzedne empiryczne punktéw bedziemy mieli do czynienia z
zadaniem wyréwnawczym o postaci ogélnej

m
. 2 2 2
miny.v,; v, Yy
i=1

przy czym

obs 0bs obs
F(x, Ve Vi TV +v2,)=0 dla A,....P,.

W tym przypadku bledy wspoétrzednych empirycznych nabieraja szczegélnego zna-
czenia w aspekcie doktadnos$ci modelowania obiektow.

W celu dokonania analizy estymacji blgdéw modelu zostaly podjete kroki poszuki-
wana minimum funkcji rozpigtej na zadanym zbiorze punktéw o wspotrzednych teore-
tycznych. Rozpatrywano trzy przypadki estymacji bltedow modelu uzyskanych na pod-

stawie rozwiazania zadania wyrownawczego z uwzglednieniem funkcji ksztattu w po-
staci:

2 2
— rownania paraboloidy eliptycznej z = x_z +y_2 (rys. la),
a
PERN
— rownania paraboloidy hiperbolicznej z = —- —b—2 (rys. 1b).
a

Rozwiazanie tego zagadnienia pozwala na przeprowadzenie krytycznej analizy do-
ktadno$ci odwzorowywania rzezby terenu za pomoca sieci neuronowych, ktére stano-
wia uniwersalny uklad aproksymacyjny, odwzorowujacy wielowymiarowe zbiory da-
nych oraz nie wymagaja formutowania funkcji ksztattu. Stosowanie sieci neuronowych
wymaga jednak odpowiedniej struktury sieci, odpowiedniej liczby wzorcow uczacych
w odniesieniu do ogolnej liczby punktéw oraz doboru wtasciwej funkcji aktywacji (mo-
ze by¢ inna w warstwie ukrytej i w warstwie wyjsciowej).

Acta Sci. Pol.
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Rys. 1a. Rys. 1b.

Rys. 1. Paraboloida eliptyczna oraz paraboloida hiperboliczna dla a=4 i b=6
Fig. 1. The elliptic paraboloid and the hyperbolic paraboloid for a=4 and b=6

GRADIENTOWE METODY OPTYMALIZACJI

Realizacja zadan za pomoca sieci neuronowych wymaga nauczenia sieci prawidto-
wego przetwarzania informacji. Uczenie sieci polega na automatycznym wyznaczeniu
wag neurondw w taki sposéb, zeby na podstawie danych wprowadzonych do obliczen
(wektor wejsciowy x) uzyska¢ taki wektor wyjsciowy y, ktérego wspolrzedne y; byly-
by pod wzgledem wartosci najblizsze wspdtrzgdnym d,;;i=12,...M wektora zadane-
go d. Minimalizacja réznic migdzy warto$ciami sygnaléw wyjsciowych y, a warto-
$ciami zadanymi d; odpowiada minimalizacji funkcji btedu £ (funkcji celu, funkcji
energetycznej), definiowanej z wykorzystaniem metryki euklidesowej jako:

1 N > I NM/{ . .
E==X|y;—-d;| ==X >/ -d/ (1
s2bi-al =553/ -4 ]
gdzie N jest liczba wektoréw wejsciowych, M liczba wspotrzednych wektora wyj-
$ciowego.
Adaptacja wektora wag (uczenie sieci) przebiega zgodnie z reguta:

WD) Z () np(w(")) @)

gdzie & oznacza numer kolejnej iteracji, 7 — wspdlczynnik uczenia, p(w(k)) jest kie-
runkiem minimalizacji w przestrzeni wielowymiarowej w.

Metody gradientowe wykorzystuja informacje dotyczace gradientu funkcji celu, ktd-
ry wykazuje kierunek najwigkszego wzrostu funkcji. Okreslenie gradientu wymaga
rozwinigcia funkcji E(w) w dowolnie bliskim otoczeniu aktualnego rozwiazania

"
w= [w, ,w2,...,wn] w szereg Taylora

Geodesia et Descriptio Terrarum 6(1) 2007
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E(w+p)=E(w)+ [g(W)]"'p+%pTH(W)p+~-- 3)

gdzie

T
g(w):VE(w):{ OE OF 6—E} — gradient w kierunku p

ow ow, " ow,
o’E JE
Ow 0w, ow,0w,,
H(w)z : : — hesjan.
2 2
oE 0k
ow, 0w, ow, 0w,

Rozwinigcie w szereg Taylora funkcji E(w) z uwzglednieniem sktadnika drugiego

rzedu dostarcza informacji na temat krzywizny funkcji zawartej w hesjanie. Pominigcie
tego skladnika, jak to ma miejsce w przypadku stosowania metody najwigkszego spad-
ku, pozwala jedynie uzyska¢ zbieznos¢ liniowa szczegoélnie w poblizu punktu optymal-

nego. Jezeli g(w)(k) =0 oraz hesjan H(w)(k) jest dodatnio okreslony, wowczas wartos¢
funkcji celu E (w) w dowolnym punkcie nalezacym do bliskiego otoczenia punktu wik)

ma warto$s¢ wieksza niz w punkcie w(/‘). Zatem punkt w(k) jest rozwigzaniem odpo-
wiadajacym minimalnej warto$ci funkcji celu.

Powszechnie stosowanym algorytmem wyboru kierunku minimalizacji jest algorytm
najwigkszego spadku, ktory w procesie aktualizacji wag przyjmuje postac¢

OF
w((/»k“) = w,(jk) - nﬁl] . 4)
Metoda najwigkszego spadku zyskuje uznanie gtoéwnie ze wzgledu na prosta realizacje
numeryczng oraz nie wymagajaca zbyt duzej pamieci operacyjnej. W tym miejscu roz-
patrywane zagadnienie nalezy uzupeini¢ uwaga, ze korekta wag nastepuje w kierunku
ujemnego wektora gradientu funkcji celu.

Metoda zmiennej metryki nalezy do metod quasi—newtonowskich, wykorzystuja-
cych w algorytmie informacje na temat krzywizny minimalizowanej funkcji bez ko-
niecznos$ci klopotliwego w realizacji jawnego wyznaczenia macierzy hesjanu. W meto-
dach quasi-newtonowskich macierz hesjanu jest aproksymowana za pomoca roéznicy
pochodnych pierwszego rzedu. Ten tok postgpowania nie wymaga trudnego do spehie-
nia (w ogolnym przypadku) warunku dodatniej okreslono$ci hesjanu w kazdej iteracji,

co ulatwia praktyczna implementacje algorytmu. Zatem, stacjonarny punkt w* mini-
mum funkcji celu E (w) bedziemy poszukiwa¢ na kierunku

P =[G )] )@, )
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1
przy czym macierz odwrotna przyblizonego hesjanu p ) = [G(w)(k)} jako macierz

modyfikowana z poprzedniej iteracji (wartos¢ startowa ¥° =1) zostata opisana reku-
rencyjna zalezno$cia (algorytm Davidona — Fletchera — Powella [Osowski 1996])

I R M) e
0yt sW)
Vv ) R R VTN ©

gdzie s(k) oraz ) oznaczaja odpowiednio przyrost wektora wag w oraz gradientu
g(w) w dwoch kolejnych iteracjach, tj. s = k) _ w(k'l), PO g(w)(k) - g(w)(k).

Metoda Levenberga-Marquardta jest bardzo zblizona do metody zmiennej metryki.
Jej zaleta jest to, ze prawie zawsze jest zbiezna i nie ,,zwalnia zbieznosci”, co czgsto
wystepuje w metodzie najwigkszego spadku. Analogicznie jak w metodzie zmiennej
metryki wykorzystuje si¢ kwadratowe przyblizenie funkcji celu E(w) oraz aproksymo-

wang warto$¢ hesjanu G(w) z uwzglednieniem czynnika regularyzacji P07

Metoda gradientow sprze¢zonych wykorzystuje model kwadratowy funkcji celu bez
koniecznos$ci wykonania w kazdej iteracji szeregu operacji macierzowych. Kierunki
P Pae. P, Nazywamy kierunkami sprzezenia, ktére generowane sa na podstawie
informacji o nowych pochodnych i poprzednich kierunkach. Wektor kierunkowy w

k-tej iteracji przyjmuje postaé

p =—g(w)¥) 4 gtV plt )

gdzie: g(w)(k) - wektor gradientu, ,B(k ). wspolczynnik sprzezenia.

Sposrod wielu regut wyznaczenia wspotczynnika sprzezenia ﬂ(/‘_l), najczesciej sto-
sowane sa [Osowski 1996]:

(kY (k) (k-1)
— metoda Polaka — Riebiere’a g (k1) _ g(w) (g(w) _ g(w? ) ()

— metoda Fletchera — Reevesa Y~

_(k—l) ' ©®)

ALGORYTM RPROP

Algorytm Resilient Backpropagation (algorytm RPROP) umozliwia przyspieszanie
zbiezno$ci i zmniejsza ryzyko zatrzymania procesu w lokalnym minimum. Istota algo-
rytmu polega na aktualizacji wag w zaleznosci od znaku sktadowych gradientu, zas

Geodesia et Descriptio Terrarum 6(1) 2007
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sama jego wartos¢ jest pomijana [Duch i in. 2000, Osowski 1996, Riedmiller i Braun
1992].
Korekta wag przebiega wedtug zaleznosci

wlr) = 3 (k) (6) sgn(VE(w)(k )), (10)

w ktorej wspdtczynnik uczenia 77 jest zalezny od znaku gradientu. Wspétczynnik #

jest dobierany w kazdym cyklu dla kazdej wagi w indywidualnie. Wzrost wartosci tego
wspolczynnika nastgpuje wtedy, gdy znak gradientu w dwoch kolejnych iteracjach jest
jednakowy, natomiast w przeciwnym wypadku nastepuje jego redukcja. W zwiazku z

tym

min aﬂ(k_l),ﬁmm dla VE(w)(k)VE(w)(kfl) >0
biy(kfl),zymmc dla VE(w)(k)VE(w)(k_l) <0. an

n (k1) w innym przypadku

n(k) =< max

Zawarte we wzorach symbole a i b sa statymi: a=1.2, 5=0.5, natomiast 7,,, i
NMmae 0ZNaczaja odpowiednio minimalng i maksymalna warto$¢ wspoétczynnika uczenia,

réwna w algorytmie RPROP odpowiednio 10 oraz 50 [Duch i in. 2000, Osowski 1996,
Riedmiller i Braun 1992].

WYNIKI SYMULACJI NUMERYCZNYCH

Odwzorowanie powierzchni opisanych funkcjami ksztattu paraboloida eliptyczna
oraz hiperboliczng przeprowadzono dla zbioru uczacego o liczebnosci 20 punktéw,
zbioru testowego o liczebno$ci 440 punktow (rys. 2a i 2b) dla sieci o architekturze
2 10 1 (2 wejscia, 10 neuronéw w warstwie ukrytej, 1 wyjscie) z wykorzystaniem
bipolarnej funkcji aktywacji postaci

1—exp(— Aner)

) (12)
1+ exp(—Anet )

y=f(net)=

W procesie uczenia jako kryterium zakorniczenia procesu minimalizacji przyjeto
zmiang¢ bledu uczenia w dwoch kolejnych iteracjach wynoszaca le-10 oraz liczbg itera-
cji na poziomie 25000.

Zastosowana metoda krigingu daje najlepsze rezultaty dla wartosci punktowych lub
blokowych badanej zmiennej oraz pozwala na osiagnigcie minimalnej wariancji pod-
czas procesu estymacji. Wartosci wariancji krigingu zaleza od polozenia punktéw
wzgledem szacowanej lokalizacji, od wag przypisanych punktom oraz parametréw
modelu semiwariogramu. Warto$ci funkcji semiwariogramu zostaly obliczone na pod-
stawie klasycznej formuly Matherona [Matheron 1962]:
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Z 2
rn)= 2Nh o 2 =) (13)

gdzie ]/(h) — wartos$¢ funkcji semiwariogramu, z,,z;,, — wysoko$¢ w punktach ii i+ 4
odleglych o wartos¢ /, N, — liczba par punktoéw pomiarowych odlegtych o warto$¢ 4.

W pracy zostala rowniez zastosowana aproksymacja typu spline wykorzystujaca
funkcje sklejane ztozone z wielomianéw 3 stopnia.

109\%.00 -800 600 400 -200 0.00 2.00 4.00 6.00 8.00 10.00 710'— 00 800 600 400 200 000 2.00
Rys. 2a. Rys. 2b.
Rys. 2. Rozmieszczenie punktow zbioru uczacego — paraboloida eliptyczna (2a) oraz parabolo-
ida hiperboliczna (2b)
Fig. 2. The layout of training set points — the elliptic paraboloid (2a) and the hyperbolic parabo-

loid (2b)
Wyniki uczenia oraz testowania sieci w postaci bledu sredniego

RMSE—\/_ ,1(d -y,) (14)

wraz z wynikami uzyskanymi za pomoca wielomianow, aproksymacji typu spline oraz
krigingu zestawiono w tabeli 1.
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Tabela 1. Wyniki odwzorowania modeli powierzchni
Table 1. The results of the area models projection

Paraboloida eliptyczna btad RMSE Paraboloida hiperboliczna btad

[m] RMSE [m]
Metoda odwzorowania The elliptic paraboloid error The hyperbolic paraboloid error
The approximation method RMSE [m] RMSE [m]
zbior uczacy zbior testowy zbior uczacy zbior testowy
training set testing set training set testing set
Algorytm RPROP 0.02 0.03 0.05 0.05
Metoda Backpropagation 0.68 0.78 0.68 0.76
Gradientow sprzgzonych 0.15 0.19 0.22 023
Zmiennej metryki 0.00 0.00 0.00 0.00
Levenberga — Marquardta 0.00 0.00 0.00 0.00
Aproksymacja typu spline 0.02 0.03 0.01 0.02
Aproksymacja typu kriging 0.08 0.09 0.07 0.05
Wielomian 2 stopnia 0.00 0.00 0.00 0.00
Wielomian 3 stopnia 0.00 0.00 0.00 0.00

PODSUMOWANIE

Aproksymacja formy kwadratowej trzech liczb rzeczywistych x,y,z (paraboloida

eliptyczna i hiperboliczna) za pomoca sieci wielomianow drugiego lub trzeciego stopnia
oraz za pomoca sieci jednokierunkowych wielowarstwowych uczonych metoda zmien-
nej metryki i Levenberga — Marquardta daje jakosciowo najlepszy wynik. Niewiele
wigksze bledy uzyskamy stosujac algorytm heurystyczny RPROP oraz aproksymacje
typu spline i kriging. W tym miejscu nalezy doda¢, ze algorytm RPROP wymaga okoto
10 razy wigcej iteracji, aby osiagna¢ zbieznos$¢ niz podstawowe metody gradientowe.
Najmniej korzystne rezultaty osiagnigto stosujac metode najwigkszego spadku, ze
wzgledu na zbieznos$¢ liniowa oraz niewielkie postepy minimalizacji w poblizu punktu
optymalnego.

Na podstawie uzyskanych wynikéw mozna stwierdzi¢, ze aproksymacja modeli po-
wierzchni opisanych podstawowymi funkcjami ksztattu nie odbiega pod wzgledem
doktadnosci od metod tradycyjnych, takich jak aproksymacja typu spline i kriging.
Nalezy jedynie sprosta¢ wszelkim wymaganiom dotyczacym uzyskania minimum lo-
kalnego, potozonego w bliskiej odlegtosci od minimum globalnego.
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THE ESTIMATION OF ERRORS

OF AREA MODELS DESCRIBED

BY THE SHAPE FUNCTIONS BY THE MEANS
OF NEURAL NETWORKS

Abstract. The article deals with the issue of estimation of the area models errors deter-
mined on the basis of a discrete points set with the given values of space coordinates (x, y,
z). The object was assumed to be described by shape functions in the form of the elliptic
paraboloid and the hyperbolic paraboloid. The digital task accomplishment consisted in
the statistic verification of errors of the models determined by neural networks and by the
accomplishment of adjustment tasks. Modeling by the means of neural networks was car-
ried out by the unidirectional multilayer networks with the application of gradient
methods of optimalization and by ResilientbackPropagation algorithm (RPROP). The ob-
tained results were compared with the following results of approximation of the second
and the third degree of polynomial, the b-spline function and the kriging’s method.

Key words: neural networks, gradient methods of optimalization, approximation method
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