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Streszczenie:Przedmiotem pracy jest implementacja metody brzgghwéwna catkowych (elementéw brzegowych)
do rozwizywania zagadnie ruchu cieczy lepkiej. Przedstawiono algorytm wyzemia laminarnych przeplywéw cieczy
lepkiej (przeptywéw Stokesa) przyyciu metody brzegowych réwnaatkowych polegaiy na wykorzystaniu spgzonych
rownai catkowych opisujcych pola pgdkosci i napgzen lepkich w ptynie do wyznaczenia napen lepkich przy warunkach
brzegowych sformutowanych dlagoikosci, wyznaczeniu pola pdkosci ze zwizkéw catkowych, a w dalszej kolejso wy-
znaczeniu @énienia, wirowdgci i funkcji pradu przez wykorzystanie tdiczkowych zwazkdéw pomedzy tymi wielkasciami

i predkoscia ruchu ptynu. Przedstawiono wyniki rozgania zagadnienia testowego przeptywu ptaskiegoagklzieniu
kwadratowym i poréwnano rezultaty obliczemetody elementéw brzegowych z wynikami oblitzeetod; elementow sk
czonych. Dokonano poréwnania przebiegu linii pofgacpradu dla szeregu laminarnych przeptywéw w uktadacbzoej
konfiguracijiscianek ograniczagych przeptyw z rezultatami eksperymentalnych wizaaji przeptywéw.

1. WPROWADZENIE

Przeptywy ptynu lepkiego z matymi gakosciami (przy
niewielkich liczbach Reynoldsa)a rzeptywami, w kto-
rych matematycznym opisie, w rOwnaniach Naviera&a
(réwnania zachowania efdu), cztony konwekcyjne-go
transportu pdu s pomijalnie mate w poréwnaniu z czito-
nami dyfuzyjnego transportweg@u. Przeptywy takiessokre-
$lane mianem przeptywow Stokesa, lub przeptywoéw gpetz
jacych i w przypadku ruchu newtonowskiej cieczy lepki
s3 opisane uktadem réwna(Batchelor, 1967; Prosnak,
2006):

dc 1

—=——Dp+g+vD20 (1a)
p

ot

O=0 (1b)

gdzie: w uktadzie wspoterinych {xyz c = c(c,, ¢, C,) jest

wektorem pgdkosci ptynu, g = g(gx 9y, 9, wektorem sit
masowychp oznacza @nienie, ap i v odpowiednio ozna-
czap gestas¢ i lepkas¢ kinematycza ptynu.

W pracy przedstawiono rozazania szeregu zagadhie
ptaskich ustalonych przeplywow cieczy lepkiej w odasch
ograniczonychsciankami o rénorodnej konfiguracji oraz
obiektami na drodze strugi metpdlementow brzegowych
(metody brzegowych réwna catkowych).

Metoda elementow brzegowych (MEB) polega w ogol-
nosci na matematycznym sformutowaniu zagadrmecat-
kowo-brzegowych dla réwmarézniczkowych opisujcych
procesy nieustalone lub zagadnigrzegowych dla rowna
rézniczkowych opisujcych procesy ustalone i sprowadze-
niu zagadni# do réwna catkowych, rozwizywanych dalej
metodami numerycznymi.
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W przypadku optywu rinych obiektow ptynem lepkim
i przeptywow wewstrznych ptynu lepkiego tylko najprost-
sze przypadki tych przeptywow tj. takie, w ktoryate za-
klada s¢ przeszkdd ndciankach, mena wyznaczy meto-
da analityczn (Prosnak, 1993), natomiast zastosowanie me-
tody r&nic skaiczonych (MRS) (Hirsch, 2007) i metody
elementow skaczonych (MES) (Zienkiewicz i Taylor,
2000) do rozwizywania zagadnie przeptywowych we-
wnetrznych i zewstrznych waze st konieczndcia praco-
chtonnego generowania siatekzmécowych, ladz uktadow
elementow skiaczonych w obszarze rozamania.

2. SFORMULOWANIE ZAGADNIENIA.
ROWNANIA CALKOWE OPISUJ ACE
DWUWYMIAROWY RUCH CIECZY LEPKIEJ

Ustalony, dwuwymiarowy przeptyw cieczy lepkiej
w prostolgtnym uktadzie wspoétrednych {x} przy zanie-
dbaniu sit masowych opisyjéwnania:

(OZCX +_020Xj :1%

x>  dy? ) MOx

2 2 ’ @
{f’j f’_yJ _1op

x> ay? | Moy

z warunkiem brzegowym braku flizgu cieczy na mate-
rialnym brzegu (L) ograniczagym przeptyw i warunkiem
nieprzenikalnéci materialnego brzegu:

CS(X1 y)=0 ’ D(X, y)D Li| (2*)
G(xyY=0,0(xydL |



2.1. Brzegowe rownania catkowe opisgie
ruch dwuwymiarowy cieczy lepkiej

Stosugc meto@d residudw zagadnienie brzegowe
dla réwna rézniczkowych (2) mana sprowadzido uktadu
dwéch brzegowych réwmacatkowych wzgidem sktado-

wych tensora napeen lepkich f(q) =[fy(a), fy(a)]
w plynie w postaci (Brebbia, 1984; Teleszewski, 200

&(p) &.(q)] Exx(®.a) Ey(p.q)
‘4Tll{~ }ujﬂ }[ dlg
“®] & Eea e

(@) || Kx(P,a)  Kyx(P,a)
= dLg, 3
J‘[|:fy(q):||:ny(pvQ) Kyy(paq):D Lq )
® pO(L);q0(L)

Sktadowe gder catkowychK,4(p,q) i funkcji Eqn(p,q)
w réwnaniach (3) sodpowiednio réwne:

U \2
Kyx(P.0) = m{i}M, 3.1
g (rpq)
VRY:
Kw(p,q)ZIn(iJ+M, 3.1
"pg (rpq)
Koy (P, = K (.0 = 2= Y0 (3.5
(og)
oraz.
Exx(P4) = EydP,0) COST X g} o1
+Eyy(P,g)costig:yq),
Exy (P 0) = Exy(P,0) COST X ) a5
+Eyyy(P.a)cosfig:yq),
Eyx(P,0) = Eyy(p,0) COST Xq )+ 1)
+Eyxy(P,a)cosfig:yq),
Eyy(P.0) = Eyyx(P,q) cOSH X ¥ s
+Eyyy(p,a)cosfli;yq),
gdzie:
Exxx(P,0) = 20 4K 5 (P.0) = Py 0,0 ) =
_ A~ %)’ (3.2)
- ("pq)4 ’
Eyyy(P.q) = 20 yK \y(p.a)- P p.0)=
_ _4(yp - yq)3 (322)
B (rpq)4 ’
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Exyx(paq) =20 qu xy(pvQ)_ Py(p,q)=
__AYp ~ V) (%~ Xg)°
(rpq)4 '

(3.%)

Eyxy(P,0) = 20 y¢K yu(p,0) = Pyp.0) =
A% = %)(Yp~ ¥g)°
("pq)4 ’

(3.2

Exxy(P.a) =0 ygK 5P, ) + 0 4K yfP.0) =
__AYp ~ Ya)(%p~ Xg)°
(rpq)4 ’

(3.%)

Exyy(P.d) =0 ygK 5P, a) + 0 4K fp.0) =
A% = X)(Yp~ ¥)°
("pq)4 ,

(3.2

Eyyx(P.0) =q U xgK P, @) + 0 yK fp,0) =
_ A0 = %) (Yp~ ¥g)°
(rpq)4 ’

(3.2)

Eyxx(0,0) = U xgK P, a) + 0 K «fp,0) =
A~ Yg)(Xp— Xg)°
("pq)4 ,

(3.2

(Xp - Xq)

2

R (p.q)=-2 3.3)

)
(yp - yq)
—.

(rpg)

Po dyskretnym wyznaczeniu wadtd napezen w ptynie

f«(a), f,(a) w rezultacie rozwizania réwna (2) pole ped-
kosci w obszarze/{) wyznacza si z zalenosci:

R (p.q) =-2 3.3)

cx(p) = —ﬁ j [ (@) Kyx(p,a) + f(a)K yx(p,q)] dL 4+
(L)

1 & ~
L j (S @EXP.0)+ 8@ Epp.a)] dlg
* pO(A);qO(L)

(42)

cy(p) = _—_ j [ fx(@) Kyy(p,a) + f (@)K pr,q)] dL 4+

amy
(L)
1 ¢ ~
+E[ j [CX(Q) EEy(p:Q) + cy(q) EDyy(p,q)} qu

) pO(A);qO(L)

(4b)
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Rozkiad cénienia w obszarze ) wyznacza si
w dyskretnej formie z réwnania (Brebbia i inni 1982o-
zrykidis, 1991):

1

JORES j | @Mx(p,a)+ £y (@)My(p.0) [ dLg+

(L)
o I [ S @N(p,a)+ &, (@) Ny(p, )] dlg,
® PO(A);qO(L)
5)

Funkcje podcatkowe 4fira catkoweM,(p,q), My(p,q)
i N',(p,q), N'y(p,q) sa odpowiednio réwne:

2 —_
Mx(p,q):(xp—zxqﬂ’ (5.11)
(rpg)
2 -—
My(p,q)=(yp—;’q)’ &
("pg)
oraz:
Ny (P.0) = Ny (. Q) COST i }¥ 6.5
+Nyy (P,0) cosfig ;yq),
Ny(P,0) = Nyx(p,a) costi g ixq I (5.1
+Nyy(p,q)cosfig yq),
gdzie:
4 Bxg—%p)?
N (pay= -+ e %) (5.2)
(rpq) (rpq)
4 8(yg-Yp)
Nyy(P.) = - 4 80a = Yp) (5.2)

(pg)®  (rpe?

8(xq = Xp)(Yq~ Yp)
X3~ %p 4q P (5.2
(fpg)
Wazna charakterystyk pola przeptywu cieczy lepkiej

jest wirowa¢ pola pedkosci opisana w przypadku dwu-
wymiarowego przeptywu cieczy zgwikiem:

Nyy (P.) = Nyx(p.0) =

w,(p) = =

2| ox oy | (6)

(P)OA

lacy(m _o5(®)

Wyznaczenie rozktadu wirowoi z rownania catkowego
wywiedzionego z przeksztatconych rovindaviera-Stokesa
jest ucazliwe z uwagi na postatych réwna i zlozone rela-
cje pomedzy prdkoscia i wirowoscia w tych rownaniach
(Souli, 1996, ).
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Alternatywnym sposobem wyznaczenia wir@aiopro-

ponowanym i przeanalizowanym nazéji prezentowanych
przyktadach obliczeniowych w niniejszej pracy jepbsob
polegajicy na bezpérednim wykorzystaniu zahmosci (6)
i wprowadzeniu do niej zwkkOw catkowych bdacych re-
zultatem réniczkowania rowna (4a) i (4b) odpowiednio
wzgledem argumentéowxf i (y) w wyniku czego otrzymuje
sie prostsze strukturalnie réwnanie opigig pole wirowo-
$ci rozpatrywanego przeptywu.

Rézniczkujgc réwnanie (4a) wzgtem argumentuyy
i rownanie (4b) wzgidem argumentuxj otrzymuje si:

UypCx(P) =
1
T _[ | @Dy P+ )Ty yfp.0) |l
(L)
1 c ~
+Z‘[J‘[CX(q)DypEEX(p'q)+ ty(@)0 ypEDy)(p,q)} dLg
(L) pO(L);qO(L)
(7a)
UypCy(P) =
1
_H J‘ [fx(q)Dpr xy(pvq)+ fy(q)D XFK y)(p,q)]dL i
(L)
1 (r. . ) .
+Z‘[ J‘ I:Cx(q)DxpExy(pvq)‘l' Cy(q)D XpE y)(p,q)j| qu
(L)
pO(L):ab(L)
(7b)

Wprowadzajc zwiazki catkowe (7a) i (7b) do réwnania
(6) otrzymuje si:

0, (p) =
1 1
Ten| I (@) Do odP. @) =0 g ofp.) JdL g

(L)
+j ¢« (a) _DypElilx(vaI) -0 XpE*X)(p!q):I dL g+

+= | 1@ OypK yPi0) =0 K yfp.a) L g

; j & @[ DpERP -0 E i, (@

pO(L);q0(L)
gdzie:
(Yp = Yg)2 +30%p = %)* (Vo= ¥o)

, (8.1
(rpg)”

OypK (P, ) =

_ —_v )3 — v )2 _
OxpK xy(P,0) = Op = Ya)” 305 = X" (Yo yq),(s-lz)

(rpq)4



~(Xp = %) +3(%p = %)(Yp— ¥o)°

UypK yx(P,a) = 4 6D
(I’pq)
(Xp = %)° +3(% = X)(Yp~ ¥ 3
UxpK yy(P,a) = 4 oD
("pg)
oraz:
OypE P @) = 0y @) COST X o) (8.1)
+0ypE (P, 0) COSA 43 o),
OypExy(P. ) = 0 P, 0) cOSH X (8.1)
+OypExyy(P,a) c0sf 43y o)
Dypng(pvQ) =0 ypE yxfP. ) cosli gix g}t (8.1)
+ Dypnyy(p'q)COSﬁ aqy q)'
OrpEyy(P.a) = 0 yfp.Q) coST gx ®.1)
+ OypE yyy(P. Q) COSA g3y ),
gdzie:
16(xp — X )* (Yp—
DypExxx(piCI):_ ( P Xq) éyp yq), (821)
("pa)
16(x, — - )’
DxpEyyy(p'Q) =- ( p Xq)(Yp yq) , (822)

(qu)6

UxpExyx(P,a) =
4206 -7 05~ o)~ 2057 )Y~ W) (82)

(qu)6

UypEyxy(P.0) =
4206 )0~ Yo~ 206 % (Yo~ ¥9) 82)

(qu)6
UxpExyy(P,a) =
4300 =Y = Yo~ (%~ %)) (82)
(rpe® ’
UypEyxdP.q) =
4300~ (= Yo~ (%= 9)") (82)
(rpq)6
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OypEyydP.0) =
4{30 =% (5= ¥’ = (p~ ¥9°) (82)
(rpep® ’
0ypEson(P:0) =
4300~ (= Yo~ (%= 9)") (82)
(rpep® ’

W podobny spos6b wyznaczae sifunkcije W(x,y)
po uprzednim wyznaczenifi(q) i f(q) (z dokiadnécia
do addytywnej stalej) ze zydku catkowego wynikacego
bezpdrednio z definicji funkcji pgdu w przeptywie dwu-
wymiarowym (Batchelor, 1967):

LP(lO)=—ﬁJ‘[fx(<:1)8x(|0,q)+ fy(q)Sy(p,q)] dig+
(L)

1 (r. .
an j [Cx(q)WxD(p,q)+ cy(q)V\E(p,q)} dlg,
® pO(L);qO(L)
gdzie: 9)

1

&(p,q):+§(yp—yq)ln[ 2]—(yp— W 1)

(qu)

Sy(p,q)=—%(xp‘ &)'”[( 1)2]“”()‘9_ W O
"pa
oraz.
Wi (p.0) = Wi (p,01) COST o 1 % 1+ 9.7
+Wy (p.a) cosfig ;yq),
Wy (p.a) = Wy (p.a) costiq % )+ (0.1

+Wyx(p,q)cosh'q Ya)
gdzie:
(Xp= X)(Yp~ Yo

(rpg)?

W (p,q) = —2arCtg{ Yo~ yqj— 2
Xp~%g
9.2Y

. 2(><p— XP(Yp~ Y9 |

Wy (p,9) :—2arctg{ Yo~ yqj :
(og)

Xp =%
9.2

O =%)" ~(Yp= ¥9)* 0.2

Wy (P, 9) = Wyx(p,) -~
’ ’ (rpq)z
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2.2. Poréwnanie rozwazan przeptywu cieczy lepkiej
metoda brzegowych réwnai catkowych
Z rozwigzaniami przy uzyciu metod siatkowych

W celu wykazania dokladdoi metody brzegowych
réwnar catkowych dokonano poréwnania rezultatow roz-
wiagzania zagadnienia przeptywu w kwadratowym zlaig
niu z jedr poruszajca sie scianky (Rys. 1) metoal brze-
gowych rowna catkowych z wynikami oblicze metod
elementow skaczonych.

Zagadnienie to jest szeroko prezentowane w litezatu
i piSmiennictwie pd&wieconym dyskretnym metodom wy-
znaczania przeptywow Stokesa i jest ogOlnie pigy)
sformutowaniem zadania testowego dla tych metoeénZi
kiewicz i Taylor, 2000; Erturk i inni, 2005).

e (2.1 =1 cJ.(xz 1) =10

ex(x.) =0}
Cy (x,3)=0 ::

1 x

Rys. 1.Testowa siatka podziatu obszaru (Zienkiewicz ildgy2000)
Warunki brzegowe dla zelgienia z poruszaga si¢ scianky

e (52) =0 cy(.3) =0

W sformutowaniu zadania obliczeniowego zaktada si
ze, $ciankay=1 porusza size stad predkaoscia c(xy) = 1
réwnolegle do osi X}, a warunki brzegowe na pozostatych
granicach obszaru wyzaja nieprzenikalné¢ brzegu i brak
paoslizgu nasciankach

Na rysunkach 2 i 3 przedstawiono poréwnanie przebie
goéw sktadowych prdkosci ¢ i ¢, w przekroju x=0.5 wy-
znaczonymi przy zyciu metody elementow brzegowych z
rozktadami tych wielkéci otrzymanymi metod elementow
skaiczonych przy wmyciu programu komputerowego opu-
blikowanego w pracy Zienkiewicza i Taylora (2000)

Dla analizowanego przekroju waftd skiadowych
predkosci ¢, i ¢, btad rozwhzania poréwnywanymi meto-
dami: metod elementow brzegowych i i metpeélementow
skaiczonych zestawiono w tabelach 1 i 2.

Wzgledne bedy obliczev poszczegdlnych wielkgi
do przedstawionych ntj zestawié tabelarycznych wyzna-
czono wedtug formuty:

fmes — fmes
MES

Afyeg = *100% (10)
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Cx

1.00

080

0.0

]

0.60

050

0.40

030

0.z0
o010

0.00

-010

-0.20

-0.30

o.oo 010

Rys. 2.Poréwnanie przebiegu skltadoweggkosci C, (x=0.5)

020 030 0.40
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0.60 0.70
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wyznaczonej MEB z rozwrzaniem MES
(Zienkiewicz i Taylor, 2000)

1.00

Tab. 1. Przeptyw cieczy lepkiej w zagdieniu kwadratowym
sktadowa pgdkasci €, - blad rozwigzania MEB.

Wspot

weztow

Roz.
num. MES

rzdne

Roz.
num. MEB

BH met.
MEB

400 elementéw

Xm

Ym Cxves
- [m/s]

CXves
[m/s]

ACXyes
[%]

5,0E-0]
5,0E-0]
5,0E-0]
5,0E-0]
5,0E-0]
5,0E-0]
5,0E-0]
5,0E-0]

5,0E-0]
5,0E-0]
5,0E-0]
5,0E-0]
5,0E-0]
5,0E-0]
5,0E-0]
5,0E-0]

5,0E-014,9E-07

5,0E-014,9E-07

-3,000E-02
-1,010E-01
-1,630E-01
-2,080E-01
-1,560E-01
-3,300E-02
1,690E-01
5,280E-01
9,140E-01

2,0E-0]
3,5E-0]
5,4E-0]]
6,7E-0]
7,5E-0]
8,3E-0]
9,1E-0]
9,9E-01

-3,000E-02
-1,010E-01
-1,630E-01
-2,080E-01
-1,560E-01
-3,300E-02
1,690E-01
5,280E-01
9,140E-01

2,0E-0]
3,5E-0]
5,4E-0]]
6,7E-0]
7,5E-0]
8,3E-0]
9,1E-0]
9,9E-01

-2,979E-02
-1,000E-01
-1,627E-01
-2,069E-01
-1,559E-01
-3,279E-02
1,684E-01
5,247E-0]
9,125E-0]

6,927E-01
9,747E-01
1,547E-01
5,236E-01
6,404E-02
6,361E-01
3,544E-Q
6,292E-(
1,692E-C

800 elementéw

-2,992E-02
-1,014E-01
-1,631E-01
-2,075E-01
-1,560E-01
-3,308E-02
1,693E-01
5,293E-0]
9,134E-0]

2,767E-01
3,901E-01
6,196E-02
2,212E-01
1,923E-02
2,455E-01
2,012E-Q
2,519E-Q
6,783E-(

0.z0

_Cy

015
o010

005

0.ao

| BEM —

-0.05

|MES

-010
-0.1a8

-0.20

LT

-0.25

-0.30

o.oo 010

020 030 0.40

0.50

0.60 0.70

nsan 0.0

(===

N P P

X

1.00

Rys. 3.Poréwnanie przebiegu sktadoweggkasci ¢, (y=0.5)
wyznaczonej MEB z rozwrzaniem MES
(Zienkiewicz i Taylor, 2000)



Tab. 2. Przeptyw cieczy lepkiej w zagdieniu kwadratowym
sktadowa pdkosci Cy — bhd rozwiyzania MEB

Roz.
num. MES

Wspoétrzdne
weztow

Roz. BH met.
num. MEB MEB

400 elementéw

Cymes ACYves
[m/s] [%6]
5,765E-02 6,075E-C
1,506E-01 9,305E-(Q
1,816E-01 2,234E-(Q
1,477E-01 1,704E-Q
3,785E-02 4,008E-C
-7,359E-02| 5,593E-01
-1,797E-01] 7,051E-01
-1,588E-01] 1,340E-01
-6,295E-02| 7,302E-02
800 elementéw
5,8167E-02 2,8793E-01
1,5264E-01 4,2105E-0]]
1,8218E-011,0110E-0]]
3,2E-015,0E-01 1,4800E-01 1,4812E-01 8,1081E-02
4,6E-015,0E-01] 3,8000E-02 3,7924E-02 2,0000E-01
5,8E-015,0E-01-7,4000E-02-7,3803E-022,6622E-01]
7,8E-015,0E-01-1,8100E-01-1,8160E-013,3260E-01]
8,7E-015,0E-01-1,6100E-01-1,5890E-016,2893E-02
9,6E-015,0E-01-6,3000E-02-6,2977E-023,6508E-02

Xy | Ym

CYmes
[m/s]
5,800E-02
1,520E-01
1,820E-01
1,480E-01
3,800E-02
-7,400E-02
-1,810E-01
-1,590E-01
-6,300E-02

3,8E-045,0E-0]
1,2E-015,0E-01
2,2E-015,0E-0]
3,2E-015,0E-0]
4,6E-015,0E-01
5,8E-015,0E-0]
7,8E-015,0E-0]
8,7E-015,0E-0]
9,6E-015,0E-01

EEEEEEEEE

3,8E-045,0E-01
1,2E-015,0E-01
2,2E-015,0E-01

5,8000E-02
1,5200E-01
1,8200E-01

Do obliczex metody elementéw skiaczonych przygto
siatlke skladajgca sie z 2888 wgztéw, natomiast w przypad-
ku metody elementéw brzegowych zadao 400 punktéw
kolokacji na brzegu, a w drugim wariancie 800 pamkt

Wyznaczony kid metody MEB skladowych pdkosci
dla brzegu sktadagego st z N=400 elementéw nie prze-
kracza 1%, natomiast dla brzeguadaego z N=800 elemen-
téw blad nie przekracza 0,5%. Wraz ze wzrostemegag
czenia linii brzegowej, b metody brzegowych réwna
catkowych maleje.

Niewielkie r&nice pomedzy rezultatami metad ele-
mentéw skéaczonych, uznawanymi w tym zagadnieniu te-
stowym za wartéci referencyjne i wynikami obliczeme-
toda elementéw brzegowych wskazuje algorytmy obli-
czeniowe proponowanego sformutowania metody elemen-
téw brzegowych charakteryzugic duza doktadndcia.

Graficzne rezultaty oblicze zagadnienia testowego
przeptywu w kwadratowym zaghieniu metod elementéw
brzegowych przedstawiono na rysunkach 44f.

Na rysunku 4a. przedstawiono wykresy liniaggun dwu-
wymiarowego przeptywu Stokes’a w kwadratowym zagt
bieniu, a na ryunku 4a*. wykres warstwicowy funkgjadu
Y(x,y). Na wykresie 4b. zaprezentowano rozktad wirésio
(X, y) w ruchu cieczy w zagbieniu powodowanym jedno-
rodnym przeptywem cieczy nad zelgleniem.

Na rysunkach 4c., 4d. i 4e. przedstawiono odpowaedn
sktadova predkasci c(x.y) przeptywu w zagiieniu;
skiadowa predkosci c,(x,y) przeptywu w zaghieniu;
predkosé c(x,y) , a na rysunku 4f. rozktadsaienia.
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Rys. 4.a*.Kwadratowe zagbienie — funkcja prdu W (x,y)
Wykres linii pidu
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Rys. 4.a.Kwadratowe zagbienie — funkcja prdu W(x,y)
Wykres warstwicowy linii pdu

1 33256
002457
168391
078513
0892873
-1.44972
282523
40383
540719
£51825
550425
28671

0.00
0.00

010

Rys. 4.b.Kwadratowe zagbienie — wirowgé m(X,y)
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Rys. 4.c.Kwadratowe zagbienie — skladowa pdkosci c,(x,y)
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Rys. 4.d.Kwadratowe zagbienie — sktadowa pdkasci c,(x,y)
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Rys. 4.e Kwadratowe zagbienie — pedkos¢ c(x,y)
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Rys. 4.f. Kwadratowe zagbienie — cinieniep(x,y)

W celu poréwnania rezultatéw rozgen zagadnié ob-
liczeniowych przy uyciu metody elementéw brzegowych
z eksperymentem, dokonano zestawpezebiegu linii pg-
du (potencjalu pdu) przeptywéw ptaskich w kanatach
o réznej geometriiscianek i obiektdw na drodze przeptywu
wyznaczonych z obliczez wynikami déwiadczalnej wizu-
alizacji przeptywéw (Taneda, 1979).

Obliczenia wykonano dla geometrii brzegu, w ktérym
wymiary zostaly przyte zgodnie z wymiarami obszaru
przeptywu na stanowisku laboratoryjnym (Taneda,9)97

Ponizej przedstawiono graficzne poréwnania obrazéw
przeptywéw zrealizowanych dwiadczalnie z rezultatami
obliczeér numerycznych metadbrzegowych réwna catko-
wych:

Na rysunkach 5.1.a. i 5.1.b. poréwnano obraz finjdu
przeptywu nad prostopagtienka przeszkod z wy-kresem
funkcji pradu, natomiast na rysunkach 5.2.a. i 5.2.b. obraz
linii pradu przeptywu wokoét cienkiej przeszkody nachylonej
pod kgtem 105> do kierunku przeptywu.

Na rysunkach 6.a. i 6.b. przedstawiono przebied lin
pradu przeptywu nad kwadratewprzeszkod oraz wykres
Ifunkcji pradu dla tego przypadku.

Na rysunkach 7.1la.b. — 7.4.a.b. przedstawiono gbraz
linii pradu przeptywu nad prostataym uskokiem przy ré
nym stosunku szeroko uskokub do wysokdci h usko-
ku, uzyskane eksperymentalnie, pordvacuje z prze-
biegiem funkcji pgdu.

Rysunki 7.1.a. i 7.1.b. przedstawdidinie pradu przeptywu
nad uskokiem i przebieg funkcjigotu dlab/h=0.5
Rysunki 7.2.a. i 7.2.b. przedstawdidinie pradu przeptywu
nad uskokiem i przebieg funkcjigutu dlab/h=0.1
Rysunki 7.3.a. i 7.3.b. przedstawdidinie pradu przeptywu
nad uskokiem i przebieg funkcjigotu dlab/h=0.2
Rysunki 7.4.a. i 7.4.b. przedstawdidinie pradu przeptywu
nad uskokiem i przebieg funkcjigotu dlab/h=0.3

Na rysunkach 8.a. i 8.b. przedstawiono liniedor
i przebieg funkcji pgdu przeptywu w trojktnym uskoku.

Rysunek 9.a. przedstawia linieadu przeptywu nad cy-
lindryczra przeszkod otrzymane drog eksperymentu, na-
tomiast na rysunku 9.b. wyldleno przebieg funkcji pdu
wyznaczony metagdbrzegowych rown@acatkowych.
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Rys. 5.1.alLinie pradu przeptywu nad prostopadbrzeszkod.
Fotografia eksperymentu Re=1.40ETGheda, 1979).

(] o [ax]

Rys. 5.1.b. Funkcja pgdu W(x,y) przeptywu nad prostopagi
przeszkad- rozwhzanie numeryczne MEB.
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Rys. 5.2.aLinie pradu przeptywu nad przeszkeod Rys. 5.2.b.Funkcja pgdu W(x,y) przeptywu nad przeszkaed
ustawianpod ktem 105° w stosunku do podstawy.
Fotografia eksperymentu Re=1.4KTatheda, 1979).

ustawianpod kitem 105° w stosunku do podstawy.
Rozwranie numeryczne MEB.
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Rys. 6.a.Linie pradu przeptywu nad kwadratawprzeszkod .
Fotografia eksperymentu Re=2.0E-021€Ta, 1979)
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Rys. 6.b.Funkcja pgdu W(x,y) przeptywu nad przeszkad
kwadratoyv. Rozwizanie numeryczne MEB.
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Rys. 7.1.aLinie pradu przeptywu nad prostatnym uskokiem Rys. 7.1.b.Funkcja pgdu W(x,y) przeptywu nad prostaknym
0 stosunku bokow/ h=0.5 — uskokiem o stosunku bokda:h=0.5
Fotografia eksperymentu Re=1.@HTaneda, 1979). Rozwizanie numeryczne MEB.
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Rys. 7.2.aLinie pradu przeptywu nad prostatnym uskokiem
o stosunku bokéws h=1.0

Fotografia eksperymentu Re=102HTaneda, 1979).

Rys. 7.2.b.Funkcja pgdu W(x,y) przeptywu nad prostaknym
uskokiem o stosunku bokdw:h=1.0
Rozwranie numeryczne MEB.

125 . ‘ .
Rys. 7.3.aFunkcja pgdu prz’eplywu nad prostataym uskokiem Rys. 7.3.b.Funkcja padu W(x,y) przeplywu nad prostaknym
° stosun_ku bokowy/ h=2.0 uskokiem o stosunku bokdw: h=2.0

Fotografia eksperymentu Re= 10@HTaneda, 1979).

Rozwizanie numeryczne MEB.
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Rys. 7.4.aLinie pradu przeptywu nad prostatnym uskokiem Rys. 7.4.b.Funkcja pgdu W(x,y) przeptywu nad prostaknym

o stosunku bokéw:/ h=3.0

uskokiem o stosunku bokdw: h=3.0
Fotografia eksperymentu Re=1.@FTaneda, 1979).

Rozwkranie numeryczne MEB.
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Rys. 8.a.Linie pradu przeptywu w trojtnym uskoku

Rys. 8.b.Funkcja pgdu W(x, y) przeptywu w trojlatnym uskoku
Fotografia eksperymentu Re=1.76Tdneda, 1979).

Rozwizanie numeryczne MEB.
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Rys. 9.a.Linie pradu przeplywu Stokesa nad walcem Rys. 9.b.Funkcja pgdu W(x,y) przeptywu nad walcem
Fotografia eksperymentu Re= 1.1HTtheda, 1979). Rozwizanie numeryczne MEB.
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Nizej przedstawiono graficzne rezultaty oblitzerze-
plywu nadscianlkg ozebrowan.

Na rysunkach 10.a -10.f wylgleno charakterystyki pta-
skiego przeptywu cieczy lepkiej w kanale riianka oze-
browary:

— linie pradu W (Rys.10.8);
sktadowg predkosci ¢, (Rys.10.b);
sktadowa predkosci ¢, (Rys.10.c);
predkos¢ wypadkowe ¢ (Rys. 10.d);
rozktad wirowgci o (Rys. 10.e);
oraz pole dnieniap (Rys. 10.f).

Rys. 10.d.Pole pedkosci c(x,y) przeptywu cieczy lepkiej
w kanale nadianka ozebrowan

Rys. 10.a.Funkcja pgdu ‘¥ (xy) przeptywu cieczy lepkiej
w kanale nadianky ozebrowan.

Rys. 10.e Rozktad wirowsci w(X,y) W przeplywie cieczy
lepkiej w kanale nddianky ozebrowan

w = w =2 g =2 w2 w oo
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Rys. 10.b.Sktadowa pgdkosci c,(x,y) przeptywu cieczy lepkiej
w kanale nadianky ozebrowan
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Rys. 10.f.Pole cénieniap(x,y) w przeptywie cieczy lepkiej
w kanale nadianky ozebrowan

éiég 3. WNIOSKI

S Metoda brzegowych réwnacatkowych nie jest rozpo-

i wszechniona i stosowana tak szeroko jak metoditcsiag.

72 Jednak niewgtpliwe walory metody brzegowych réwia
catkowych, w tym zasadniczy, polegay na sprowadzeniu
zagadnié brzegowych i pocgkowo-brzegowych dla roéw-

nai rézniczkowych w obszarze rozgaania do wiéciwych
zagadnié na brzegu obszaru bez koniec@ialyskretyza-
cji obszaru s istotnym czynnikiem stymulagym rozwoj
metody.

Klasyczne metody siatkowe do rozwywania zagad-
nien opisanych zteonymi uktadami réwni rézniczkowych

Rys. 10.c.Sktadowa pgdkosci ¢ (x,y) przeptywu cieczy lepkiej
w kanale nadianks ozebrowan
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w skomplikowanych geometrycznie obszarach pominas pr
stoty sformutowania wymagagenerowania rozlegtych, za-
awansowanych strukturalnie siatek, absaptygh pamgé
maszyn licacych i pomnaajacych czas oblicze

Metoda brzegowych réwnacatkowych jakkolwiek bar-
dziej skomplikowana w matematycznym dyskretnym iepis
zagadnié generuje znacznie mniejsze uktady algebraicz-
nych réwna liniowych w procesie numerycznego catkowa-
nia zdyskretyzowanych brzegowych réwinaatkowych,
przy tym z reguly dobrze uwarunkowane, co ma igotn
znaczenie przy doborze metod ich ra@ywania.

Metoda elementéw brzegowych ze weji na mali-
wosci formutowania ztaonego matematycznego opisu zja-
wisk przeptywowych i zagadmebrzegowych dla réwna
opisupcych przeptywy jest efektyvanmetody rozwigzywa-
nia zagadnig inzynierskich o duej skutecznéci i doktad-
nosci, co wykazuy prezentowane wej poréwnania rezul-
tatdbw obliczé& z rozwigzaniami analitycznymi i danymi
eksperymentalnymi.
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APPLICATION OF BOUNDARY ELEMENT METHOD
FOR SOLUTION OF TWO DIMENSIONAL FLOWS

Abstract: Object of presented work is implementation of roeth
of boundary integral equations to solving of vissdiguid flow
problems. The computing algorithm for laminar floofsviscous
liquid flows (Stokes flows) at use of method of theundary
integral equations consisting in to application o©dnjugate
integral equations describing of speed and strésdeguid to de-
limitation of stress at boundary conditions forntethfor speed,
to delimitation of speed from integral relationshiand in further
order delimitation of the pressure, vorticity artdeam function
by utilization of differential relationships amorigese quantities
and speed of movement of liquid. One representsualtseof solu-
tion of the test problem of flat flow in square itg\and one com-
pared results of calculations of boundary elemegthiod with re-
sults of calculations with finite element methocheéOmade com-
parisons streamlines obtained by experimental limateoons
of the flows with stream function charts for rowmiaar flows
in flat ducts with various configuration.
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