acta mechanica et automatica, vol.5 no.1(2011)

WSPOLCZYNNIKI INTENSYWNO $CINAPREZEN W SZCZELINACH
WYCHODZ ACYCH Z WIERZCHOLKA KARBU V

AndrzejKAZBERUK ~

“Katedra Mechaniki i Informatyki Stosowanej, Wydziaéchaniczny, Politechnika Biatostocka,
ul. Wiejska 45 C, 15-351 Biatystok

a.kazberuk@pb.edu.pl

Streszczenie: Przedstawiono metgdobliczania wspétczynnikéw intensywfm napezen w szczelinach wychodeych
z wierzchotka zaokglonego karbu V w nieskimzonej, izotropowej, rozagjanej ptaszczinie spezystej. Wartdci nume-
ryczne wspoétczynnikdw intensywsg napezen otrzymano dla dwoch podstawowych symetrycznyclypadkéw — poje-
dynczej szczeliny i uktadu dwéch réwnych szczelbmzeprowadzono anafizvptywu wielkaéci promienia zaokyglenia
wierzchotka karbu V na obliczane wspdétczynniki mggwndici napezen szczelin. Uzyskane rozgdanie asymptotyczne ma
charakter ogolny — wspoétczynniki intensywobnapezen w szczelinach gswyrazone poprzez wspétczynnik intensyvéod
napkzen w wierzchotku karbu V — umidiwiajac oszacowanie parametrow mechanikkamia w symetrycznych ciatach

skaiczonych ostabionych rozrywanymi karbami.

1. WPROWADZENIE

Problemy mechaniki gkania dotycace szczelin wy-
chodzcych z wierzchotka nieskazonego karbu w ptasz-
czyznie spezystej, @ czesto wykorzystywane jako asymp-
totyczne przyblienia rozwizan w obszarach skazonych.
Model ten jest adekwatny, ponieavetugas¢ tworzacej sk
szczeliny w procesie poprzedzeym pekanie jest mafa
w stosunku do pozostatych wymiaréw ciata. Ponadta-
jomos¢ wspétczynnikow intensywrigi napezen w wierz-
chotkach szczelin wychodeych z wierzchotka karbu,
umazlivia rozwiazywanie zagadnie sprzysto-plasty-
cznych mechaniki ¢gkania w ramach modelu pasm pla-
styczndci (Panasiuk i ini, 1975, Panasiuk i Savruk, 1992)
Bardzo istotnym zagadnieniem przy tworzeniu krgeri
pekania, jest rownie uwzgkdnienie wplywu zaolgglenia
wierzchotka karbu na wartoi wspétczynnikéw intensyw-
nosci napezen w szczelinach wychodeych z jego wierz-
chotka (Leguillon i Yosibash, 2003).

Problemowi rozkladu napren w spezystym Kklinie
z symetrycza szczelin w wierzchotku péwiecone g pra-
ce Doran’a (1969), Ouchterlony (1977), Smetanir208)

i innych. Rozwizanie uzyskiwano zazwyczajzywajac
transformacji Mellin'a i faktoryzacji Wiener'a-Hojaf
Zamknkte, przyblzone rozwizanie problemu ostrego
karbu V z symetryczn szczelim w wierzchotku uzyskali
Savruk i Ritsar (1999) metadosobliwych rowna catko-
wych. Przyjmujc obchzenie w postaci asymptotyki pola
napezen, Savruk i Kazberuk (2006) otrzymali zwek
pomiedzy wspétczynnikiem koncentracji ngpen w wierz-
chotku karbu zaolkiglonego i wspoétczynnikiem intensyw-
nosci napezen w wierzchotku odpowiedniego karbu ostre-
go. Wykorzystujc zblizone podejcie mana obliczy
wspotczynniki intensywrgei napezen dla uktadu szczelin
wychodzcych z wierzchotka zaokglonego karbu V pod-
danego rozrywaniu.

2. UKLAD SZCZELIN W WIERZCHOLKU
ZAOKR AGLONEGO KARBU V

Rozwaa sk nieskaiczony, symetrycznie rozrywany
karb typu V, wycity w jednorodnej plaszczyie spezy-
stej. Karb ma ramiona proste rozwarte pattin 3 (0< 2B
<m) i wierzchotek zaolkgglony odcinkiem tuku kotowego
0 promieniup. Z wierzchotka karbu wychodzszczeliny
o dlugdciachl,. Katy nachylenia szczelin do o€ix ozna-
czonoay. Stosunki promienia zaddglenia karbu do diugo-
$ci szczelin okréaja parametry=olly.

Rys. 1.Szczeliny wychodice z wierzchotka karbu zaaiglonego

W pracy przygto za Sewerynem (1994) ngstijaca de-
finicje wspodiczynnika intensywrci napezen w wierz-
chotku karbu ostrego:

KY' = lim_[(2mr)" age(r,6)]

gdzie A jest najmniejszym dodatnim pierwiastkiem réwna-
nia charakterystycznego (Williams 1952)

@-A)sin(a) +sin(2al-A)) =0 a=n-B
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Zadanie rozwjzano metog osobliwych réwna catko-
wych (Savruk, 1981), przyjmag ze kontur karbu modelsj
dwie zakrzywione szczeliny. Zespolone potencjatprea

zen Kolosova-Muskhelishvili (1966) zapisano w postaci

superpozycji

D (z): CDo(z)+ CD(z), Y, (z): \Po(z)+ LI-’(z).

Brzegi karbu g nieobcijzone, a stan nagren w nie-
skaiczondci opisup nastpujace potencjaty®q(2), ¥o(2)
(Benthem 1987):

Ky a-1
2ol eyt ) "
Y (z)—— KY usin(2)\c>() (1)
T e A '

AN = (A —D[(A - 2)sin@a) +sin@Aa)], a=n-B.
Nieznane zespolone potencjaz), ¥(2) opisup zabu-
rzenie pola napren wywotane obecrizia karbu (kontury

L,+L,) oraz szczelinl, k=3,..N). Rbwnowag na kontu-
rach brzegowych okgta warunek graniczny:

N +T (1) = p(t) =
:—{%(t)wo(t)% two'(t>+%(t)]}’

k:l..,N (2)

toL,

Poszukiwane potencjaly napen majp nhastpujace
przedstawienia catkowe (Savruk, 1981):

_1r9g®
cD(Z)_Zﬂjl:t—zdt'

e Tt N
W(Z):ij.{g(t)d_t— tg'(t) dt] U
k=1

2T[L t—-z (t-2)?

Spelniajc warunek graniczny (2), otrzymujee sbso-
bliwe réwnanie catkowe (Savruk, 1981; Savruk i jnni
1989):

N —_—
%kzlf[Kkm(t, t)g (D dt+ L (t t) g () di]= p(t') ,
=ty

t'DLm, m:lz..,N, (3)
gdzie
1] 1 dt 1
Kt t) == —— +——=_|,
k(®.) Z{t—t' dt'f—t}

1 dt t-t
+

1
t)==|—=+———7-|, t0L, t'dL,.
Lin(t1) Z{t-t' dt.(t__t,)z} o 0Ly @)
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Uzyskanie rozwjzania réwnania (3) wymaga spetnienia
warunku jednoznaczidoi przemieszcze na konturach
brzegowych (Savruk, 1981):

N
jg'(t)dtzo, L={JLg. (5)
L k=1

Mozna wykaza (Savruk i inni, 1989)ze warunek (5)
bedzie automatycznie spetnionyzgi jadra (4) réwnania

catkowego (3) w punktactt =1, k=12,..,N) przece-
cia konturéw L, przyjma wartdci zerowe. Uwzgldniajac
ta wiasciwos¢, rownanie (3) zapisano w postaci:

N —_—
%kle[KEm(t,t')gk'(t)dw Lim(t, )9’ (O dt]= p(t"),
= Lk

tOLy, m=12.,N, ()
gdzie

Kl:m(tltl) = Kkm(tltl)_ Kkm(lk_'tl),

L’Lm(tlt‘): Lkm(t1tl)_|-km(|k_'t‘). (8)

Jak wid&, dla t =1, oba zmodyfikowaneafira (8) g
réwne zeru

Kian(lc ') = L (e ') =0

Przyjmupc promien zaoknglenia wierzchotka karby
jako podstawow jednostk diugaici réwnania konturow
brzegowych zapisujeesiv postaci parametrycznej

k=12.,N

t=pwy (), tOLg, k=12.,N, -1<&<i, )
gdzie

) L 0<0(8) <05,
wrle) =expib(z) {coseco(z) Y8, 6E) >0,

) =§(z+1)(n—rs), o5 =T/2-B,
0,(8) = W ()

W () =1+ —— (£ +Dexpla,),  0<ay <a.
2€k

Dokonupc zamiany zmiennych (9), rownanie catkowe
(7) zapisuje siw formie kanonicznej

N 1

7112 I[M km(€:N) 9k " (&) + Nym(&:n) gk '(€)|dE = pm(N) ,
k=1
-1<n<1,

m=12.,N, (10)



gdzie

M km(E, 1) = PK gm(Pwy (€), peorm () =
= oK km POk (€), Pm (M) = K k(P (2), peor (1))

Nm (&, 1) = pLim (P ), oy () =
= o[ L Pk (€), P63 (N)) = Licm Pk (=), pdry (N))]
oraz

g% (&) =g'(pux E)W(&),  Pm(n) = p(Pwn())-

Uwzgledniajgc zalenos¢ asymptotycza (1), prawa
strona réwnania (10) ma poé&taastpujaca:

V
Pn() = =L [0 (co(m) + @ (eom(M) +

+(*)Im (n)
W (N)

[‘*’m (M P'g (W, (M) +Wo (w0 (r]))]}.

Rozwigzania osobliwego réwnania catkowego (10) po-
szukuje si w klasie funkcji nieograniczonych na brzegach

(Savruk, 1981)

U (€)

Ji-g2

g'x (&) = -1<&<1.

Stosupc kwadratug catkows Gauss’a-Chebyshev'a otrzy-

muje st uktad algebraicznych réwnaliniowych hkedacy
dyskretnym analogiem réwnania catkowego (10)

N
Z{ [Mkm(zurlj)uk(ﬁ )+

k=1 ’
+Nkm<Ei,nj)uk(zi)]}= P )
m=12.N, j=1.n -1
&i —COSM i=1.,n,
2nk
rl] :COSE J = l..,nk -1.
Nk

Wynikowy uktad ZL\‘:lnk
petnia s¢ N réwnaniami wynikajcymi z warunku

- N réwna liniowych uzu-

u, (-1 =0 k=12.,N '

zerowania wspofczynnikdw intensywdmd napezen
w punktach przeetia szczelin. Stosag interpolact La-
grange’a na wztach Chebyshev'a, oblicza ¢siwartaici
funkcji uy (§) w dowolnych punktac & #¢; :
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To EW1-87

1)y, 12
Z() &) EE. (12)

uy (&) =

W rezultacie, rozwazywany jest nagpujacy ukiad
réwna liniowych:

N 1 Ny
)y n_kZ[Mkm(Ei’nj)uk(ai)*’Nkm(Ei’nj)uk(ai)] =
i=1

k=1

=pmj), =1k -1 m=12.,N,
;—lef”kt MZ D u(§)=0,  k=12.,N.
K j=1
(13)

Wspotczynniki intensywnézi napezen w wierzchot-
kach szczelin (k=3,N) obliczane g w sposéb naspujacy
(Savruk i inni 1989):

K10 =0 == fm 2 =1

=(F —iF)) KY m)Y2™*, toL, k=3.,N

(14)

gdzie bezwymiarowe wspotczynniki intensywnb nape-
zen F, i F, obliczane g ze wzoru (Savruk 1981):

. 1 . U (+1)
F| - |F|| = _—)\ |(A)k (+1)| —|k .
2 Wy (+1)
Wartdéci funkcji uy (+1) w wierzchotkach szczelin ob-
liczane § ze wzoru

g (+1) = ——Z( ' uy €)oot a0

i=1

wynikajacego z ogolnej zammosci (12).

3. POJEDYNCZA SYMETRYCZNA SZCZELINA
W WIERZCHOLKU KARBU

Przyjmupc N = 3,03 = 0 i I3 =1 otrzymuje st syme-
tryczny ukilad karbu z pojedyngzszczelin w wierzchotku.
Symetria ukladu i obgkenia wzgédem o0siOx implikuje
nastpujace zalenosci (Savruk i inni 1989):

Uz(&FW,
Imu,(&)=0

n=n, i=1.n,
i:1..,n3’

i pozwala na dwukrotn redukcg rzedu rozwhzywanego
uktadu rowna.

Obliczenia numeryczne przeprowadzono dlatow
rozwarcia karbu w przedziale&p<175. Wzgkdny pro-
mien krzywizny wierzchotka zmieniano w zakresie
0,00k € =p/l £1000. Uzyskane warfoi bezwymiaro-
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wych wspoiczynnikéw intensywroi napezen przedsta-
wiono na rys. 2a. Dla karbu ostreg=0Q) wartgci wspot-

czynnikéw intensywnéci napezen obliczono modyfikuic

réwnania parametryczne krzywy€h i L, opisugcych kon-
tur karbut =lw (§), k=12,

@ (®) =T TR, wp@=@®), -LsEsl

Jak mana zauway¢, krzywe na rys. 2a szybko agaja
wartcéci asymptotyczne. Dla<1, tzn. gdy diug& szczeli-
ny jest weksza od promienia zaaddglenia wierzchotka
karbu, obliczone wartgi wspoiczynnikéw intensywrigi
napkzen s3 bliskie wartgciom otrzymywanym dla szczelin
w wierzchotku odpowiedniego karbu ostrego.

Jak naleato st spodziewa dla 3—0, karb przechodzi
w szczelig i obliczony wspotczynnik intensywsoi nape-
zen F—1. Przy B—mn ramiona karbu tworz krawedz
potptaszczyzny i wéwczas wspotczynnik intensyégio
napezen w wierzchotku szczeliny ogja dobrze znan
wartcé¢ Fi—1,1215 (patrz np. Savruk, 1988).

Obliczone wartéci F(B) poréwnano z zal@oscia
aproksymacyja uzyskam na drodze analitycznej (Savruk,
Ritsar 1999):

- 2Y2° M r(@-n)/c)
e @-N/c+o5)]

T 20 +sin2a
C=o—F— 5 a=n-pB.

, 15
2 a2 -sina (15)
Maksymalna rénica poréwnywanych wielksei F, obli-
czonych numerycznie i przyhinych zalenoscia (15)

wystapita dlap=70° nie przekraczag 1%.

Obliczone, asymptotyczne wastd wspoétczynnikéw in-
tensywndci napezen w szczelinach zlokalizowanych
w wierzchotku nieskficzonego karbu V mag postuzy¢
do oszacowania wspotczynnika intensy¥aio napezen
dla szczeliny wychodgcej z wierzchotka karbu o skozo-
nej gkbokasci. Na przyktad wspotczynnik intensywsm
napezen dla szczeliny w wierzchotku ostrego karbuatik
rozwarcia B=n/3 wycietego w krawdzi péiptaszczyzny
jest réwny (Savruk 1988):

K\ = 1186Vmpd* = 1203p(md)*_

gdzie d jest gkbokascia karbu a wyktadnik osoblivgi
napezen jest rownyi=0,4878. Obliczona, asymptotyczna
wartas¢ wspoétczynnika intensywr§oi napezen w wierz-
chotku szczeliny zlokalizowanej w wierzchotku karbig-
skaiczonego wynosF, = 1,000. Zatem szacunkowa war-
tos¢ wspotczynnika intensywrioi napezen w wierzchotku
szczeliny jest réwna:

Ky =R KY ()27 = (16)
= 12031 /d) ™ F, pyri =F, pvTi

Wartadici bezwymiarowych wspotczynnikéw,” obli-
czono dla rénych stosunkéwl/d dlugdici szczeliny
do gkbokdici karbu i zestawiono w tab. 1.
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Dla szczelin o niewielkiej diugei (w poréwnaniu
Z gebokaécia karbu), wzgddny bhd oszacowania (16)
wynosi ok. 2%. Dla szczelin o gkszej dtugdci, bfad
oszacowania nharasta asymptotycznie. Podobne wyniki
otrzymano poréwnuag dane i oszacowane waitd wspot-
czynnikdw intensywn¢ci napezen dla szczeliny wycho-
dzacej z wierzchotka karbu zaalglonego wyaitego
w rozcigganej poiptaszcznie [15]. Dla statej wzgldnej
dtugdci szczeliny I/d =01 wyrazenie (16) przyjmuje
post&:

K, = 3699F, pJil = F pJm

17)
Tab. 1. Poréwnanie wspétczynnikdw intensywdoonapezen
oszacowanych ze wzoru (16) i opublikoyehn
przez Hasebe and lida (1978)
I/d 0,005 | 0,098| 0,016 0,184 0,548
Fr 16,44 | 11,49| 893 273 161
F 16,07 | 11,25 876 283 188
AF| [%] 2,3 2,1 1,9 34 | -142
Tab. 2. Poréwnanie wspoiczynnikow intensywieo napgzen
oszacowanych ze wzoru (17)
i opublikowanychNisitani i Oda (Savrul988)
e=pl/l 1,25 2,5 5,0 10,0
p/d 0,125 0,25 0,5 1,0
FI 0,9679 0,9105 0,8008 0,5650
Fl* 3,580 3,368 2,962 2,423
FNO 3668 | 3532 | 3,250| 2,856
AF| [%] -2,4 -4,6 -8,9 -15,2

Jak pokazano w tab. 2, dla niewielkich waciopro-
mienia zaokaglenia wierzchotka karbu (w poréwnaniu
Z jego gtbokdécia), bfad oszacowania (17) jest akceptowa-
ny.

4. DWIE SYMETRYCZNE SZCZELINY
W WIERZCHOLKU KARBU

Rozwaa sk dwie prostoliniowe szczeliny (kontutys
i Ly), symetryczne wzgblem o0siOx, o roéwnych dtugo-
sciach l;= 1,=1, wychodace z zaokiglonego wierzchotka
karbu V. Kat jaki tworzz szczeliny oznaczon@a (patrz
schemat na rys. 3). Podobnie jak w poprzednim pazyk
dzie, ¢ = pll jest wzgédnym promieniem zaokglenia
wierzchotka karbu. Symetria uktadu oraz symetriaipte-
nia powodujeze zachodz nastpujace warunki:

Uy (&) =w(&), n=n;,
Uy (&) = Us(&)), Ng =Ny,

i:],..,nz,

1=1...n; (18)



Podstawiajc warunki (18) do (13), otrzymujeesivyni-
kowy uktad réwna liniowych.

Obliczenia udato giprzeprowadz dla dowolnej kom-
binacji parametrovg, €, i d z przedziatow: %2p<175°,
0,00ke<100, 5°<20 <170°. Otrzymane warki bezwy-
miarowych  wspélczynnikow intensyws  napezen
dla skrajnych wart&i kata rozwarcia karbu 2s3 zgodne
z wynikami dla uktadu rozgetionych szczelin w nieogra-
niczonej, rozciganej ptaszczinie —0 oraz dla uktadu
dwoch szczelin w kragdzi rozchganej potptaszczyzny
2p—m (patrz Savruk 1988).

Ze wzgkdu na dug liczbe niezalenych parametrow
zadania, prezentacjvynikéw ograniczono do przypadkow
0 znaczeniu praktycznym. Na rys. 2b,c przedstawizao
leznos¢ wspotczynnikéw intensywrigi napezen dla szcze-
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lin umieszczonych w wierzchotku karbu acie rozwarcia
ramion B=60° od wzgkdnego promienia zaokglenia
wierzchotka karbu. Podobnie jak w przypadku pojedg
szczeliny, dlae<1l wptyw zaokgglenia na obliczane wspét-
czynniki intensywnéci napezen jest niewielki, a otrzymy-
wane wartéci F, i F;, 53 zblizone do odpowiednich warto-
$ci dla karbu ostrego.

Dla pewnych wartéci kata 20 (rys. 2d) wartéci
wspotczynnika intensywrici napezen F, osikgaja maksi-
mum. Wartdci te otrzymano rozwgzujac réwnanie nieli-
niowe K, (0) =0 (dla katow rozwarcia karbu z przedziatu

5°<2B<180°) metod siecznych.

LY LI B B Y

LY LY
g

'
TN EATERNTENY BTN SN SRR 1 BTN ANY B

001 01 1 10 100 ¢

FH @I _| T T T
0,2 e

0,1

Y/ SR
-0,1 »
ol R O8)
30° 60° 90°120° 150°9g

L
°120° 150°24

30° 60° 90

Rys. 2.Bezwymiarowy wspotczynnik intensywsm napezen F, w wierzchotku pojedynczej szczeliny w funkcji vigdnego promienia
zaokgglenia karbu (a); bezwymiarowe wspotczynniki intgmsosci napezen F (b) i Fy (c) dla symetrycznego uktadu szczelin,
w funkcji kata pomédzy szczelinami2d dla kata rozwarcia karbu®2-60°; kat 20 przyF max » Fn =0 w zalenosci od kata roz-

warcia karbu B (d)

5. WNIOSKI

Dokonano obliczé wspotczynnikéw intensywrigi na-
prezen dla wanego problemu mechanikiekania. Otrzy-
mane rozwizanie asymptotyczne ma ogolny charakter —
wspotczynniki intensywniei napezen w wierzchotkach
szczelin § wyrazone poprzez wspétczynnik intensywoo
napezen w wierzchotku karbu V, z ktérego wychagdz
Jak pokazano, zalroi¢ ta mae by wykorzystana
do szacowania wspotczynnikbéw intensyétio napezen

w wielu przypadkach szczegélnych elementéw z karbam
poddanych symetrycznemu rozrywaniu

Zaprezentowano nawtechnile metody osobliwych
réwnax catkowych umaliwiajaca efektywne rozwizywanie
zagadnié z ukltadami przecinagych st szczelin. Wywa-
jac typowego sprgu komputerowego, w krétkim czasie,
obliczono z dug doktadndcia wartasci wspétczynnikéw
intensywndci napezen dla praktycznie petnych zakreséw
zmienndci parametréw geometrycznych zadania. Dane
te mog by¢ podstavy opracowania wzoréw aproksymacyj-
nych o charakterze ignierskim.
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STRESS INTENSITY FACTORS AT CRACK TIPS
LOCATED AT ROUNDED V-NOTCH VERTEX

Abstract: The problem of the stress intensity factors fastem
of cracks emanating from infinite rounded V-notgler subjected
to tearing load was solved. Numerical values wdainbd for two
most important symmetrical cases — the single ceackthe sys-
tem of two cracks of equal length. The influencehaf notch apex
rounding radius on the stress intensity factorsratk tips was
analyzed. The asymptotic solution which was obthimnas general
nature — stress concentration factors at the dipckre expressed
as a function of V-notch stress intensity factorftss relationship
could be applied to estimate essential fracturehiangics parame-
ters in the wide range of particular symmetricallppems of frac-
ture of V-notched structural elements subjecteiganing loads.



