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StreszczenieW pracy analizowano pola napen i wzgledne przemieszczenia brzegéw niewielkich symetrycargknigé
powstatych w wierzchotku plaskiej szczeliny pod pgm katem do jej plaszczyzny. Zaproponowano analityczno-
numeryczg metod wyznaczania uogoélnionej wasm wspotczynnika uwalniania enerdd. Dla ptaskiego i antyptaskiego
stanu odksztalcenia wyznaczono wezlyle przemieszczenia brzegéw odgainych szczelin w zammosci od kierunku na-
chylenia odgaizionego pkniccia i rodzaju obeizenia zewntrznego. W obliczeniach wykorzystano metoelementow
skaiczonychMES. Wzgledne rozwarcie brzegdéw odgalen szczeliny opisano odpowiednimi funkcjami uwadgtiajgcymi
charakter osobliwgei pola napgzen w okolicy wierzchotkowej umdiwiajacymi obliczenie wspotczynnikd .

1. WPROWADZENIE

Blizsze badania wielu przyczyn uszkoflzdementéw
konstrukcyjnych wskazaj ze jedra z najczstszych przy-
czyn wysgpowania awarii g pekniecia i wady materiatowe
— nieciglosci (szczeliny) wynikagce z procesu technolo-
gicznego, oddziatlywania olazienia orazsrodowiska. Roz-
woj tych wad do rozmiaréw krytycznych jest gtéavprzy-
czym uruchomienia procesiekania i wysgpowania ztomu
kruchego lub zrrzeniowego.

Teoretyczne kryteria inicjacji i propagacji szcreka
niezkedne do okréenia trwaldci i wytrzymaidci kon-
strukcji przy danym obgreniu. Problem ten jest szczegol-
nie skomplikowany w przypadkach wygbwania ztaone-
go stanu obaienia, zwlaszcza zmiennego, gdzie poten-
cjalna trajektoria gkniecia jest krzywoliniowa i rozgat
ziona. Obliczanie komponentéwy pol napezen w okolicy
wierzchotkowej pkniecia jest wanym elementem oceny
wytrzymatdici elementéw konstrukcyjnych i nie stanowi
problemu w sytuacji, gdy ehkniecie wzrasta stycznie
do kierunku szczeliny gtéwnej lub wtedy, gdy tramia
szczeliny zmaczeniowe] tagodnie si zakrzywia. Mana
wowczas zastosowaznane rozwizania analityczne opra-
cowane przez Sneddona (1946) i Irwina (1957) wykorz
stywane w liniowej mechaniceania. Wyznaczone w ten
sposob wartéci napezen i wzglednych przemieszche
stanows podstaw do wyznaczania wiellkigi charaktery-
stycznych decydagych o pedkosci pekania, w tym energii
uwalnianej w czasie propagacjekmiecia. Ma ona istotne
znaczenie przy formutowaniu kryteriovekania, zwlaszcza
w ztozonych stanach obeien.

W przypadku, gdy odgetione gkniecie lub gkniecia
powstaj pod pewnym #tem « do kierunku szczeliny
gtéwnej (Rys. 1), wzgldne przemieszczenia brzegéw nie
sa znane, a wartgi wspoétczynnikdw intensywrigi nape-
zeniakK,@, K, i K, w otoczeniu wierzchotkéw powsta-
tych szczelinek magdiametralnie odbiegaod ich odpo-
wiednikowK;, K, i Ky, prawdziwych dla szczeliny gtownej

bez odgaizien. Zagadnieniom tym pwiecono wiele prac,
jak np.: Palaniswamy i Knauss (1972), Husain i {{1874),
Chatterjee (1975), Wang (1978), Seweryn (2004),tév k
rych zaproponowano #e metody oszacowania pol prze-
mieszczé oraz zmian energii w zatrosci od lata nadpk-
niecia i obchzen zewretrznych.

Rys. 1.Niewielkie symetrycznegknigcia o dtugdci b powstate
pod latema do ptaszczyzny szczeliny gtbwnej oraz
odpowiednie wspétczynniki intensywsm napezenia

2. CEL | ZAKRES PRACY

Celem pracy bylo wyznaczenie wgdhych przemiesz-
czeir brzegow niewielkich symetrycznych szczelin powsta-
tych w strefie wierzchotkowej szczeliny gtéwnej. O#li-
wiaja one okrélenie wartdci uwalnianej energii, ktdrej nie
mozna wyznaczy za pomog znanych rozwazan anali-
tycznych. Rozpatrywano niewielkie symetryczne oegat
zienia o diugéci b powstate w wierzchotku szczeliny
gtéwnej pod ktem a. Uwzglkdniono trzy niezalene przy-
padki obcizenia odniesione do ptaszczyzny szczeliny
gtownej: dwuosiowe rozgganie,scinanie wzdtune i $ci-
nanie antyptaskie (poprzeczne). Wéciop6l wzgkdnych
przemieszcae brzegébw odgagkienia wyznaczono metad
elementow skaczonych -MES lIstotne g réwniez zmiany
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rozktadéw pol naprzen w okolicy wierzchotkowej szczeli-

ny gtéwnej spowodowane obece® dwoch odgaizien.
Zakres pracy obejmowat:

— wybor geometrii pkniecia i sposobu jego modelowania;

— dobranie odpowiedniej siatki elementéw s&ponych;

— obliczenie wzgddnych przemieszcaebrzegéw;

— aproksymagj wzglednych przemieszcie brzegéw
odgatzionego pkniecia odpowiednimi funkcjami
uwzgkdniajacymi charakter osobliwgei pola napgzen;

— obliczenie wspétczynnik& uwalniania energii;

— obliczenie pol nagzen zredukowanych w okolicy
wierzchotkowej w obecrizi dodatkowych odgakien.

3. MODEL NUMERYCZNY MES

Trzy ptaskie prostaktne tarcze, przedstawione schema-
tycznie na Rys. 2, opisano odpowiednioeszgzon siatky
elementow skiczonych (Rys. 3).

Przyjeto nas¢pujace obcyzenia:

— dla rozcagania i scinania wzdtanego — jednorodne
jednostkowe obaizenie nominalnegs i 7, odniesione
do ptaszczyzny szczeliny gtownej;

- dla $cinania poprzecznego (w antyptaskim stanie od-
ksztalcenia), jednorodne jednostkowe rapnie stycz-
ne 3 skierowane prostopadle do ptaszczyzny tarczy
i rowniez odniesione do ptaszczyzny szczeliny giéwnej.
W rozpatrywanych przypadkach pretg jednostkow

dhugas¢ szczeliny gtéwnejl oraz stosunek diugoi b/l

réwny 0,01 i 0,005, w celu sprawdzenia stahithazyska-

nego rozwazania numerycznego. Wzglna zmiana diugo-
$ci odgakzien nie spowodowata znagzych ré&nic pol
napezen i przemieszcze Zmniejszagc dwukrotnie diu-

gos¢ odgakzien, réznice wynikow nie przekraczaty 1%.
Zmieniano lt a nachylenia odgazien w stosunku

do szczeliny gtéwnej w zakresie od %480 90, co 15.

Do obliczer wykorzystano program ANSYS. Dla przypad-

ku rozcihgania iscinania wzdlanego uyto osmiowezio-

wych elementéw skazonych typu PLANE82 w ptaskim
stanie odksztatcenia, natomiast dla przypadkinania
poprzecznego - smioweztowego elementu PLANE77.

Wierzchotki szczelin otoczono specjalnymi elemerntam

tréjkatnymi, o wielkdci wzglednej rzdu 1% dtugéci b,

uwzgkdniajpgcymi charakter osoblingei pola napgzen

typu r'®® gdzier oznacza odlegks od wierzchotka szcze-
lin.
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Rys. 2.Szczelina o diugi | z niewielkim symetrycznym odgatieniem pod ktema, w tarczy:a) rozcaganej,b) scinanej wzdtunie
orazc) scinanej poprzecznie, gdzie obgnia zewntrzne odniesioneagdo ptaszczyzny szczeliny gldwnej

Rys. 3 Siatka elementéw skezonych w okolicy rozwidlenia szczeliny A oraz vaehotka symetrycznego odgaienia B.

4. POLA NAPREZEN W STREFIE ODGAL EZIENIA

Na Rys. 4a i 4b przedstawiono mapy rgen zredu-
kowanych wedtug hipotezy H-M-H, a na rysunke) $ola
napezen tmax W strefie odgaizionych gknie¢ dla trzech
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przypadkow obeizenia. Odpowiednie obgienia nominal-
ne przytazone na odlegtych brzegach tarczy mialy w&irto
jednostkovg. Wyniki obliczer numerycznych wskazajze
wielkos¢ i ksztalt osobliwego pola nagien tworzacego s¢
w strefie wierzchotkowej zahy od kata a oraz rodzaju
obciazenia.
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Rys. 4.Pola napgzen zredukowanych wed’rug hlpotezy H-M-H
w okolicy odga¢zien dla:a) dwuosiowego rozegania,
b) scinania wzdlanego oraz warti 7,4 dlascinania
antyptaskiega). Jednostkowe obgienia nominalne
odniesione do ptaszczyzny szczeliny gtownej
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5. OPIS ANALITYCZNY ROZWARCIA
SZCZELINY

Wzgledne przemieszczenia brzegéw odga@nia, uzy-
skane dla obgien wzdtuznych {=1), poprzecznychj£2)
oraz prostopadlych do plaszczyzny tarcpB{, aproksy-
mowano w kadym przypadku nagpujaca funkcia:

Auj(x,a):(AjD(3+BjD(2+CjD<+Dj)|3/b—x 1)
ktorej wspotczynniki zalene od lgta o: Ai(a), Bi(a), G(a),
Dj(a), dopasowywano za kdym razem metad najmniej-
szych kwadratéw do rozedania numerycznegdVES
Przyeta funkcja (1) uwzgldnia charakter osoblivici
zwiagzanej z wierzchotkiem odgatienia i opisuje odpo-
wiednimi wielomianami warté&i obliczonych przemiesz-
czei. Pocatek uktadu wspétrednych umieszczono
w wierzchotku szczeliny gtéwnej, a pakenie wierzchotka
odgatzienia odpowiadato wargoi b.
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Rys. 5.Unormowaneprzemieszczenie wzglne brzegéw odgeat
zienia przyscinaniu w ptaszczinie szczeliny gtéwnej:
o=-75" - obliczenia wedtudl,” (Rys. &), a=-9¢
(Rys. %) - obliczenia wedtudk,'”, x — rozwhzanieMES
linia ciaggta w wierzchotku odgafienia — obliczenia
na podstawie wzoru (2)

W celu wyznaczenia zagju oddziatywania osobliwych
pél napezen w okolicy wierzchotkowej dokonano, w ka
dym przypadku, aproksymacji wzglnych przemieszcre
obydwu brzegéw odgeienia, wykorzystujc znane kla-
syczne wzory na przemieszczenia wdgle w zalenosci
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od lokalnego wsp6iczynnikig:

AWJ- xa) :Wmﬁa) m, daj=1,2
(@)

Aw, (x,) :4‘/37?;1}) K A/b-x.dlaj =3

W celu umdaliwienia poréwnania otrzymanych wyni-
kéw MESz rozwizaniem analitycznym waym w okolicy
wierzchotkowe] pojedynczej szczeliny (Ishida i Nisiy
1982; Tada i inni, 1973), wszystkie wyznaczone wagé
przemieszczenia brzegéw matego odgignia unormowa-
no wzgkdem wartdci N; opisanych wzorami (3), ktore
odpowiadag przemieszczeniom WSO brzegéw w odle-
glosci b za wierzchotkiem hipotetycznej szczeliny prostoli-
niowej o wspétczynniku intensywsoi napQZeniaKj(“).

—7)2
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Rys. 6.Przemieszczenie wzgine brzegéw odgetienia przy
rozcigganiu w ptaszczsnie szczeliny gléwnep=75",
X — rozwhzanieMES Linia ciagta: a) — obliczenia
wedtugK,,“ orazb) wedtugK, na podstawie wzoru (2)

Na Rys. 5a przedstawiono unormowane przemieszcze-

nia wzgkdne brzegébw odgetienia w kierunku o0six
dla kata a=-75’, przy jednostkowym obgteniuscinajacym
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w plaszczynie szczeliny giéwnej. Dla poréwnania za-
mieszczono hipotetyczne przemieszczenia obliczoee w
dlug wzoru (2). Widoczneasznacace r&nice ilosciowe

i jakosciowe medzy rozwhzaniemMES a rozwizaniami
wykorzystupcymi lokalne cztony osobliwe przemieszaze
W wyniku zastosowanie wzoru (1) do opisu rozwarcia
brzegéw na catej dlugoi nadgkniecia otrzymano krzywe
praktycznie pokrywaice sé z rozwgzaniemMES ktérych
nie pokazano na Rys. 5 — 7 dla zachowania przepgis
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Rys. 7.Przemieszczenie wagine brzegéw odgetienia
dlascinania antyptaskiega@) a=75", b) a=9¢, x —-MES
Linia ciagta — obliczenia wedtulf,, @, wzér (2)

Podobne poréwnanie przedstawiono na Rys. 5b) dla od
gakzienia pod ktema=-90° i przy obcazeniuscinajcym
w plaszczynie szczeliny gtdwnej. Wybrane krzywe
wzglednych przemieszche brzegéw odgarionego pk-
niecia przedstawiono réwniena Rys. 6i 7.

Z przeprowadzonej analizy wzglhych przemieszche
brzegéw pkniecia wynika, ze zaréwno ksztatt jak
i wielkos¢ rozwarcia zaleg od kata o oraz typu obaizenia,
ponadto g one jakéciowo odmienne od znanego rozwi
Zania opartego na teorii szczelin prostoliniowych.

Wyznaczenie warkei przemieszcaebrzegow w strefie
pocatkowej odgadzionego pknigcia madiwe jest wy-
tacznie metodami numerycznymi, a wszelkie proby jpber
lacji, bez uwzgjdniania rozwizaniaMES mog by¢ obar-
czone powanymi bledami.

6. WSPOLCZYNNIK UWALNIANIA ENERGII

Wielkos$¢ energii uwalnianej dla kalego z dwoéch sy-
metrycznych odgakien o dlugdci b, wyrazonej wspot-



czynnikiemG, wyznaczono z nagtujacego wzoru:

TG’M (X) Ay, (x, a) [Eix+
G (a)+ 1 0 (4)
G(a) =|G, (@) +=lim—| [ 7, (x) [Bu, (x, @) [dx+
b-0 2[h
Gy (@) %
jryz(x) [Au, (x, ) [dix

gdzie: o, Ty, 7y, — NAPEzenie normalne i styczne w ptasz-
czyznie odga¢zienia wynikajce z rozwizania analitycz-
nego dla szczeliny gtownejiu; — wzgkdne przemieszcze-
nia (wzdtwne lub poprzeczne) brzegéw odgaénia obli-
czoneMESi opisane wzorem (1h — dlugad¢ odgatzienia.

Tab. 1.Unormowane wartai wspétczynnikowG, (o) i G, ()
dla rozcggania, obliczone proponowgametod
oraz wedtug lokalnych warfoi wspotczynnika
intensywnéci napezen K,® orazK,

Dwuosiowe rozeiganie
Kat Obecne rozwizanie Rozwizanie wedtug [8]
a[] |G'(@) |Gi'(@) |G (o) |Grk (@) | Gupk () | Gex (@)
45 | 0,485| 0,028 0,518 0,488 0,019 0,507
60 | 0,383] 0,067 0,449 0,380 0,053 0,432
75 | 0,259 0,098/ 0,35¢y 0,247 0,08% 0,333
90 | 0,145/ 0,107 0,258 0,155 0,09% 0,250

Tab. 2. Unormowane wartai wspétczynnikowG, (o) i G, ()
dlascinania w ptaszczinie szczeliny obliczone
proponowan metod, oraz wedtug lokalnych warfoi
wspdiczynnika intensywriei napezen K, orazk,®
(Seweryn, 2004)

Scinanie w ptaszczinie szczeliny
. Rozwigzanie wedtug
Kat Obecne rozwjzanie K orazK,©®
a1 |6'(a) [G/'(0)|G(®) | Gr' (@) | Gurc () | Geor (@)
45 | 1,191 | 0,086 1,277 1,324 0,008 1,332
60 | 1,369 | 0,012 1,381 1,338 0,008 1,347
75 | 1,383 | 0,006] 1,389 1,342 0,006 1,348
90 | 1,237 | 0,065 1,302 1,187 0,055 1,243

Tab. 3.Unormowane wartei wspétczynnikowGy, ()
dlascinania antyptaskiego obliczone proponowan
metod) oraz wedtug lokalnych warfoi wspotczynnika
intensywndci napezen K, (Seweryn, 2004)

Scinanie antyptaskie

Obecne Rozwigzanie

Kat | rozwiazanie wedtugK, ©
a [O] GIII*((I) GIIIPK*((I)
45 0,656 0,649
60 0,627 0,621
75 0,572 0,564
90 0,496 0,487

Wz6r ten wyraa klasycza definicje wspotczynnika
uwalniania energii prawdziwvdla szczeliny prostoliniowej
Z 3 roznica, ze obecnie warkei wzglednych przemiesz-
czai brzegéw pknigcia na diugéci b nie 1 znane. Zmien-
na x, (wzdlz odgatzienia) zwgzana jest z lokalnym ukla-

acta mechanica et automatica, vol.5 no.1 (2011)

dem wspotrzdnych (Rys. 1). Wartei napezen normal-
nych i stycznych, uwalnianych wzdipowierzchni odgat
zienia, § znane i zaly od wart@ci wspotczynnikéwkK;,

Ky i Ky szczeliny gtéwnej, natomiast funkcje wegdhych
przemieszcae brzegéw odgakienia nie g znane (oprécz
kata o=0) i musa by¢ wyznaczone metodami numerycz-
nymi. Zagadnienie to rozaZano obecnie dla trzech nieza-
leznych przypadkow obsirenia zdefiniowanych wcZaiej

i przylozonych dostatecznie daleko od szczeliny z syme-
trycznym odgaizieniem. Unormowane wanroci Gj*(a)
wspotczynnikaG(a) dla odpowiednich obgken przedsta-
wiono w Tab. 4, 5 i 6. Zostaly one odpowiednio unof
wane wzgédem wartdci Go(0), czyli dla prostej szczeliny
gtéwnej o diugdci I+b.

a)

0,60
---G1

0,50 —-G2

e
~~

0,40

~<o
S~
~ao

0,30 S

~eo
S~
~~

0,20

~~e

0+ ===

0,00 f f
45 60 75 90

Unormowane wartosci G;/ G,

b)

1,60
1,40 -
1,20 -==""

1,00
0,80
0,60
0,40
020
000 F—======- -

Unormowane wartosci G;/ G,

apl
c)
0,70
0,60
0,50
0,40
0,30

—G3

0,20
0,10
0,00

Unormowane wartosci G;/ G,
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afl
Rys. 8.Unormowane wartii energii uwalniane;(a)
dlaa) rozciggania,b) scinania wzdtanego
i ) $cinania poprzecznego

Dla porownania zamieszczono hipotetyczne wéaito
unormowaneGipk (o) wyliczone wedtug wzoréw podanych
w pracy Palaniswamy i Knaussa (1972) w oparciukalize
wspotczynniki intensywnéi napezeniak, @, K, i K, .
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Wyniki obliczen unormowanych wspétczynnikéw
G/ (@), Gy («) i Gy () przedstawiono na Rys. 8a — 8c.

Podobne zagadnienia dotyce szczeliny gtéwnej z po-
jedynczym odgakzieniem przedstawiono w pracy Chatter-
jee (1975).

7. WNIOSKI

Na podstawie przeprowadzonej analizy numerycznej
mozna stwierdzi, ze ksztatt wzgidnego rozwarcia brze-
gbw kazdego z symetrycznych odgaten odbiega pod
wzgledem jakdciowym od ksztattu rozwarcia okolicy
wierzchotka szczeliny prostej. Dotyczy to przedezyes-
kim przypadkow rozeigania iscinania wzdtanego, gdzie
réznice medzy rozwarciem obliczonym z wykorzystaniem
MES a wyznaczonym ze wzoréw klasycznych z uwdgl
nieniem lokalnych wartai K, i K,® zasadniczo siréz-
nia. Natomiast w przypadkgcinania antyptaskiego zaice
przemieszcze i odpowiadajcych im energii Gy («)
sa nieznaczne. W pracy analizowanat kn w zakresie
45°-90°, dla ktérego ksztalty rozwarcia odgzien s3 zna-
czaco odmienne od przemieszézbrzegow szczeliny pro-
stoliniowej oraz odpowiadajkatom spotykanym w zagad-
nieniach praktycznych.

Zaproponowana metoda wyznaczania wspoiczynnika
G(a) umazliwia uogblnienie koncepcji wspétczynnika
uwalniania energii w sytuacji powstawania podwémeg
odgatzienia w wierzchotku szczeliny gtéwnej. Przeprowa-
dzona analiza pozwala opésdosciowo i jakagciowo war-
tos¢ energii uwalnianej w czasie powstawania takichaadg
tezien, przy czym maliwe jest wyznaczenie nie tylko war-
tosci catkowitej wspoétczynnika uwalniania energii, ale
réwniez poszczegoélnych jego skiadnikovg(a), Gy(a)

i Gii(a)-

W przypadku rozeigania wspoétczynnikG (a) maleje
monotonicznie ze wzrostemyti pekania, natomiast wspot-
czynnik G (a) wzrasta wraz z narastaniemt&a.

W przypadkuscinania wzdtznego szczeliny gtéwnej,
maksimum uwalnianej energii odpowiadatdwi okoto
75 stopni.

Wartasci Gj(a) obliczane metogl bezpdredna, przez
catkowanie iloczynu przemieszgze uwalnianych nagr
zen, §3 zblizone do ich odpowiednikéw obliczanych z lo-
kalnych wartéci wspétczynnikdw intensywrigi napezen
K;® dla wierzchotka odgatienia.
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ANALYSIS OF STRESSES,COD AND ENERGY
RELEASED RATE G FOR SYMMETRICALLY
BRANCHING CRACKS

Abstract: Mutual interactions between two neighboring siagul
stress fields for symmetrically branching cracke analyzed.
Using the finite element method and ANSYS prograetative
crack opening displacements and range of validitthe singular
stress fields have been obtained. Some specialtidmscwere
chosen for describing crack face opening and caticig the ener-
gy release rat& and its particular components. Numerical results
made it possible to explain the influence and appiiity of stress
intensity factors for such cracks and show qualityt additional
effects and cracking conditions around the crapkftir plane
and anti-plane crack problems.



