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StreszczenieMechanizmy g przykltadami tacuchow kinematycznych zamkitych o strukturze drzewa. Zapis rowinau-
chu takich uktadéw we wspokdnych zhczowych, wymaga wczaiejszego mglowego rozajcia tancuchéw zamknitych
i sformutowania réwna wiezéw domykajcych. W rezultacie dynamika mechanizmu jest opisddadem réwna réznicz-
kowo-algebraicznych, ktéreysrudne do rozwazania. W pracy przedstawiono spos6b, w ktérym aadgaiania m¢dzy roz-
cietymi myslowo ciatami modelowanegs wzyciem spezyn o odpowiednio dobranych wspétczynnikach sztysend®odej-
4cie takie eliminuje réwnania wz6w domykagcych, dz¢ki czemu réwnania ruchu przyjmuposta rowna rézniczkowych

zwyczajnych.

1. WSTEP

Modelowanie mechanizméw we wsp&dnych zh-
czowych wymaga mjjowego rozaicia wszystkich tacu-
chow zamkngtych (Harlecki, 2002). W rezultacie otrzymu-
je sk zastpczy uktad otwarty, ktérego ruch opiguwyspot-
rzedne zhczowe (Wittbrodt i inni, 2006). Dynamiczne
réwnania ruchu mechanizmu otrzymuje si wyniku pob-
czenia rowna ruchu uktadu zaspczego z réwnaniami
wiezéw domykajcych rozcgtych par kinematycznych.
Stanowj one uktad réwnéa rézniczkowo-algebraicznych o
indeksie 3. Rozvazywanie rowna o tak wysokim indeksie
jest trudne i najezciej sprowadza sije do ukltadu réwna
rézniczkowych zwyczajnych przez wykonanie kolejnych
rézniczkowar réwnar wiezéw (Blajer, 1998; Harlecki,
2002). Podecie takie mae prowada do naruszenia réw-
nan wiezéw oraz ich pierwszej pochodnej, cozna zniwe-
lowa¢ przez zastosowanie metod stabilizacji rownee-
z6w np. metody Baumgarte'a, wzbogaconego sformutowa
nia Lagrange’a czy tepodefcia Brauna-Goldfarba (Blajer,
1998, 2011; Fczek, 2002).

Inny spos6b modelowania roztich par kinematycz-
nych polega na odbieraniu movosci ruchu hczonym
elementom przez zastosowanie ukfaduespr translacyj-
nych lub/i rotacyjnych o odpowiednio zZgch wspétczyn-
nikach sztywnéci (Adamiec-Wéjcik i inni, 2008). Zalet
takiego podeicia jest mniejsza liczba réwhnapisupcych
ruch mechanizmu oraz brak niewiadomych sit oraz smom
tow reakcji, dziatgcych w rozogtych pohczeniach.
W pracy (Adamiec-Wojcik i inni, 2008) przedstawiono
model zasfpczy pohczenia sferycznego, w ktorym defor-
macje elementéw sarystych okrélono w ukladzie bazo-
wym. W niniejszej pracy przedstawionedd modele za-
stepcze padczeir: sferycznego, obrotowego, przesuwnego
oraz cylindrycznego. Odksztalcenia zpsizych elementéw
sprzystych wyznaczaneebda w uktadzie lokalnym zva-
zanym z jednym ztzonych ciat.

2. OPIS RUCHU MECHANIZMU

W niniejszej pracy przyjo, ze mechanizm ma by
zlozony z cztondw sztywnych lub podatnych, przy czym
do dyskretyzacji cztonéw podatnych stosowana jestodoa
sztywnych elementéw skoezonych (Wittbrodt i inni,
2006). Na Rys. 1 przedstawiono mechanizm w postaci
tancucha kinematycznego o strukturze drzewa z pojedyn-
czym taicuchem zamketym. tancuch ten rozeto my-
slowo w parze dczacej cztonl oraz czionp. W szczegol-
nym przypadku, gdy czlonygpodatne, rozeta paradczy
sztywne elementy skeozone, na jakie je podzielono.
W miejsce rozeitej pary wprowadzono sity oraz momenty
reakcji okrdlajace oddziatywania zachoglze medzy k-
czonymi ciatami. W dalszych rozwaniach przyto,
ze oddzialywania te przekazywang @rzez uktad spzyn
translacyjnych oraz rotacyjnych o odpowiednio dolycé
wspétczynnikach sztywrigi.

Wspétrzdne uogolnione opisage ruch czlonow oraz
p wzgledem podstawy mma zapis&w postaci:

(b)
q" :B(')} (1.1)
(b)
q {g(m} (1.2)
oazie: @V =[], . a¥=[d"], , - wepoh

rzedne okrélajace ruch 4czonych ciat wzgldem cztonub,
q® :[qi(b)lzl . — wektor wspéirednych uogéinionych

okreslajacych ruch ciatd wzgledem podstawy.

Ruch cztonu bazowegb oraz cial poprzedzagych
ten czton w tacuchu kinematycznym jest wspoiny dla obu
taczonych cial. Mana wykazé, ze sity dzialajce w roz-
cietym pohczeniu nie zales od wspéirzdnych uogéinio-
nych czlonu bazowego, leca galezne jedynie od wspot-
rzednych uogoélnionych opisagych ruch cztonéw orazp
wzgledem cztonu bazowego.
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a)

b)

Rys. 1.Przyktadowy mechanizm przed (a) oraz po (b) rgeitancucha zamknriego

Macierze transformacji z uktadéw}oraz {p}, zwiaza-
nych z czionami orazp, do ukladu inercjalnego moa
wyrazi¢ jako ziazenie:

B"=B®B" (2.1)
B(M=pg® g(» (2.2)

gdzie: B® =B®(q"”)- macierz transformacji z uktadu
bazowego b} do uktadu inercjalnego {},B"” =B"(g"),

B® =B (q'?) - macierze okréajace potaenie i orienta-
cje taczonych ciat wzgidem ukiadu b}.

Z czionamil orazp zwigzano dodatkowo ukladyf x}
oraz{«} tak, aby ich pocatki znajdowaty st w punkcie x
okreslajagcym pohkczenie Macierze transformacji z tych
uktaddéw do uktadu bazowego ura zapisaw postaci:

B =0 AW (3.1)
B®W =B® A (3.2)

gdzie AW, A® s macierzami transformacji o statych
elementach. Macierze te oki&ja potozenie oraz orientagj
uktadow {x} oraz {x} wzgledem uktadow lokalnych ciat,
z ktérymi je zwyzano.

3. MODEL ZAST EPCZY POLACZENIA
SFERYCZNEGO

Na Rys. 2 przedstawiono przegub kulistgzhcy ciatal
oraz p. Przegub ten zagtiono ukladem trzech sptyn
translacyjnych, z ktérych kda dziata w kierunku réwno-
legtym do osi uktady «}.

Energe odksztalcenia sprystego uktadu zasgpczego
okresla zaleznosé:

Vs :%Ar“”c@ N 4

gdzie: AF*) — wektor okrélajacy potazenie pocatku ukta-
du {} wzgledem uktadu{x}, 1,=[0 0 0 ', C¥ -
macierz wspotczynnikow sztywlo sprzyn translacyj-

1 000
nych, AF® =@ B®" B®|,, ®=/0 1 0 0| - ma-
0010
¢ 0 o
cierz zwezajaca, C¥9 =| 0 c¥) 0
0 0 o

Energia ta jest zatma tylko od wspétrgdnych opisuj-
cych ruch cztonéw oraz p wzgledem cztonu bazowego.
Pochodne z energii (4) wzglem wspotrzdnych uogdlnio-
nych mana zapisé nastpujaco:

oV, = (k)" ~(K) A (K
aq{'S) = EW ct ar® (5.1)
0V, = (k) ~(K) A (K
aq@) LEW ClO Ar® (5.2)
gdzie: |E® = {_"’Aif) } EW = [(W(“)’ }
. — ' p — il
aqf &=1,..,n" aq”p n=1,...,n(P
#(K) B B #(K) B B
a(?j(l) =(I)|Bif) pB(K)IO' aﬁip) :(I)IB(K) pr;()IO'
O G

Przy odpowiednio diych wspétczynnikach sztywsoi
sprezyn, cztonyl orazp porusza sie ruchem zblionym
do kulistego. Sity reakcji, dziakgge w modelowanym pat
czeniu, mana otrzymé po obliczeniu sit sprystych
zgodnie ze wzorem:;

R =) ATt ®)

gdzie R® =|:Iiﬁ” R RK)]T jest wektorem sit reakcji
dziatapcych w przegubie kulistym.
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Rys. 2.Model zastpczy pohczenia sferycznego

4. MODEL ZAST EPCZY POLACZENIA
OBROTOWEGO, POSTEPOWEGO
I CYLINDRYCZNEGO

W modelu zaspczym posczenia obrotowego, past
powego oraz cylindrycznego oprécz spn translacyjnych
wystepuja sprzyny rotacyjne, odbierage maliwosé
wzglednego obrotu czionéw oraz p. Catkowita energia
potencjalna takiego pagzenia jest sumenergii potencjal-
nej pochodzcej od deformacji sgeyn translacyjnych oraz
rotacyjnych, co mzna zapisé& nas¢pujaco:

VFEK) :%Ar(K)Tc(TK) N ) +_;A(T)(K)T C(S) A(T)(K) (6)
Ag;”

gdzie: A¢™ =| A |, MG, AFY, AP — katy po-
e

miedzy osiami X®, Y®  Z® ukiadu {4 a osiami
IR AG) . .
X Y@ 78 ukdadu {g (Rys. 3),CY’- macierz

wspotczynnikow sztywrkei sprzyn rotacyjnych,

& 0 0
C¥=| 0 c¥ 0|, ar%, cl- zdefiniowane w (4).

0 0 o

Pochodne z energii (6) waglem wspoétrzdnych
uogolnionych okrélaja zaleznosci:

Ve [aF© T AW N

Sl S| gqn | SR S| CRAY (7.)
q q d

VG 87T o o [ B8° T o neio

g™ | aq® Crar®+ aq® Cr Ao (7.2)
Dla elementéw wektord¢*’ zachodz zwiazki:

XOT X = cosp g (8.1)

YT ¥® = cospgr (8.2)

20T Z® = cospg (8.3)
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gdzie; X*¥ = X®@=[1 0 q,Y®¥=y®¥=[0o 1 (,
lzm = pﬁ(x) =[o 0 ]]T ' p)—((x) ='pR(K’ p)“((x),

JW =R &  FEIpk K R i
oY = R YL 2 =R 2V RY — macierz
rotacji z uktadu {« do uktadu {«} .

Biorac pod uwag, ze:
'pR(K’ = R® ,R‘” 9)

gdzie ,\R®, R™ s macierzami rotacji wyspujacymi

i RO B ;
w macierzach transformacjiB™’, B, oraz wykonujc
odpowiednie przeksztatcenia mma napisé&

(R™); (,R™), = cospg)” (10.1)
(R"); (,R™), =cospg(” (10.2)
(R¥)3 (,R"), =cosApL” (10.3)

gdzie (R™),, (,R™),, i=1,2,3, jesti-ta kolumrg macie-
rzy rotaciji.

Rézniczkujac zaleznosci (8) wzgkdem wspohrzdnych
uogélnionych otrzymuje si

_dla&=1,...,n":

o g ROLLR) i

asg'({) = o 1REL(RY), (112)
d y

as‘%:) - C03i¢§” (' R’ )Z ( PQ(K))g (11.3)

-dlan=1,...,n®:

aaAq?g) ) Cosi@x) (iR): (RS, (12.1)
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()
oAp,” _ 1 @\ [ R® 122
g cosagyO N laAen T 422
y
()
6A¢z = 1 ( V(K))T( F}(K)) (12.3)
aqu) COSA¢(K) ! s\p 7 /3 .
z
\‘/rm “IY(K)
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N
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Rys. 3.Schemat wyznaczania deformacjigyn rotacyjnych

Po uwzgtdnieniu zwazkéw (11), (12) pochodne z
energii odksztalcenia sprystego przyjm posté:

aV(K) = (k K) A7 (K A (k K) A (K
aq,?” :|E( )TC$ ) AR )+|A( )Cg)Aq)( ) (13.1)
aVR(K) _ E(K)Tc(l() AF© + A(K)C(K)A~(K) (13 2)
g™ ® T A P ROOP '
_ ~ (K) 5 ~ (k)
gdzie: | A =| 909 i AW =| 58P :
aq() P aqlgp)
£ &=, 00 n=1,..,n(P

Modele poszczegoéinych pumizen otrzymuje s przez
odpowiedni dobér wspoétczynnikbéw sztywdod sprezyn.
Jesli przyja¢, ze osie, Z* oraz ,Z® pokrywap sie z osh
pofaczenia, to wartci wspotczynnikbw sztywrdzi
dla pohczenia obrotowego, pagtowego i cylindrycznego
sa okreslone w Tab. 1.

Tab. 1. Wartasci wspotczynnikdw sztywniei modeli
podatnych pgdzen

Typ pokczenia| &% | &y | & | G | G | G
Obrotowe 0 o0 0 0 0 0
Postpowe 0 o0 0 0 o0 )
Cylindryczne 0 o 0 0 0 o)

W obliczeniach numerycznych, w miejsce szty¥aio
réwnych nieskaczondci, stosuje s liczby o duwych war-
tosciach. Naley zauway¢, ze zbyt wysoka wartg tych
wspotczynnikbw mee prowadat do komplikacji nume-
rycznych. W rzeczywistxi wspotczynniki sztywnéci

8

dobiera s na podstawie kilku symulacji numerycznych,
w trakcie ktérych sprawdzaestzy lczone ciata wykong
ruch wzgkdny.

5. ROWNANIA RUCHU MECHANIZMU

Dynamiczne réwnania ruchu mechanizmu wyprowa-
dzono z rowna Lagrage’a |l rodzaju w postaci:

d dE OE 0oV
e 4 =
dtog dgq dq Q (14)
gdzie: E - energia kinetyczna czlonéw sztywnych
oraz podatnychy — energia potencjalna odksztatceniaespr
zystego czionéw podatnych oraz poten zasepczych,
Q — wektor sit zewstrznych oraz sit wynikajcych z bez-
wladndci czlondw,q — wektor wszystkich wspokdnych
uogélnionych.

Po wykonaniu przeksztatteopisanych w pracy (Witt-
brodt i inni, 2006) réwnania ruchu mua zapisé nastpu-
jaco:

Agd =F (15)

gdzie A jest macierz mas, natomiasF jest wektorem
prawych stron zawierggym pozostate sktadniki wygiu-
jace w réwnaniach Lagrange’a. W rezultacie dynamika
mechanizmu jest opisana ukltadem rowmézniczkowych
zwyczajnych drugiego edu. Liczba wysipujacych réw-
nan

jest co prawda mniejsza, w poréwnaniu do péaaj z
wiezami, natomiast otrzymany uktad wmeoby¢ zle uwarun-
kowany (sztywny).

6. EKSPERYMENT NUMERYCZNY

W symulacjach numerycznych badano czworobok prze-
gubowy zt@ony ze sztywnej korby oraz podatnegozni-
ka i wahacza (Rys. 4). Wymiary czworoboku oraz dane
poszczegoélnych cztondw weto z pracy (Adamiec-Wajcik
i Augustynek, 2005). W wyniku przesgnia oraz obrotu
pary hczacej wahacz z ostgjmechanizm staje suktadem
przestrzennym.

Ruch ukladu wymuszano momentem dzidgmn
na korlg w postaci:

t
My—, tst
M® =07t ° (16)

0, t>t,

gdzie M, jest momentem dziatggym w chwili t. W obli-
czeniach przyjto, ze M, =1.5[Nm] orazt, =0.1[s].

Do dyskretyzacji czton6w podatnych stosowano mgtod
sztywnych elementéw skoezonych (Wittbrodt i inni,
2006). Na podstawie przeprowadzonych testéw nurzeryc
nych przygto podziat 4cznika oraz wahacza na 5 sztyw-
nych elementéw skwzonych.
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Rys. 4.Schemat czworoboku przegubowego
a) b)
0.3756 0.3234
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Rys. 5.Przebieg przemieszaz@unktuC w uktadzie {} w zalenosci od sztywndci spizyn zas¢pczego pajczenia sferycznego

a) b) c)
852 852 187,
Wiezy Wigzy Wigzy
______ Kk=10° [N/ I - k=10" [N/m] ————— k=10" [Nim]
L sy
| e k—H’): [N/m] ! 56,84 k*mé‘ [N/m] 140,74 k"'“g ['\f’”‘]
—— k=10" [N/m] i ——— k=10" [N/'m] —-—— k=10" [N/m]
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Rys. 6 Przebieg sit dziatagych w zasipczym pojczeniu sferycznym w zataosci od sztywndci spgzyn translacyjnych

Wystepujacy tancuch zamkrity rozcito w parze kine- Wplyw wspotczynnikéw sztywnii spezyn translacyj-
matycznejC, taczacej facznik z wahaczem. W symulacjach  nych zasipczego paiczenia sferycznego na przemieszcze-
przyjmowano,ze para tamoze by kulista lub obrotowa, nia punktuC oraz sity dziataggce w tym padczeniu przed-

a do jej modelowania stosowano opisane e modele stawiono na Rys. 5 oraz 6. W symulacjach przyjmawan
zastpcze. Wyniki otrzymane z zyciem modeli zasp- ze wspotczynniki sztywnizi wszystkich spizyn s jedna-

czych poréwnywano z wynikami otrzymanymi dla modelu  kowe.
w ktorym formutowano rownania wiéw domykajcych.
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a) b)
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Rys. 7.Przebieg wypadkowej (a) sity oraz (b) momentukegav zastpczym pohczeniu obrotowym w zakmosci od sztywndci spezyny

rotacyjnej

Z przedstawionych przebiegéw wynika ruch mecha-
nizmu jest zgodny z wzami, j&li przyjmie sk wspoiczyn-
niki sztywndici rowne 16[N/m]. Wspoétczynniki te, stoso-
wano dalej w odniesieniu do spyn translacyjnych wyst
pujacych w zasipczym pohczeniu obrotowym. Wplyw
wspotczynnika sztywniei sprzyny rotacyjnej na wypad-
kowa site oraz moment reakcji wygtujacy w parze kine-
matycznejC pokazano na Rys. 7.

Z przedstawionych przebiegéw mma zauwayc, ze si-
ly dziatagce w pohczeniu otrzymane dla sztywsw 10

oraz10°[ Nny rad niewiele rénia sie miedzy sol.

7. PODSUMOWANIE

W pracy przedstawiono modele zgmize podczen
w mechanizmach z zastosowaniem elementéwzgptych.
Cechy przedstawionego podeja jest mniejszy rozmiar
zagadnienia, wynikagy z braku réwna wiezéw domyka-
jacych. Skutkiem przycia dwych sztywndci zastpczych
sprezyn wyjsciowy uktad réwna rézniczkowych, opisuj-
cy dynamik mechanizmu, me by zle uwarunkowany.
W dalszych pracach badanydzie wptyw metod catkowa-
nia, w tym metod przeznaczonych dla uktadow sztyshny
na efektywné¢ obliczet modeli mechanizméw z paize-
niami zasgpczymi.
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MODELLING OF JOINTS IN MECHANISMS
BY MEANS OF SPRING ELEMENTS

Abstract: Mechanisms are examples of closed kinematic chains
with a tree-like structure. In order to derive #mguations of mo-
tion, closed kinematic chains have to be cut antsiraint equa-
tions have to be formulated. As a result equat@fmmotion form

set of differential-algebraic equations with ind8x which are
difficult to solve. The paper presents a method efiad interac-
tions between bodies at the cut joints by mearspohg elements
with appropriate stiffeness. Such approach eliresatonstraints
equations, and thus the equations of motion fosataf ordinary
differential equations.



