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StreszczeniePrzedstawiono przegl bada z zakresu mechanikikania ciat statych z karbami typu V. &2 pierwsz po-
$wigcono metodom rozwkywania ptaskich zadeateorii spezystaici dla obszardéw z punktamatowymi na konturach brze-
gowych. Zwrdcono szczegd@ruwag na opracowane przez Autoréw jednolite pédej do rozwizywania zagadniekon-
centracji napgzen w otoczeniu karbow ostrych i zagltonych w obszarach spystych. W drugiej ogici przeanalizowano
kryteria pkania ciat z karbami. Na podstawie rozzania zagadnienia spysto-plastycznego w ramach modelu pasm pla-
styczngci, nieskaiczonego zaokglonego karbu w ptaszczyie, zaproponowano nowe odksztatceniowe kryterigkapia

ciat z takimi karbami.

1. WPROWADZENIE

Mechanika pkania obejmuje anakzproceséw defor-
macji i zniszczenia ciat statych wywotanego obeciyp
zaréwno szczelin jak i karbow. Obecnie, najbardmewi-
nicte @ metody rozwizywania zad& mechaniki pkania
dla ciat ze szczelinami. W przypadku ciat z karbamietod
tych jest znacznie mniej. Uwaga ta dotyczy zaréwao
bow ostrych, w wierzchotkach ktorych, zgodnie zdimg
teoria sSprzystasci, powstad napezenia nieskaczone,
jak i karbéw o wierzchotkach zaaiglonych matymi pro-
mieniami krzywizny, w ktérych nawet przy niewielkipo-
ziomie obcazenia, wartéci napgzen znacznie przekraczgj
wytrzymatai¢ materiatu, wykluczajc wycie klasycznych
kryteriow do oceny némosci elementu konstrukcyjnego
z takim karbem. Taki stan badaozna ttumaczy duzymi
trudnagiciami matematycznymi, ktére pojawaajsie przy
rozwigzywaniu zada teorii spezystcici dla ciat z karbami.
Tym samym, bardzo atrakcyjne staje metody przyblio-
ne rozwazywania zada tej klasy opieraice sé na danych
o koncentracji napren w wierzchotkach karbow zacds
glonych (niekoniecznie malym promieniem krzywizny),
ktére mana uzyska wieloma ré@nymi metodami. Innym
waznym problemem mechanikiekania ciat statych z kar-
bami jest konstrukcja kryteribw zniszczenia takiciat.
Na przyktad, formalne rozszerzanie kryterium maenio-
wego mechaniki gkania ciat ze szczelinami na ciata z kar-
bami, prowadzi do uzateienia wartdci krytycznego
wspotczynnika intensywrici napezen od kata rozwarcia
karbu, czyli od ksztaltu ciala. Problem jeszczedhgsj
komplikuje sé w ztozonych stanach nagren, poniewa
napezenia w wierzchotku karbu majézne osobliwdci.

Poniej przeanalizowano vie metody rozvezywania
ptaskich zada teorii spezystasci dla ciat z karbami i rine
podejcia do budowy kryteriéw ¢kania takich cial. Szcze-
golm uwag poswiecono rezultatom badawtasnych, ktre

Autorzy uzyskali stosgf jednolite podegie do rozwazy-
wania zagadnierozktadu napgzen w otoczeniu wierzchot-
kéw karbéw ostrych i zaokglonych. Do rozwjzywania
zagadnié koncentracji nagzen w ciatlach z zaokglonymi
karbami wykorzystano metedosobliwych réwna catko-
wych. Dokladné¢ uzyskiwanych wynikéw pozwolita
na okrélenie zalenosci asymptotycznej porailzy wielko-
$cig koncentracji napzen w wierzchotku karbu zaokglo-
nego i wspoétczynnikiem intensywfm napezen dla odpo-
wiedniego karbu ostrego. Stostijto samo podégie roz-
wigzano zagadnienie sgysto-plastyczne, w ramach mode-
lu pasm plastyczrigi. Na jego podstawie sformutowano
odksztatceniowe kryterium egania ciat quasi-kruchych
Z karbami ostrymi i zaokglonymi.

2. ROZKLAD NAPR EZEN W CIALACH
SPREZYSTYCH Z KARBAMI

W mechanice ¢kania wana role odgrywaj badania
pola nap¢zen i przemieszcae w otoczeniu wierzchotka
karbu, na krawdziach, ktérego zadanoade warunki brze-
gowe. Teoretyczne badania w tej dziedzinie zostalyo-
czatkowane przez Wieghardt'a (1907),zjw 1907 roku
i kontynuowane w latach trzydziestych minionego kaie
w pracach Brathz'a (1933a,1933b). W 1952 roku \afitis
(1952) przedstawit kompletne rozmania zagadnienia Kli-
na, przy rénych warunkach brzegowych, w postaci roz-
winiecia w szereg wzgtem funkcji wiasnych. PFahiej,
ten sam problem whymi metodami rozpatrywalo wielu
innych badaczy m.in. Karp i Karal (1962), Kalandija
(1969), Rosel (1987), Vasilopoulos (1988), Savrukrii
(1989), Seweryn i Molski (1996) i Seweryn (2003).

Rozpatrzmy szczeg6towo rozkiad negmn wokoét karbu
typu V wycietego w spezystej, izotropowej ptaszczpie
w warunkach ptaskiego stanu negenia lub odksztatcenia.
W wierzchotku karbu, pole nagten ma osobliwéci typu
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wyktadniczego, z wyktadnikami pymi dla symetrycznego
(M) | antysymetrycznego\() stanu napzen. Skltadowe ten-

sora napgzen we wspétrednych biegunowych, w otoczeniu
wierzchotka karbu mna przedstawi podobnie jak w pra-

cach Seweryna i Molskiego (1996) i Seweryna (2003):
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Rys. 1.Zaleznos¢ wyktadnikéw osobliwdci napezen A, (krzywa

) i & (krzywall) w wierzchotku karbu typu V odaka
rozwarcia karbu 2
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gdzie o=n-p, (0<2B<m) — kat rozwarcia karbu,r,
0 - wspohzdne ukladu biegunowego o patau
w wierzchotku karbu (patrz schemat na Rys. 1);

A =Ccos@—A|)a—cos\a,
Al = (2_)\” )Sin)\”C( _)\” Sin(Z—)\”)d .
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Wspotczynnikin, (0 <x < 1)id (0 <y < 1) 5 pier-
wiastkami rowna

(L-A, sin2a+sin2(1— A, )a=0;
@=Ay pin2a-sin2(1-A )a=0 )

ktorych zalenosci od kata  przedstawiono na Rys. 1.

Wielkosci K\ i K s nazywane (uogéinionymi)
WIN w wierzchotku karbu V dla odpowiednio symetrycz
nego i antysymetrycznego rozktadu negefi.

Skladowe wektora przemieszdézev otoczeniu wierz-
chotka karbu majnastpujaca posta:
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gdzie G — modut odksztatcenia postaciowegs:3-4u — dla
ptaskiego stanu odksztatcenias(3-1)/(1+u) — w przypadku
ptaskiego stanu nagrenia;u — wspotczynnik Poissona.

Uogélnione WINK) i Ki | wprowadzone we wzorach
(1), (3), @ zdefiniowane poprzez nagenia w sposob
nasepujacy

K\ = lim [(2w)" 0o (r.0)]

Kif' = lim [2m)* to(r.0)]

(4)

Nalezy zauway¢, ze w literaturze wspotczynnikami
intensywndci napezen w wierzchotkach karbéw nazywane
sa réwniez wielkosci:
K = @¥NKY K = @K

Jak wynika z zalmosci (1), napezenia w punkcie
wierzchotkowym konturu granicznego w ciele gystym
maja dwie r&ne osobliwgci typu wykladniczego, ktére
odpowiadag stanom symetrycznemu i antysymetrycznemu
rozktadu napgzen wzgledem dwusiecznej karbu. Sytuacja
ta znacznie utrudnia poszukiwanie rogxen numerycznych
zada teorii spezystaici dla obszaréw o niegtadkich grani-
cach. Dlatego w analizie numerycznegstp wykorzystuje
sie podegcia przyblizone nie uwzgldniajgce osobliwgci



w punktach ktowych lub uwzgidniajpce tylko jeda
osobliwagi¢ wyzszego rzdu, jak w pracach Keera
i Chantaramungkorn’a (1975) i Gecit'a (1983).

Pierwsze wartei liczbowe WIN w wierzchotku karbu
krawedziowego w prostaknej probce poddanej rozga-
niu i zginaniu, otrzymano metadkolokacji granicznych
(Gross i Mendelson, 1972). Przy czym wykorzystananz
(Williams, 1952) rozwingcie w szereg wzgtlem funkcji
wtasnych rozwizania ptaskiego zagadnienia teorii ¢iyr
stdéci dla klina. Wspétczynniki tego szeregu wyznacia s
z uktadu réwna algebraicznych, ktore otrzymujee sspet-
niajac warunki brzegowe w odpowiedniej liczbie punktow
kolokacji. Takie podérie okazalo si efektywne dla toéw
rozwarcia karbow @<60°. Dla karbow o vgkszym rozwar-
ciu, zapewnienie wymaganej dokladoo rozwigzania
wymaga uycia wigkszej liczby punktéw kolokacji ni
to konieczne do wyznaczenia wspoétczynnikow etagjo
szeregu, tzn. otrzymywana liczba réviinalgebraicznych
jest wiksza nt liczba niewiadomych. Aby uzysk&onsy-
stentny uklad rowna wykorzystywano metad najmniej-
szych kwadratéw (Carpenter, 1984, 1985).

W rozwigzywaniu dwuwymiarowych zadateorii spe-
zystasci dla obszaréw z karbami rowaievykorzystuje si
metod: elementéw skiczonych. Podégie polega gtownie
na zastosowaniu specjalnych elementow nskonych,
w ktérych na podstawie asymptotycznych razsh anali-
tycznych, w otoczeniu wierzchotka karbu zaklada fb-
sowan osobliwg¢ pola napgzen. Takimi specjalnymi
elementami otacza ¢sipunkt osobliwy na granicy ciata
(wierzchotek karbu). Mzna wyodebni¢ trzy zasadnicze
grupy takich elementéw skozonych: elementy hybrydowe
(np. Lin, Tong, 1980), asymptotyczne elementy zdege-
wane (Akin, 1976) i elementy analityczne (Seweryn
i Adamowicz, 2002). Do wyznaczenia WIN réwhieyko-
rzystuje st kilka podef¢ (Seweryn i tukaszewicz, 2000;
Seweryn 2003): metody bezpednie (Lin i Tong. 1980;
Seweryn i Adamowicz, 2002, Seweryn, 2002), w kthryc
wartcsci WIN wyznaczane gswprost poprzez modelowanie
osobliwych pol naprzen w wierzchotku karbu; metody
asymptotyczne (Seweryn, 1990), w ktérych poréwrsige
rozkltady napgzen w otoczeniu punktu osobliwego, otrzy-
mywane nha drodze analitycznej i numerycznej oratodye
energetyczne (Rice, 1960; Sinclair i inni, 1984yiékii,
2003; Chen i Lu, 2004), gdzie wykorzystuje satki ener-
getyczne niezalme od konturu catkowania. Przedglbada
z zakresu wykorzystania metody elementéwnskonych
w zadaniach mechaniki¢gania ciat z karbami zawarty
jestw pracach Fan'a ilLong'a (1992), Givoli i Rinla
(1992, 1993), Seweryna i Molskiego (1996) oraz Sgme
(2003).

W rozwigzywaniu zagadnie z karbami réwnig wyko-
rzystywana jest metoda elementdéw brzegowych (Rortel
i inni, 1991; Seweryn, 2003), gdzie dyskretyza@djega
jedynie brzeg obszaru, przy czym, podobnie jak woniEe
elementéw skiczonych, uwzgldnienie osobliweéci
w punktach lggcych w wierzchotkach karbéw, wymaga
uzycia specjalnych elementow brzegowych. Metody ele-
mentéw brzegowych i kolokacji granicznych wykorzyst
wane g rowniez do wyznaczania funkcji wagowych
w pewnych metodach numerycznych (Petkov i Gospagino
1992), ktére umdiwiaja obliczanie WIN w wierzchotkach
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karbow dla dowolnego olgienia, wykorzystuc jedynie
calkowanie brzegowych wadt napgzen na granicy ciata
z odpowiednimi funkcjami wagowymi. Nafg zauwety¢,
ze metoda funkcji wagowych, inaczejznina to miejsce
w teorii szczelin, nie znalazta szerszego zastos@mva
w rozwigzywaniu zada dla obszaréw z karbami, co vma
tlumaczy dwzymi trudngciami ze sformutowaniem funkcji
wagowych dla obszaréw z karbami.

Metoda osobliwych réwnacatkowych znalazta rownie
zastosowanie w rozgaywaniu ptaskich zagadniew ob-
szarach z punktami gkowymi (Theocaris i loakimidis,
1979; Noda i inni, 1996; Seweryn 2003). Jednymez\pi
szych zada rozwiazanych 4 metod, byto obliczenie WIN
dla kravedziowego karbu w rozgganej potptaszcznie
(Theocaris i loakimidis, 1979), przy czym rownanko-
we zadania otrzymano na podstawie osobliwych rdéwna
catkowych dla ukladu dowolnie zorientowanych prtisto
niowych szczelin w potplaszczyie spezystej (Muskhe-
lishvili, 1966). Obecn& punktéw latowych na granicy
ciala wymaga znacznych modyfikacji metody osoblivyc
rownai catkowych i prowadzi do znagzych trudndci
w realizacji metody. Wiadoma,e ta metoda odznaczee si
duwza efektywndcia dla obszaréw o gtadkich brzegach. Fakt
ten mana wykorzystd do obliczania WIN w wierzchot-
kach ostrych karbéw stosgj przegcie graniczne, wycho-
dzac od rozwizania zadania dla odpowiednich karbow za-
okraglonych. Opisane podgjie zrealizowano dla syme-
trycznego rozktadu nagren w ciatach spgzystych z kar-
bami typu V. Poniej, wyniki tych bada zostam omowione
bardziej szczegotowo.

3. JEDNOLITE PODEJSCIE
DO ROZWI AZYWANIA ZAGADNIE N
ROZKLADU NAPR EZEN W OTOCZENIU
KARBOW OSTRYCH | ZAOKR AGLONYCH

Dokonanie przdgia granicznego od karbu zaeglo-
nego do ostrego, wymaga znajaiticzaleznosci asymptoty-
cznej pomgdzy wartgciami wspotczynnikéw intensywno-
$ci i koncentracji napzen dla odpowiedniego karbu
zaorkglonego, ktérego prombekrzywizny w wierzchotku
dazy do zera. Pierwsze takie zat®sici otrzymat Benthem
(1987) metod rownar catkowych Sherman-Lauricella
(Muskhelishvili 1966) dla karbéw o ksztaltach para-
bolicznym i hiperbolicznym. Rezultaty pdiejszych bada
zawieraj prace Lazzarina i Tovo (1996), Strandberga
(1999), Filippi i in. (2002). Proby ich wykorzystardo ob-
liczania WIN w wierzchotkach karbow ostrych zakayly
sie niepowodzeniem. Analiza porébwnawcza znanychzzale
nosci pomiedzy wspotczynnikami intensywsoi i koncen-
tracji napezen wykazala, ze zgadza sie one jedynie
dla karbéw o fktach =0 (szczelina fizyczna) P=172
(brzeg gtadki). Dla innych warfoi kata [ roznica
pomiedzy publikowanymi wynikami sgata 10%. Rozbie
nosci w wyzej opisanych danych, a tak brak rozwizania
dla najbardziej realnego ksztaltu karbu zaglanego,
tzn. klina o ramionach prostoliniowych, zaa$ionego
w wierzchotku tukiem kotowym, sktonity Autorow darze-
prowadzenia wtasnych batléego problemu (Savruk i Ka-
zberuk, 2006, 2007a, b). Rozmeo plaszczyznsprzysta
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z wycietym karbem o §cie rozwarcia @ (172<a<m),
zaokaglonym w wierzchotku tukiem kotowym o promieniu
p (Rys. &). Zatazono, ze brzeg karbu jest wolny od obei
zen a w nieskd@czondci stan napgzen opisup nastpujace,
zespolone potencjaly nagen:

®o(2) = —ﬁz'A A _1sin(20()
Jon© Al ’
KL

A1
’ (

\/ETZ msm

() =82 - 3 + 2Jsin(2a) + (r - sin(2ra)

Wol2) 2Aa),

(®)

gdzie A=A, — najmniejszy, dodatni pierwiastek pierwszego
réwnania charakterystycznego (&;Y — WIN w wierz-
chotku odpowiedniego karbu ostrege=0).

Numeryczne rozwgzanie zadania otrzymano megod
osobliwych réwna catkowych w formie zaproponowanej
przez Savruka (1981). Maksymalne rgpnia w wierz-
chotku karbu zaokiglonego mana przedstawiw formie

KV
(Os)max = \/I—
21

gdzie wspotczynnik wygtadzenia napen R, zalezy od lgta
rozwarcia karbu (krzywa 1 na Ryd)2Wartgici R, mazna
wyznaczé ze wzoru aproksymacyjnego w funkcijitl 3
(Savruk, Kazberuk 2006)

Rp™, ©)

_ 1+ 2875y + 9804y° ~1021y° + 474y" - 8465,
1+ 2071y '
)

gdzie y=1v23, i ktérego wzgidny bhd nie przekracza
0,1% dla wszystkich B<n/2, oprocz przedziatu
83r/180<p<m/2, gdzie kid jest mniejszy od 0,4%
(Wewzorze (7) zmieniono nieznacznie  waéto
wspétczynnika przy y°, podwyszapc —doktadneéé
aproksymacji). Zalnos¢ parametru\, od katap rowniez
mozna aproksymowafunkcia

A = 1247co3 - 1312cos B+
+0.8530s> B - 0.2882c0s' B,

R

(8)

dla B z przedzialu 8B<12, z maksymalnym bdem
bezwzgédnym ponzej 0,001.

Na Rys. & przytoczono dane dla nieslazonego karbu
hiperbolicznego (rozwizanie Benthem'a (1987), krzywa 2)
i dla zaokaglonego karbu wyetego w krawdzi poétptasz-
czyzny (wedlug Strandberga (1999), krzywa 3). Stbem-
gowi nie udalo s otrzym& wartdgci numerycznych
dla matych B. Uwazal on, podobnie jak inni badacze,
ze dla wgskich karbéw U-podobnych €0) znana jest
doktadna wart& wspotczynnika R=2v2, ktéra wynika
z rozwigzania dla otworu eliptycznego (patrz np. Savruk,
1988). Analiza przeprowadzona przez Savruka i Ka#tze
(2006) wykazataze zalenosci pomiedzy wspétczynnikami
intensywndci i koncentracji napren dla karbéw ostrych
i zaokmglonych @ niejednoznaczne: dla jednakowej
krzywizny wierzchotka uzyskuje eirdzne wartdci R
w zaleznoéci od ksztattu karbu w otoczeniu wierzchotka.
Tym samym, do oceny koncentracji ngqan dla wgskich
U-podobnych karbéw zamiast waftd R=22, poprawnie;
przyja¢ wartags¢ R=2,992, ktéra wynika ze wzoru (7).
Zblizony rezultat R=2,996) otrzymat Livieri (2003)
metod; elementéw skiaczonych z  wykorzystaniem
energetycznej calkl.

Zaleznos¢ (6) mazna wykorzystd do przyblizonej
oceny wartéci WIN w wierzchotku ostrego karbuzywajac
znanych wartéci wspétczynnikéw koncentracji nagyen.
Réwniez odwrotnie, znajc WIN mazna oszacowawspot-
czynnik koncentracji napzen w wierzchotku karbu
zaokgglonego. Takie sformutowanie pozwala w jednolity
spos6b rozpatrywa zagadnienia koncentracji napen
dla karbow ostrych i zaokglonych.

W przypadku antysymetrycznego stanu eagtf,
napezenia maksymalne na konturze karbu wpsia
w pewnej odlegiéci od jego wierzchotka. Odlegiéd
ta zmniejsza gi wraz ze zmniejszaniem promienig.
Utrudnia to otrzymanie zatacsci podobnych do (6)
w stanie antysymetrycznym, a tym bardziej wzeloych
stanach napren. Badania nad tym problemem dopiere si
rozpocztly. Dla karbu parabolicznego zales¢ typu (6)
podano w pracy Benthem’a (1987), dla rapfi antysyme-
trycznych wzgtdem osi konturu granicznego.

1 : : : : :
0 30° 60° 90°120°150° 2[3

Rys. 2 Zaokygglony karb V w plaszczinie spezystej @) i zaleznos¢ wspoéitczynnika wygtadzenia napen R od kata rozwarcia karbu2(b)
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Rys. 3.0twor rombowy z zaokglonymi wierzchotkami.

Ponizej przedstawiono przykltady zastosawgednoli-
tego podejcia do wyznaczania wspoétczynnikéw intensyw-
nosci i koncentracji naprzen w obszarach sprystych
z karbami typu V i otworami. Rozpatrzono pfaszczyzn
Ssprzysts ostabiom rombowym otworem, ktérego
wierzchotki zaoksiglono tukami o promieniactp i R
Przyjmuje s, ze brzeg otworu (kontuL) jest wolny od
obciazen. Na nieskéaczondgci przytozono napgzenia
rozcirgajace o intensywrkzi p i g, dziatapce w kierunkach
wzajemnie prostopadtych. (Rys. 3).

Numeryczne rozwizanie zadania otrzymano mefod
osobliwych réwna catkowych (Savruk 1981) dla otworu
rombowego (Savruk, Kazberuk 2007a, 2007b) z zaybbs
nymi wierzchotkami, a tate dla otworu owalnego - so-
czewkowego (Savruk, Kazberuk 2007b, Kazberuk 2007).
Na podstawie tych rozazain oraz wykorzystujc zaleznosé
(6) okr&lono wartdci bezwymiarowego WIN F\Y=
K,"/(pI"r) w ostrym wierzchotkuA otworu w funkcji kita
rozwarcia B dla jednokierunkowegog€0) i wszechstron-
nego p=q) rozcihgania ptaszczyzny z otworem rombowym
(Rys. &) i soczewkowym (Rys. 4b).

Przedstawione dane dobrze zgadzsi¢g z dostpnymi
wynikami otrzymanymi innymi metodami (Morozov 1984,
Noda i in. 1996, Dunniin. 1997).

Znajac WIN dla otworéw ostraitnych i opieraic sk na
zaleznoéci (6) mazna fatwo skonstruowaformuty inter-
polacyjne do wyznaczania wspofczynnikéw koncentracj
napezen ki=0na/p W wierzchotkach A zaokgglonych
dowolnym promieniem krzywiznyp (Savruk, Kazberuk
2007a). Obliczenia wykazalyge takie wzory mgna wy-
godnie zapisaw postaci

kpn=1-q/p+1-btanHclne}/e* O<e=p/I<1 9)

gdzie parametb znajduje si z rownania

EXERIN)

0 1 1 1
0 30° 60° 90°120°150° 2[3

FY

0

acta mechanica et automatica, vol.4 no.2 (2010)

20+b) = lim[e*ka] = I [e* @)mard /P = AV R /N2,

a stay ¢ mazna wyznacz§, na przyktad, metednajmniej-
szych kwadratow. Przykladowe wafto dla przypadku
waskiego otworu (szczeliny fizyczneRR=«) diugasci 2I

i statej szerokéci 2p, o wierzchotkach w ksztalcie pot-
okregéw o promieniyp (p=0,1=0,5,R=2,992) g nastpu-
jace:

|:|V =1 b=005677 c=03718 CE 0.

|:|V =1 b=005677 c=06502 CE p) -

a dla otworu kwadratowego z zaefflonymi wierzchotkami
(2B=n/2,1=0,45552 R =2,901):

|:|V = 1484 b=0,2995 (d =0).
FY = 1158 b=001427 c= 2715 (q=p)

Wzgledny bhd oszacowania (9) dla wybranych wadio
statych b i ¢ nie przekracza 0,5% dla calego zakresu
Zmienndci parametrie.

W praktyce wspotczynniki koncentracji napen
dla tego typu otworéw oblicza esiwykorzystupc pogcie
.elipsy ekwiwalentnej” (Peterson 1974), tj. elipspisanej
na danym koncentratorze naps, ktérej diwsza pots jest
réwna dlugdci koncentratora a minimalny proniekrzy-
wizny jest réwny promieniowi zaokglenia wierzchotka
otworu. Obliczone w ten sposob wspétczynniki koricas)i
napezen obarczone g niewielkim bkdem wzgédnym
przy stosunkowo niewielkich wadoiach parametrue.
Kiedy paramete dazy do zera, kid narasta w sposob nieo-
graniczony dlap>0. Jedynie w przypadku szczeliny fizy-
cznej (=0) bkd oshga wartd¢ skaiczorg rowna 5,4%.
Zauwamy, ze podobna sytuacja ma miejsce rownie
w przypadkach przybtonych rozwizan analitycznych dla
otworéw kwadratowych i owalnych (Savin 1968), otrgy
wanych metod odwzorowa konforemnych. Zmniejszanie
promienia zaokylenia wierzchotka otworu, (co moa
osiagna¢ zwiekszapc liczbe cztonbw szeregu rozwietia
funkcji odwzorowujcej) prowadzi do zmiany ksztattu
krzywej w otoczeniu wierzchotka w ten sposdb, zbliza
sie on do paraboli. Fakt ten, ttumaczy brak aheosci
dokonania tymi metodami prZeja granicznego
od wspétczynnikow koncentracji do wspotczynnikéwveim-
sywnaici napezen w wierzchotkach karbéw i otworow
ostrolgtnych.

0 30° 60° 90°120°150° 2[3

Rys. 4.Zaleznos¢ bezwymiarowego Wi F¥ = K" /( pI* V1) w wierzchotku rombowegaaj i soczewkowegoh) otworu od kta 2
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0 30° 60° 90° 120° 150° 2
Rys. 5.Zaleznoi¢ bezwymiarowego WINFY od kata rozwarcia

2 dla ré&nych stosunkéw odlegioi pomidzy karbami
okresowymi

Rozparzono uktad periodycznych karbéw w keelmi
potptaszczyzny sprystej (Savruk i Kazberuk, 2008) (patrz
schemat na Rys. 5). Zadanie rozzeino metog osobliwych
rownai calkowych z wykorzystaniem zaleosci (6).
Funkcg  bezwymiarowego WIN FY=  K\Y/(p/\r
w zalenoéci od Ikgta rozwarcia karbu 2 dla r&nych
wartasci stosunkua/l pokazano na Rys. 7. W przypadku
tym p to napezenia rozcigajpce w hieskdczondci,
| — gkbokas¢, d — okres, & — szerokéé prostoliniowego
odcinka krawdzi poéiptaszczyzny porailzy karbami.
Dla 23=m osobliwag¢ pola napgzen zanika, std wartgi¢
F\¥=\2, co jest nagpstwem przyitej definicji WIN. Jeeli
B—0, wyniki obliczeéx zblizaja si¢ do znanych warkei
WIN dla periodycznego systemu szczelin kgdniowych
(Savruk, 1988). Krzywa a/l=o odpowiada znanym
wartcsciom (Savruk, Kazberuk, 2007a) dla pojedynczego
karbu w krawdzi poéiptaszczyzny i dobrze zgadzee si
z wezgniej opublikowanymi wynikami (Gross i Mendelson,
1972; Theocaris i loakimidis, 1979, Noda i inni, 989
Strandberg, 1999; Dunn i inni, 1997; Chen ,1995g&lo
i Takase, 2003; Dini, i Hills 2004) dla odpowiedmikatéw
rozwarcia karbu.

Przypadek rozagania ptaszczyzny sptystej z dwoma
symetrycznymi, zaokglonymi karbami przedstawiono
schematycznie na Rys. a6 Wykorzystugc metoa
osobliwych réwna catkowych (Savruk, 1981), otrzymano

koot

1,5

1,4

L 0° /

1,3 ,
0,01

0,001

zaleznos¢ wspotczynnika koncentracji nagpen w wierz-
chotkach karbéw koo (P/(2a)) od wzgkdnego promienia
krzywizny y=pla, gdzie 2 — szeroké& przewzenia
(Rys. &). Jeeli parametry dazy do zera, iloczyn
szybko osiga wartdci asymptotyczne, przy czym szybciej
asympto¢ oshgajgs krzywe odpowiadace malym ktom
rozwarcia B. W ten sposoéb obliczono wielka bezwymia-
rowego WIN FV= K,"Vra'*/P w ostrych wierzchotkach
karbow w funkcji lata rozwarcia B (Rys. &).

Dla szczeliny zewstrznej (3=0) otrzymano F,Y=1,
co odpowiada znanemu, dokladnemu razaniu (patrz
np. Savruk, 1988). W drugim skrajnym przypadk(<2)
przyk=1,A=0, R=1, otrzymuje si F,¥=n/N2.

Zaleznos¢ bezwymiarowego WINFY od wyktadnika
osobliwaici A mazna aproksymowafunkcja

v _ 1—0,91349\( T J
I ,

T1+04138\ (2

72

ktorej wzgkdny bhd nie przekracza 0,5% dla calego prze-
dziatu zmiennéci parametru.

Powszechnie znane dokladne analityczne razamie
dla wspoétczynnikbw koncentracji napen w wierz-
chotkach symetrycznego uktadu karbéw hiperbolichnyc
otrzymat Neuber (1937):

OsA< 0,5' (10)

_ Omax _ 20+x)

ke = =P
" Pi(2a) X + L+ X)X arctan/1/x - X a

gdziep — promid krzywizny w wierzchotku karbug 2a —
odlegta¢ pomiedzy wierzchotkami. Jak wynika ze wzoru
(11), wspotczynnik koncentracji nagzen jest funkcjy tylko
jednego parametry, przy czym parametr ten jest awzany

z katem B zaleznoscia x=tarfP, tj. przyx dazacym do zera,
kat B réwniez zdaza do zera. Ta wigiwos¢ nie pozwala
na znalezienie WIN dla karbéw ostrych, poprzez jgce
graniczne z wykorzystaniem rozwania (11), poza przy-
padkiem szczeliny zewtrznej, gdy lat f=0.

(11)

0 30° 60° 90°120°150° 23

Rys. 6.Zaleznasé funkii ky' od wzgkdnej krzywiznyx=p/a dla ré&znych katéw rozwarcia karbu 2 (a) i bezwymiarowego
WIN F,V= K,YVra™/P w wierzchotku karbu ostrego odtk rozwarcia karbuf2(b)
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Rys. 7. Zalenos¢ wartasci wspotczynnikéw koncentracji napr
zen ky i ky 0d wzgkdnego promienia krzywizny dla
réznych lgtéw rozwarcia

Z poroéwnania obliczonych wspotczynnikéw koncen-
tracji napezen dla karbéw zaolaglonych z rozwizaniem
(11) (Rys. 7) wynikaze zalenos¢ (11) dobrze opisuje karb
zaoknglony jedynie dla dwych wzgkdnych promieni
krzywizny wierzchotka X=10). W przypadku szczeliny
zewretrznej (3=0) wzgkdna ré@nica dochodzi do 6%, przy
wartasci parametruy dazacym do zera. Dla #éw rozwar-
cia karbéw B>0 r&nica ta dzy do nieskdaczongci,
poniewa uwzgkdniona we wzorze (11) osoblid®d typu
pierwiastek kwadratowy ze wzginego promienia krzywi-
zny, nie odpowiada wykfadnikowi osoblidm dla karbow
ostrych o rénym od zera cie rozwarcia.

Uzywajac metody najmniejszych kwadratéw o#lmno
wzory aproksymujce warté¢ wspotczynnika koncentracji
napezen w wierzchotku zewetrznej szczeliny fizycznej

(B=0):

_ Omax__ 1058- 0440+ 1970¢%

= x=0
P/(2a)

1- 035+ 19702 !

gdzie k;, obliczane jest ze wzoru (11). Wedhy bhd
aproksymaciji (12) nie przekracza 0,5% dla dowolnych
wartasci parametriy.

Wykorzystupc zwigzek pomédzy wspotczynnikami
koncentracji i intensywri@i napezen dla karbéw ostrych
(6), mazna zbudowé zaleznos¢ aproksymacyija dla dowol-
nych latow B w postaci

V2 RF

T X @+axt +by)

t (12)

Kig =1+

(13)

gdzie wartéci R, A i F, oblicza s¢ odpowiednio ze wzoréw
(7), (8)i (10). Wspoiczynnika i b dla wybranych warkei
kata B przedstawiono w tablicy 1. Dla tych przypadkéw
wzgledny bhd aproksymacji (13) nie przekracza 3%.

Formuly (12), (13), jako asymptotyczne zalesci
dla karbéw gibokich, mana wykorzysta do przyblizonej
oceny wartéci wspotczynnikdw koncentracji nagien
w elementach z takimi karbami, co pokazano na pazigie
rozcigganego pasma z obustronnymi karbami o zapr
nych wierzchotkach id&ach rozwarcia B=1v3 (patrz sche-
mat na Rys. 8).

Probki takiego typu s wykorzystywane do bada
wplywu karbow na wytrzymaké statyczm i zmeczeniovy
materiatdow (Davis, 2004). W tym przypadku znanat jes

(Noda i inni, 1995) dosydoktadna zalnos¢ aproksyma-

cyjna  wartgci wspoétczynnika koncentracji nagmen
od parametrove=p/l i y=2I/d:
— Omax _ 2
ki =—102% = (1-1,0340/ - 01447
P /(2a) , (14)

+0,9246/% - 0,666 F*)ky,/
gdzied — szeroké¢ pasmal — gkebokas¢;

ky = (1035+0,0261/¢ — 014% +0,0842+/e) ke ,
ke = (1121-0,2846/¢ +0,339% - 01544/e )ky; |
kyy =1+2/+e .

Wzor (14) jest wany dla y< 0,81 gy= 0,02 i w tych
granicach, jego wzgtiny bhd nie przekracza 0,2%.
Poréwnanie wartizi wspotczynnikdw koncentracji na-
prezen obliczone przy=0,8 ze wzoru (14) z odpowiednimi
wartasciami ky, dla karbdw gibokich (13) wykazato,
ze wzgkdna r&nica dlag > 0,005 nie przekracza 1%. Wraz
ze zmniejszaniem wzglnego promienia krzywizny karbu,
ta rozbignos¢ monotonicznie zwksza s¢, oshgajac 2%
przy € =0,001 oraz 5% prz¥ = 0,0001. Wzér (13) me
by¢ dobrym uzupetnieniem aproksymaciji (14) w przedzial
v=0,8. Na Rys. 8 pokazano dostatecznie gtadkie {mizej
pomiedzy wartgciami obliczonymi z obu tych zaleosci.

Tab. 1. Wartasci wspétczynnikéwa i b we wzorze (13)

2B a b 2B a b

0° 0,731 0,715 60° 0,710 0,666
15° 0,714 0,733 90° 0,709 0,657
30° 0,718 | 0,699 120° 0,699 0,799
45° 0,710 0,682 150° 0,784 1,202

Rys. 8.Zaleznos¢ wspotczynnika koncentraciji nagzen w wierz-
chotku przewzenia pom¢dzy zaokgglonymi karbami V
0 kacie rozwarcia B=n/3 w funkcji parametrow i y, ob-
liczona ze wzoréw (14) dig0,8 i (13) dlay=0,8

4. KRYTERIA P EKANIA CIAL STALYCH
Z KARBAMI

Do oceny réwnowagi granicznej ciat z karbami, podo-
bnie jak dla ciat ze szczelinami, wykorzystuje kryteria
napezeniowe, odksztalceniowe i energetyczne (Seweryn
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i tukaszewicz, 2002; Seweryn, 2003; Yosibash i ,inni B ( )2
2004). Obecnie, przypadkach oben symetrycznych, do = (2/m) ch/cc '
najczsciej korzystywane jest napreniowe kryterium : .
pgliazlf\;ia V\J/ ;Vgstaci)&e):\gpam\]/, 197Zq;mgerkun i F)(:ocenko, Na pod;taW|e .formuiy (15) tatwo otrzy hanalityczn

1985: Seweryn, 1994; Ibragimov, 1994; Dunn i iri€97a, zaleznosé wielkosci Ki¢(B) od kata rozwarcia karbu (Sewe-

1997b): ryn, 1994):

~ A

Ki =Kc(B), (15) ch(B)z(1")‘)00(2KIc/GC)2 '

gdzie Ki.(B)— krytyczna warté¢ WIN, przy ktérym rozpo- Kryterium (15) uogélniano paiej na przypadki gka-

czyna s¢ proces pkania. Wartéci K.(B) zalea od lata nia w ztazonych stanach nagiren (Seweryn i Mréz, 1995;

rozwarcia karbu, tote nie mana ich traktowa& jako Mréz i Seweryn, 1998; Seweryn i Lukaszewicz, 2002y-

charakterystyk materiatowych. Ustalenie zalgci warto- terium wykorzystywane jest zaréwno w stosunku dido&ev

sci Kie(B) od lata rozwarcia karb3 na drodze ekspery- ostrych jak i zaokiglonych, przyjmujc przy tym,ze para-

mentalnej jest bardzo trudne, totezesto wyznacza sija metr dy ma wartd¢ stah, zalena od materiatu. W literatu-

w sposoOb teoretyczny korzystaj z innych kryteriow rze niejednokrotnie wskazywano na niewystargzajpod-

pekania. stawy takiego podégia (patrz np. Morozov, 2001;
Do oceny réwnowagi granicznej ciat z karbami wy- Krasovs'kyi, 2006).

korzystuje s takze kryterium Novozhilova (1969a, 1969b), Do wyznaczenia warunkéw inicjacji procesu lokalnego

gdzie przyjmuje i, ze pekanie nasipuje przez rozrywanie, zniszczenia ciat statych z karbami stosowaaerGvniez

a warunek zniszczenia ma pdasta kryteria energetyczne. (Sih i Ho, 1991; Seweryn989

Leguillon, 2001, 2002; Lazzarin i Zambardi, 200&n@ryn
1 i tukaszewicz, 2002; Seweryn, 2003; Yosibash i ,inni
+ Joeedr<oc. (16)  2004).

Bardziej szczegdtowo zostamozpatrzone kryteria od-
ksztatceniowe ¢kania, ktore opiergj sie na analizie od-
ksztatcé plastycznych w pohtu wierzchotka karbu. Po-
niewaz strefy plastycznii w otoczeniu wierzchotka karbu
w ptaskim stanie napren i odksztatcé réznig sie miedzy
soky, zatem jest oczywisteg i wartdgci rozwarcia w wierz-
chotku karbu (podstawowego parametru kryterium od-
ksztatceniowego) as rézne. Do obliczenia rozwarcia,

w wierzchotku karbu, analogicznie jak w przypadku
szczelin, wykorzystuje si model pasm plastyczéc
(Panasyuk i inni, 1975; Panasyuk i Savruk, 1992).
Kryterium to jest stosowane w przypadku ciat z leanh
jezeli z wierzchotka karbu wychodzi jedno (ptaski stan
napezen (patrz Gomez i Elices, 2003; Savruk i inni, 2005)
albo dwa symetryczne (ptaski stan odksztatceniaaw sk

i inni, 2005) pasma plastyczéwd. Podejcie to wyko-
rzystali rownie Gomez i Elices (2004) do analizy prébki
prostolgtnej z zaokgglonym karbem.

Tutaj g — maksymalne nagrenia rozcigajgce wzdhe
promienia®=0", wychodacego z wierzchotka koncentra-
tora napezen, r — odlegté¢ od wierzchotka,o. — granica
wytrzymataici nieuszkodzonego materiatdy — parametr
strukturalny. Podobne kryterium dla szczeliny zgormo-
wat juz Wieghardt (1907), pdiej wykorzystywat
je Neuber (1937) do oceny wytrzymédo ciat z ostrymi
i zaokmglonymi karbami. Co do fizycznej natury parametru
do uczeni wysuwayj rézne przypuszczenia (odlegto mie-
dzyatomowa dl@rodowiska o regularnej strukturze atomo-
wej, rozmiar ziarna w materiale polikrystalicznynp.).
Szacujc graniczig rownowag ciata ze szczelinz warunku
(16) i kryterium Griffiths’a-lrwin’a, otrzymuje sizwigzek
parametrudy z krytycznym WINK. dla ciat ze szczelinami
(Morozov, 1984; Knesl, 1991; Morozov, 2001; Seweryn
2003; Carpinteri i inni, 2008)

Sy
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Rys. 9.Zaleznos¢ bezwymiarowego zagju pasma plastyczic Iy (a) i rozwarcia w wierzchotku karh O (b)
dla rénych poziomoéw obaizeniay, w funkcji kata rozwarcia karbu®
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Rozpatrzmy ptaszczyensprzysts z wycietym zaoka-
glonym karbem, z wierzchotka, ktérego wychodzi pasm
plastyczndci (patrz schemat na Rys. 9). Brzeg karbu jest
wolny od obcizen a rozktad pola napren w nieskaczo-
nosci okresla asymptotyka (5).

Zadanie spazysto-plastyczne, w ramach modelu pasm
plastyczndci sprowadza sj jak wiadomo (Savruk i inni,
2003), do zadania sptystego. Pasmo plastyczmwd mode-
luje sk rozceciem nieznanej diugei. Do rozwazania
zadania wykorzystano metpdsobliwych rowna catko-
wych. Na Rys. 9 pokazano bezwymiarowy zgspasma

plastyczndci ly =1y /P oraz rozwarcie w wierzchotku kar-

bu 9 =6I(E/0y)(0y/KIV)1/)\ (ptaski stan napeenia)
w funkcji kata rozwarcia ramion karbuB,2dla r&nych
pozioméw obcizenia Yy = (2rp) ™ Kl\//oy . Tutaj o, —
granica plastyczrigi materiatuE— modut Younga.

Przyjmuje st, ze réwnowaga graniczna typy spysto-
plastycznego zostanie naruszona wtedy, gdy rozevaici
w wierzchotku zaokyglonego karbu V osgnie swoj
wartos¢ krytyczr:
9 =9 (17)
gdzie é, odnosi st do probki w ptaskim stanie napenia.
Zaklada si, ze wielkd¢ & jest stata dla danego materiatu
i nie zaley od kata rozwarcia ramion karbu ani promienia
zaoknglenia wierzchotka. Jest krytyczmvartascia rozwar-
cia dla odpowiedniej probki ze szczelin

W warunkach malych plastycznych deformaciji
rozwarcie 6. wyznacza & na podstawie warfoi kryty-
cznego WINK, dla prébki ze szczelin(Panasyuk i inni,
1988):

8. =KZ/(Eoy) .

Przy zalgeniu, ze dluga¢ strefy plastycznej jest
Znacznie mniejsza od rozmiaru koncentratora g¢@pr
otrzymane powsej rozwizanie zadania nme by zasto-
sowane do prébek o skezonych rozmiarach, z wygymi

karbami V, dla ktérych znaneg SWIN K|V(p:0). Przy
czym, rOéwnania kryterialne mna zapis& na podstawie
zwiazkéw (17)i (18) w postaci

(18)

805 (KY foy)* =KZ.

Z tego réwnania wyznaczasiieznane obagienie nisz-

czace, od ktérego zahy WIN K|V. Pozostale wiellszi
uwaza Sk za znane. Zaos¢ ta mozna rowniez wykorzy-
sta¢ do déwiadczalnego okrdania charakterystyki odpor-
nosci na gkanie K, na prébkach z zaokglonymi karbami
typy V. Brak koniecznéci wytwarzania szczeliny w probce
ma szczegoblne znaczenie w przypadku hadeteriatow
bardzo kruchych (np. szkio, ceramika, beton, ifmirz
Morozov 2001).

Pragniemy nadmietj ze zaprezentowane w skrécie,
ze wzgkdu na przegldowy charakter pracy, nowe wyniki
bada zagadnienia obustronnego karbu w plaszaiey
sprzystej oraz deformacyjnego kryteriumekania ciat

acta mechanica et automatica, vol.4 no.2 (2010)

z karbami typu V, zostaropublikowane w postaci bardziej
szczego6towej w nagbnych pracach Autorow.

5. WNIOSKI

Przedstawiono przegl bada z zakresu mechanikiep
kania ciat statych z karbami typu V. Przeanalizoovamne-
tody rozwhzywania ptaskich zada teorii spezystcsci
dla obszaréw z punktamgtowymi. Rozpatrzono zastoso-
wanie metod elementéw skezonych i brzegowych, kolo-
kacji granicznych i metadosobliwych rowna catkowych.
Szczegbla uwag paswiecono jednolitemu podsgiu
do rozwigzywania zadé& koncentracji nagzen w otoczeniu
karbéw ostrych i zaokglonych. Poddgie to oparte jest
na zastosowaniu metody osobliwych réwnaatkowych
do analizy obszaréw sptystych z karbami zaokglonymi,
tzn. obszaréw o gtadkich brzegach. Wykorzystanipdivs
czesnych komputeréw i nowych metod obliczania catek
quasi-osobliwych pozwolito uzyskarozwigzania zada
przy dostatecznie matych promieniach krzywizny venz+
chotkach karbéw. Dokongg przegcia granicznego wyzna-
czono wspoiczynniki intensywsol napezen w wierzchot-
kach karbéw ostrych. Przedstawiono niektore znara o
nowe rezultaty otrzymane w oparciu o jednolite péde.
W cze$ci koncowej zaprezentowano kryteriungkania ciat
z karbami V. Na podstawie rozygiania zadania rozktadu
napezen w ptaszczynie spezystej ostabionej nieskwezo-
nym karbem zaokglonym, z pasmem plastyczu
w wierzchotku, sformutowano oryginalne odksztatceve
kryterium gkania ciat z ostrymi i zaokglonymi karbami.
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ON SELECTED FRACTURE MECHANICS PROBLEMS
FOR BODIES WITH SHARP AND ROUNDED V-NOTCHES

Abstract: The review of research in the field of fracturechne

nics of solids with V-shaped notches was preseriiest, we ana-
lyzed methods for solving two-dimensional problesfi®lasticity

for domains with angular points. We considered micaé me-

thods of finite and boundary elements, boundarylocation

and method of singular integral equations. Pauwicattention was
paid to a unified approach to solving problems toéss concen-
tration near the sharp and rounded V-notches. &pisroach
is based on applying the method of singular infegrpuations
for elastic domains with rounded corners, i.e. #reas with
a smooth border. Using modern computers and nevhaust
of calculating quasi-singular integrals allowedadbing solutions
of problems for very small radii of curvature atthotch apex.
Applying limit transition we found the stress insiy factors
in sharp V-notch vertices. Some known and new teswere
obtained by this approach. Then, we consideredrtwture cri-

teria of solids with notches. Based on the solutibthe problem
of rounded V-notch with plastic strip at top a ndeformation
fracture criterion was proposed.
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