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Streszczenie:W pracy przedstawiono rozgdania peta obcizonego nagle wzdhng sita brzegow, z zastosowaniem
konsekwentnej dla przestrzeni i czasu metodynidbwej. Zadanie rozwkano stosuc podejcia zgodne ze
sformutowaniami mechaniki falowej oraz dynamiki erel wykazania rinic w otrzymanych rozwzaniach. Do
catkowania réwnania dynamicznej réwnowagi, identygo dla obydwu sformutowia uzyto réznych schematéw
catkowania wzgjdem czasu. Analizowano schematy jawny, niejawbyWilsona. Schemat jawny urmdwia doktadny
opis rozprzestrzenianiaesfal napezen oraz efektéw odidi od brzegéw sztywnego i swobodnego. Schemat nigjawn
poprawnie opisuje dynamiczne zachowanietgyrale w dlaszym okresie czasu generuje istotne efekty tluraieni
pasaytniczego. Schema@Wilsona odzwierciedla faloynatue reakcji peta, ale rozmywa poprawne teoretycznie, silne

fronty fal napezen.

Stowa kluczowefala podhina, metoda rinicowa, schematy catkowania krok po kroku.

1. Wprowadzenie

Poszukiwanie reakcji elementéw konstrukcyjnych pod
wplywem obcizen dynamicznych mze by dokonywane
przy zastosowaniu opisu wkwego dynamice
konstrukcji, albo odpowiadggego mechanice falowej.
Wybor opisu zalgy od intensywnéci zmian obcizenia

w czasie, rozumianego jako charakterystyki naréstda
wartcsci ekstremalnej, utrzymywaniagsalbo zmiennéci

w okreslonym przedziale czasu oraz zanikania.

Przy poszukiwaniu rozwrzania wedtug sformutowania
witasciwego dynamice konstrukcji nie jest analizowany
problem rozprzestrzenianisgsiaburzé. Przyjmujemyze
nawet obcizenie dynamiczne o daj intensywnéci
wywotuje reakcj deformacyjm jednoczénie w calym
elemencie konstrukcyjnym. Opis zachowania elementu
obciazonego dynamicznie jest wyznaczany z ukiadu
réwnar rownowagi dynamicznej, zazkoéw fizykalnych
napezeniowo-odksztatceniowych oraz 2mkow
geometrycznych odksztalceniowo- przemieszczeniowych
Uklad ten jest rozwizywany dla danych warunkow
brzegowych, z reguly stacjonarnych co do petoa
w przestrzeni. Rownania dynamicznej réwnowagi S
catkowane przy zalmnych warunkach pogikowych,
odniesionych do calego obszaru  konstrukcji.
W przypadku naturalnych warunkéw patiwych
przemieszczenia i pdkosci przemieszczae w calym
uktadzie g w chwili pocatkowej réwne zeru. Dziatanie
dynamiczne  obakenia  wyprowadza  konstrukgj

z potaenia réwnowagi wedtug form ruchu, ktére
spetniaj kinematyczne warunki brzegowe. W calej
konstrukcji od pierwszej chwili wyspuja kontynualne
procesy deformaciji.

Jezeli rozpatrujemy obarenia o duej intensywnéci
oddziatywupce krotkotrwale na elementy konstrukcyjne,
to w opisie reakcji tych elementéw roziya nalezy
pocatkowe przejmowanie obgienia zewntrznego
ujawniapce sk rozwojem obszaru zaburzonego. Obszar
ten propaguije siz okr&lona predkoscia w dany element.
W przypadku obazen typu wybuchowego albo
udarowego okres narastania afienia do wartéci
ekstremalnej jest bardzo krotki. Reakcja nie pojesta
jednoczénie w calej konstrukcji, lecz stopniowo
w wyniku fal propagujcych st przez jej elementy.

Ujecie problemu mechaniki falowej wymaga opisu
zachowania konstrukcji z wyzdieniem propagacji
zaburzéd. W przypadku analizowania olgen
dynamicznych generagych st z brzegéw konstrukcji
istnieje potrzeba wyznaczenia rozmania
w napezeniach, odksztatceniach i przemieszczeniach
w obszarze zaburzonym i niezaburzonym. Obszary te
oddzielone s ruchomym frontem, na ktérym mag
wystepowa pewne niecigtosci zalezne od sposobu
zadania obaizenia i modelu odksztatlceniowego
materialu.  Wysipuje konieczn& opisu odbicia
rozwazanego frontu falowego od brzegéw przejaoych
obciazenie dynamiczne. Charakter tego odbicia zaled
modelu mechanicznego brzegu. Z pasaego wynikaze

" autor odpowiedzialny za korespondendE-mail: p.szklennik@doktoranci.pb.edu.pl
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reakcja konstrukcji w ggiu mechaniki falowej ma inny
charakter ni reakcja whaciwa dynamice konstrukcji.

Réwnania dynamicznej réwnowagi dla dynamiki
konstrukcji i dla mechaniki falowejasna og6t réne
w przypadkach rozwania zachowania elementéw
konstrukcyjnych. W odniesieniu do gdw obydwa
podefcia bazuy na tych samych réwnaniach, z¢h
rozwazamy reakaj wzdlwna pretow pod wplywem
poosiowych sit dynamicznych.

Celem pracy jest poroéwnanie wynikéw uzyskanych
w oparciu o sformutowanie mechaniki falowej i dyrikaim
konstrukcji na przyktadzie pta poddanego gwattownie
przytozonej, wzdhinej sile brzegowej. Wyniki uzyskano
stosujic konsekwentn dla przestrzeni i czasu metod
réznicona. W metodzie tej stosowano zre schematy
catkowania problemu wzgllem czasu. Wskazanozrice
ilosciowe i jakdciowe uzyskanych rozwian,
obejmujce reakag} preta w jego wertrzu oraz efekty
odbit od brzegéw swobodnego i sztywno umocowanego.

2. Zastosowane metody oblicze

Poszukujemy reakcji pta spezystego sztywno
zamocowanego na brzegu B, alicnego sH
P(t) = const.(rys. 1). Pgt zdyskretyzowano dzigt go na
masy skupione/m ) pokczone elementami sgtystymi
(S). Przygto gestaé¢ i modut Younga materiatu
odpowiednio;p = 2500 kg/mi E = 30 GPa, diug@ preta
L =10 m, pole przekroju pra A = 0,01 i, wartci¢ sity
obcizajacej P = 1000 N, ilé¢ mas skupionychk = 49,
oraz wspotczynnik okéajacy stosunek wielkéci masy
skupionej na brzegu do masy wesvanej y = 0,5 lub
y = 1,0, zalenie od przygtego schematu catkowania
w czasie.

®

y-Am Am Am Am Am
P(t Sy

AX (K-3)-0x Ax Ax

Rys. 1. Schemat modelu obliczeniowego

Drgania podlune oraz reakcja falowa ¢ia jest

opisana rownaniem #diczkowym typu przemie-
szczeniowego:
L(u)y=0 D)

gdzie operator riczkowy

2
L:a—+52—c
ot>2 ot

2 0°

y, u =u(x,t)

Oznacza przemieszczeniag oznacza wspotczynnik
tlumienia, a pgdkos¢ fali podiuznej

c=

x|m
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W pracy (Timoshenko i Goodier, 1962) przedstawiona
jest metoda uzyskiwania rozgania analitycznego
rozwazanego problemu falowego. Rozmanie jest
konstruowane z podziatem na fazy. W poszczegdlnych
fazach analizuje si kolejne fronty fal odbitych od
brzegéw peta oraz wzajemne nakladaniee sitych
frontédw. Wykorzystanie takiej metody jest adiwe.
Jednoczénie mana znalé¢ w literaturze rozwizanie
problemu dynamiki analizowanego ¢ (Nowacki,
1972). Drgania poditne $ opisane nieskiczonym
szeregiem. W analizowanym przypadku zhim¢ tego
szeregu jest jednak wilava na wspoirzdma potazenia
rozwazanego przekroju pta. Z tego powodu daliziemy
poszukiwa efektywnego rozwaizania numerycznego.

Rozwigzania rénicowe skonstruujemy przyjmig
maty krok 4t =t™* - " i nastpujace schematy catkowania
wzgledem czasu:

— bezpdrednk metod; réznicows jawm (MRJ),

— metod roznicowa niejawry (MRN),

— meto@ 6—Wilsona (Mb—W).

Wymienione schematy #éia sie w swojej istocie
zaktadanym profilem zmian przyspieszenia podczas
trwania kroku czasowego i w chwili przeja do kroku
nastpnego.

2.1. Metoda rénicowa jawna (MRJ) — model dyskretny
dla ujecia falowego z punktem kolokacji w chwili t

Zagadnienie  modelowania  dyskretnego  procesow
falowych w petach warstwowych opisano w pracach
Baka i Szczéniaka (1986, 1987). Algorytm
numerycznego opisu procesu falowego wedtug leelrig}
aproksymacji ranicowej dla pryzmatycznych gow
odcinkowo jednorodnych przedstawiony jest w pracy
(Bak i Szczéniak, 1986). Algorytm wykorzystuje jawny
schemat rénicowy z dokladnym odzwierciedleniem
predkosci fali podtwnej w poszczegdlnych odcinkach
preta. Ujmuje on poprawne spetnienie warunkéw odbicia
fali naprzen od brzegu wolnego oraz idealnie sztywnego.
Ponadto méiwe jest wyznaczenie efektu zatamania si
fali  na granicy niejednoroddci materiatlowej.
Omoéwienie b¢dow w czasie w niedoktadnych opisach
propagacji frontow fal nagren mazna znalé¢ w pracy
Baka (1994).

Zastosowanie jawnego schematu catkowania rownania
(1) z punktem kolokacji w chwill" prowadzi (przyd = 0)
do postaci rénicowej (Bak i Szczaéniak, 1986):

n+l _ o0 4 yn-1 N oy gy
uj 2uj +uj —CZ[UJH 2uJ+uJ_1J

At? NG

=0 (2)

gdzie
uf! =u(jox,nAt), j=0,1,2, .., Ki n=0,12.,N

Rekurencyjne rozwianie réwnania rhicowego (2)
mozna przedstawijako

ul*t =T (at,a0uf (3)



gdzie T(4t, AX) jest operatorem  @dicowym
wykorzystywanym do wyznaczania rozaz
w okreslonych punktach siatki czasoprzestrzenne;.
Zaktadamy,ze przyspieszenie jest stale w przedziale
czasu (*, t") i zmienia st skokowo po przégiu chwili
™! Kryterium stabilnéci metody zgodnie z (&
i Szczdniak, 1986) ma postacAt/Ax < 1, wiec krytyczna
wartas¢ kroku czasowegdlt,,; = Ax/c .
Funkcjonowanie mechanicznego modelu dyskretnego
przedstawionego na rysunku 1 opisupwnania (Bk
i Szczdniak, 1986):

n _pn
g ogrt=02
J Amj
2. AU = Au? + 60 AE
3. ult=ul + At
n+l n+l
4. pri= % X *LEA
X

gdzie Aluj”+1 jest przyrostem przemieszczenite] masy
wedtug parabolicznej aproksymacji wgdém czasu,
Am jest to nieodksztalcalna masa wyznaczona ze wzoru
Amy = Acdtp, uj“*l jest to przyspieszenig-tej masy

w chwili t".

Bezbkdne funkcjonowanie tego modelu zale
réwniez od odpowiedniego sformutowania warunkow
brzegowych i pocgkowych. W przypadku masy
brzegowej modelu réwnej 04m przy ruchu falowym
opisywanym co krok czasowy At, zgodnie
z zaproponowanym w @& i Szczdéniak, 1986)
sposobem modelowania ohipénia, zadane ohgienie
aproksymowano z niedomiarem, przyjawjw chwili
pocatkowej (") wartdi¢ sity wymuszajcej P, = 0,%P.
Jest to niezidne w celu uzyskania w pierwszym
elemencie sprystym prawidtowej warteci sity

2.2. Metoda rénicowa niejawna (MRN) — z punktem
kolokacji w chwili t** — ogéIne ujcie dynamiki

Analizowany schemat jest wi@wy do opisu
dynamicznego zachowania roz@aego pgta. W tym
przypadku aproksymag réwnanie (1) doprowadzacse
do postaci rénicowej:

u?+1_2u? +un—1 ur_1+1_u?—1

Y o
t? 2Nt @
1 1 1
e e M ) A
; =
Ix

Niejawny schemat tdicowy powoduje,ze juz od
pierwszego kroku czasowego reakcja wpeje we
wszystkich wztach peta. Oznacza taze schematem tym
nie ma@na poprawnie opisa rozprzestrzeniania i
zaburzé w precie wywotanych oddziatywaniem

Pawet SZKLENNIK

brzegowym. W algorytmie obliczeniowym obhzénie
brzegowe realizowano w kdej chwili t" poprzez
wprowadzenie fikcyjnego gzta (masy). Przemieszczenie
tego wezta zadawano w postaci:

up =up ——zzix

2.3. Metoda—Wilsona (M-W)

W niejawnej procedurze catkowania oltemej jako
0—Wilsona w celu uzyskania rozagien dla chwili t™
wykorzystujemy warunki rownowagi zapisane w chwili
™% gdzie > 1,0 (Bathe, 1982). W procedurze tej
zaklada si liniowa zmiennd¢ przyspieszenia od chwilf
do chwili t"™ % (rys. 2).

t+ OAL

" > t+ At

Rys. 2. Zmienn& przyspieszenia w metodzie Wilsona
(Bathe, 1982)

SzczegoOlowy opis algorytmuzytego do obliczé
znalez¢ mazna w pracy Bathe (1982). Meto@aWilsona
jest bezwarunkowo stabilna zgli stosuje & ja
z parametrem > 1,37 (Bathe, 1982). Na rys. 3
przedstawiono pordwnanie wynikbw numerycznych
uzyskanych dla rhych parametrowéd na przyktadzie
zmian sily w pierwszym elemencie spystym ),
przyjeto y= 1,0 orazdt = At

6=1,0 ——-0=14

8=2,0
1,40E+03

1,30E+03 (i

1,20E+03

1,10E+03

Sila w N

1,00E+03

9,00E+02 ¥

2,00E+02

o 50

Krok czasowy n

Rys. 3. Przebieg zmian sity w pierwszym elemenciezgptym
(P,) przy r&nych wartdciach parametrd

Wynika z tych wykresOw,ze naruszenie wymogu
bezwarunkowej stabilrai i przyjecie 8=1,0 prowadzi
do rozwhzania stabo zbimego z doktadnym (gdzie sita
ma stad wartcs¢ réwrmg P(t)), natomiast maksymalne
réznice pomedzy wynikami przy@= 1,4 oraz 8= 2,0 nie
przekraczaj kilku procent.
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3. Analiza wynikow numerycznych

Na wykresach przedstawiono porownanie wynikow
otrzymanych trzema opisanymi metodami. Analizowano

rozktady sit i przemieszchena diugdci preta po uptywie
okreslonej ilosci krokéw czasowych, a tak przebieg ich
zmian w czasie. Ze wzglu na warunek stabildoi
obliczenia przeprowadzono przyjmaoj krok czasowy
4t =4ty oraz zalecan wartg¢ parametru =14
w metodzieh—-Wilsona

3.1. Rozklady sit i przemieszgézena dlugaci preta
w ustalonej chwili't

Wykresy rozktadéw przemieszazena dtugdci preta
(rys. 4 - 6)swiadcz o uzyskaniu prawie identycznych
wynikéw bez wzgldu na stosowan metod obliczen.
Podkrélenia wymaga faktze w MRN i MO—W w chwili
" (rys. 4) uzyskano przemieszczenia na catej diigo
mimo ze wedtug MRJ utwierdzony koniecegba pozostaje
niezaburzony. Ponadto przemieszczenia obliczofeW!
sa ha tym kdicu znacznie mniejsze od obliczonych MRN,
stad wykres M—W jest tu bardziej zbibny do MRJ.

W przypadku sit (napeen) zaréwno metoda
0—Wilsona jak i ré@nicowa niejawna nie dajwynikéw
zgodnych z metad jawm (przy At =A4t.;). Na obu
wykresach obserwujemy silne ,rozmycie” frontéw fal
(rys. 7 - 9). MRN i M-W wywotuja zaburzenia
obejmupce caly pet juz podczas pierwszych krokow
czasowych i s brak tutaj typowego procesu falowego.
Wynikajacy z rozktadu przemieszaze rozkiad sity
w chwili t"*° nie dzieli konstrukcji pta na obszar
zaburzony i niezaburzony jak w MRJ.

_MRJ ......... MRN ___MB_W

3,00E-03
E n=40
£ 2,50E-03 :}
o 2,00E-03 -
= ”‘\

L
N 1,50E-03 TN
o Rt
@ 1,00E-03 S
£ ‘\
-~ -Q.

B 5,00E-04 R
o E\k

0,00E+00 - !

0 10 20 30 40 50
Nr masy
Rys. 4. Rozktad przemieszézew chwili t"“° (przed
odbiciem frontu fali od utwierdzonego koa)
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_MRJ aiassanes MRN ___MB_VV

6,00E-U3

5,00E-03

4,00E-03

3,00E-03

2,00E-03

1,00E-03

Przemieszczenie w mm

0,00E+00

9] 10 20 30 40 50
Nrmasy
Rys. 5. Rozktad przemieszezev chwili t" =2 (po odbiciu
od utwierdzonego kixa)

—MRJ -==-M8&W

6,00E-03
n=120

5,00E-03

4,00E-03

3,00E-03

2,00E-03

1,00E-03

Przemieszczenie w mm

0,00E+00

0 10 20 30 40 50

Nrmasy
Rys. 6. Rozklad przemieszezev chwili t"=2° (po odbiciu
od swobodnego kza)

——MRJ e MRN = = =M 8W

1,4CE+03

n=4C
1,20E403 -

1,00E+03 o

8,00F+02 R

6,00E402 v

Sita w N

1,00E402 AN

2,00E402

0,0CE+00 | -
u 10 20 30 40 50
Nr elamentu sprezystego

Rys. 7. Rozktad sit w chwilt" = %° (przed odbiciem frontu
fali od utwierdzonego kira)

2,40E+03

n=80

2,20E+03 -~
2,00E+03 L A o

1,80E+03 T

1,60E+03

Sita w N

1,40E+03 I
1,20E+03 et L

1,00E+03 =

8,00E+02 T T 1
¢} 10 20 30 £0 50

Nr elementu sprezystego
Rys. 8. Rozktad sit w chwilit"“® (po odbiciu od
utwierdzonego kaca)



——MRJ e MRN == =M&-W
2,20E403

2,00E+03 =

1,80E+03 7]

1,60E403 L

1,40E+03 I

Sita w N

1,20E+03

1,00E+03 \

8,00E+02

¢} 10 20 30 40 50

Nr elementu sprezystego
Rys. 9. Rozktad sit w chwilit"='? (po odbiciu od
swobodnego kica)

3.2. Poréwnanie rozkladéw sit i przemieszceeczasie

Pierwszy element sgrysty K = 1) wedtug wynikéw MRJ
przenosi przez caly czas esitéwm sile wzbudzajcej

zaburzenie (rys. 10). Schematméowy niejawny oraz
0—Wilsona nie oddaje w zupelfw tego zjawiska, ze
wzgledu na pojawiajce st okresowo ,skoki” sity do

wartosci  wigkszej lub  mniejszej od ohgienia
zewn;trznego.
——MRJ e MRN == =M8-W
1,20E403 ¢
!
1,156+03 :
/ "
1,10E+03 i
[ 1 \
1 1 \ \ ’y
N 1 , 1
_ L0SEN03 N S i P
2 h) ry Lt M W
1,00E+03 e R T N par T
o nd Hll" RN L] Y ‘J \
] ) 1" LRy ',
9,50E402 W v v
: v vl
9,006+02 u
8,50E402
8,00E+02
0 50 100 150 200 250 300 350

Krok czasowy n
Rys. 10. Przebieg zmian sity w pierwszym elemencie
sprzystym P1)

Analizujagc zmiany sity w kaéacowym elemencie

sprzystym K =49) (rys. 11) podczas pierwszych 350

krokéw czasowych mama stwierdzi, ze zarébwno metoda
niejawna jak i 6-Wilsona tylko w przyblieniu
odzwierciedlay charakter przemieszczania ¢ sifali
podiuznej] w pecie. Zauwaa st ponadto,ze MRN
w przeciwigistwie do MRJ czy MW wprowadza do
uktadu efekt tlumienia paggtniczego, mimo ze
w obliczeniach przyjmowand = 0. Po uptywie kolejnych
okresowT = 2/c wykres sity w pecie wedlug MRN dzy
do wartdci rownej brzegowej sile wymusazagj. Efekty
tego procesu genengiego st w procedurze numerycznej
przedstawione g na rysunku 12 i nie wygbuja one
w pozostatych metodach.
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Rys. 11. Przebieg zmian sily w hk@owym elemencie
sprezystym Pao)
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Krok czasowy n
Rys. 12. Przebieg zmian sily w hk@owym elemencie
sprzystym Pag) po uptywie czasti= 30004t

Tak wiec prowadzac obliczenia MRN przyd = 0 nie
uzyskuje st modelu fali przekazywanej poetizy
masami, tylko model, w ktérym wywotane zaburzenie
stopniowo zanika i problem dynamikiazy do stanu
réwnowagi statycznej, gdzie sita w catym uktadzieldie
réwna sile wymuszagej.

Intensywnd¢ ttumienia (wyraona jako logarytmiczny
dekrement tlumienia) w MRN jest zndicowana na
dlugdsci  preta. Mazna je ponadto  wyeliminowa
uwzgkdniajgc w schemacie obliczeniowym odpowiedni
wspotczynnik ujemnego tlumienia, ktérego waéto
w analizowanym przypadku wynosi w przytaniu
0 = -18%". Wprowadzajc ten wspétczynnik udaje i
uzysk& wyniki zblizone do metody-Wilsona réwnie
w diugim okresie czasu (rys. 13). Trzeba oczyiei
podkrgli¢, ze oba schematy obliczeniowe nie opisuj
idealnej postaci falowego charakteru zaburzenia.
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Rys. 13. Przebieg zmian sily w ikmowym elemencie
sprezystym (Ps9) PO uplywie czasut = 3000 4t przy
wprowadzonym wspétczynniku ttumienia ujemnego w MRN

Analize powstawania tlumienia pasgniczego
w réznych schematach catkowania numerycznego
przedstawiono w pracy Langera (1979). Wskazano tam,
ze jego przyczyn maze by nieadekwatn& formy
réznicowej dla wygciowego réwnania riniczkowego.

4. Whnioski

W pracy pokazano,ze konstruowanie dokladnych
rozwigzan problemu falowego nie nie by dokonywane
schematyzacjami wdaiwymi problemom dynamiki.
Wiasciwym  schematem numerycznym do  opisu
propagaciji fal jest jawna metodaznicowa (MRJ).

Idealnie dokfadny opis propagacji fal wymaga te
zachowania warunku na krytyczny krok czasowy. \Wiyni
uzyskiwane schematem catkowani@—Wilsona nie
odbiegag znacaco od MRJ, ale wyspuje tu wyrdne
Jsozmycie” frontow fal napgzeh. Schemat niejawny
(MRN) podczas pierwszego okresu T generuje rezultat
w dwym stopniu zbiegne z MRJ jednak w dalszych
okresach wyspujace tu tlumienie uniemdiwia
poprawny opis poruszgych st wewrtrz preta frontow
fal podtuznych.

Podsumowujc mazna stwierdz, ze wybor sposobu
sformulowania  problemu  pordzy podejciami
mechaniki falowej albo dynamiki rzutuje na wynikizdiz.
Jezeli wyniki tych analiz dotycgz napezen, to sposéb
podejcia jest bardzo istotny, szczegélnie z uwagi na
wyznaczanie efektow odhi Natomiast przemieszczenia,
ogolnie niestacjonarne, as mniej wraliwe na typ
sformutowania.
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NUMERICAL ANALYSIS OF THE BOUNDARY
LOADED BAR IN THE APPROACH OF WAVE
MECHANICS AND DYNAMICS

Abstract: In the paper solutions of a bar loaded instanith w
the lengthwise force are presented. The resultg wbétained
using the consistent for space and time differanethod. The
problem was solved in the accordance with the agmves for
both wave mechanics and dynamics in order to ithtstthe
differences between these solutions. The integratd the
equation of dynamic equilibrium, identical in bdtimulations,
was performed using various time integration sctenihe
explicit, implicit and thed-Wilson schemes were analysed. The
explicit scheme enables an accurate descriptiothefstress
wave propagation and the effects of the wave réfleon fixed
and free edge. The implicit scheme enables an pppte
description of dynamic bar behavior but in the lengime
period it generates significant effects of spuridasping. The
6-Wilson scheme correctly presents the form of tagsbwave
reaction but the fronts of the stress waves arpeds&d in
comparison to the explicit method.

Artykut  zrealizowano w ramach pracy statutowej
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