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StreszczenieRozpatrzono pierwsze i drugie zagadnienie teorizgstasci dotyczce potprzestrzeni niejednorodnej sktada-
jacej st z jednorodnego podta i niejednorodnej warstwy wierzchniej o zmieaggch st wzdtuz grubdici warstwy wia-
$ciwosciach mechanicznych. Zaproponowano algorytm koostamia rozwizan tréjwymiarowych rowna teorii spezysto-

sCi.

1. WPROWADZENIE

Rozwoj technologii powtokowej doprowadzit do wzro-
stu zainteresowania zagadnieniami kontaktowymi iiteor
sprzystaici  dotyczacymi jednorodnego liniowo spr
zystego @rodka izotropowego petzonego z niejedno-
rodmg izotropova liniowo spezystas warstwg wierzchng.
Rozpatrywane w literaturze zagadnieniazagadnieniami
dwuwymiarowymi (Giannakopoulos i Pallot, 2000; Gule
i Erdogan, 2004, 2006; 2007; Ke i Wang, 2006, 2007)
lub osiowosymetrycznymi (Aizikovich i inni, 2002jd€her-
Cripps, 2003; Giannakopoulos i Suresh, 1997; I\Mang,
2008; Liu i inni, 2008). W niniejszej pracy przelysuje-
my mazliwosci konstruowania rozwizan tréjwymiarowych
zagadnié teorii spezystoici dotycacych péiprzestrzeni
niejednorodnej o waej opisanych wisciwosciach mecha-
nicznych.

2. SFORMULOWANIE ZAGADNIENIA

Rozwamy dwa podstawowe zagadnienia teoriiegps
stasci (Nowacki, 1970) dotycce niejednorodnej liniowo
sprzystej polprzestrzeni izotropowej. Pierwsze zagaueie
polega na obgizeniu powierzchni potprzestrzeni znanymi
naciskami normalnymi  p(x,y) i stycznymi
T(XY)=T(X.Y)i+ T(xy)] okreSlonymi w obszarzeQ. Poza
tym obszarem powierzchnia pOtprzestrzeni jest roeab-
na P(x,y)=n(xy)=5(xy)=0, xy)1Q). W zagadnieniu dru-
gim w obszarze znane g przemieszczenia punktow po-
wierzchni potprzestrzeniy(X,y), Uyo(X.y), Uo(Xy), ktore a
rézne od zera jedynie w obszar@e Osrodek sklada siz
jednorodnej liniowo sprystej potprzestrzeni izotropowej
0 module YoungaE, i wspodtczynniku Poissonas oraz
niejednorodnej izotropowej warstwy spystej, ktdrej mo-
dut YoungaE;(2) i wspotczynnik Poissonay(z) sa dwu-
krotnie r&niczkowalnymi funkcjami odlegkzi od po-
wierzchni podiaa (Rys. 1). Porgdzy warstva a podiaem
sa spetnione warunki idealnego kontaktu mechanicznego

T Ef(2, v(2)

Rys. 1.Schemat zagadnienia

Wprowadzone na rysunku 1 wsp@dne kartezjaskie
sa wspotrzdnymi bezwymiarowymi odniesionymi do cha-
rakterystycznego liniowego wymiaaiobszaruQ. Rozwi-
Zujac powyzsze zagadnienie nale speiné (Nowacki,
1970):

- roéwnania rownowagi:

i (i) i
00} 003 adl) _ 0.i=01 (1a)
X ay 0z
(i) (i) ()
6@w+aaw+aaﬂ:oJ:o@ (1b)
X ay 0z
() agl) 5 (0)
00y +aJyZ +aazz =0,i=01 (1c)

0X 0z

ay

— zwiazki geometryczne:
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XX OX ay 3
o o) o _1fa) o)
2z =T ey T ay Ix |

. . 2
() -1[ o), au) “
¥ 72l oz ox
(i)-1 au§)+au(zi) i=0,1
T2l ez oy |
— zaleznosci konstytutywne:
U|(<i|) =A (Z)(5>(<lx) +5gs)/ +5(Q)5kl+ 24 Z)glgl) , 3)

k,=x,y,2 i=0,1

— warunki brzegowe na powierzchni potprzestrzeni nie-
jednorodnej £=h):
— zagadnienie I

=-p(x,

o (% v, ) =-1y(x ). (4a)
o (xyh)=-1y(% )

— zagadnienie Il
u (% %)= uo( % Y,
u (% v 0= yo(x Y, (4b)
W (% 0= uo( % ¥;

— warunki brzegowe idealnego kontaktu mechanicznego
na powierzchni rozdziatu warstwy i podé(z=0):

o9 (x v,0) =0} (x .0,

o) (x y,0)= oy (xv.0, (5a)
Jg,g) (x,y,0) =0’9';(X, .0,

i (x v.0)=dd (x %9,

W9 (% v,0)= d) (% %0, (5b)
9 (x .0 = ) (x %9 ;

— warunki w nieskéczondgci:

u(i)(x,y,z)_>0,>?+ ¥+ 7w, E0,L (5¢)

W réwnaniach (1)-(6) wprowadzliny oznaczenia:
o” - tensor napwenia, e” - tensor odksztalcenia,
u® — wektor przemieszczenial, — symbol Kroneckera,
Ai i & — wspotczynniki Lamégo:
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W powyzszych wzorach oraz w kolejnych rozdziatach
parametry i funkcje stanu z indeksem 0 odaasz do pod-
loza. Natomiast parametry i funkcje stanu z indeksem 1
opisup warstve wierzchni.

3. METODA ROZWI AZYWANIA

Podstawiajc zwiazki geometryczne do zaleoici kon-
stytutywnych, a te do rowhaardwnowagi, otrzymamy row-
nania teorii spyzystosci w przemieszczeniach, znane
w przypadku jednorodnego srodka izotropowego jako
réwnania Lamégo (Nowacki, 1970):

(i) 2,,(1) 2y) 2{\)
e 92y aaf) 9
/]iTh]i axﬁz+2'q X 2 TH 6y2 *
. 7
) o (al) al)) (72)
TH 6x6y+az#' oz Tax |70
| ad’) AT U o) Ly P
ay 0ydz ay? 00y
. . (7b)
azug,') P aug) aul)
e Tt oz oy | MO
, (i)
i(/l 91('))+ 9 (A +2 )ai+
0z Qz (70)
+ LA u(i)+,u—agl(l) =0,i=0,1
(ot 4 i 9z —YU =YL
gdzie
2 32
N -
ox° ay
. (i) auld)
o) 20 0T o (8b)

L 0x Oy

W celu uproszczenia rownd7) wykorzystamy ide al-
gorytmu przedstawionego w pracy Halazjuka (198%)-R
niczkujac rownanie (7a) wzgtlem zmienney, a réwnanie
(7b) wzgkdem zmiennek i odejmupc od pierwszego row-
nania - drugie, otrzymamy:

a1+ 2 Mﬂ_o i=0,1, (92)
gdzie

_ () ayl)

(i) 20w’ Oy oy (9b)

dy  ox '
Po zré@niczkowaniu réwnania (7a) wzglem zmiennej

X, @ rdwnania (7b) wzgtlem zmienney, i po dodaniu row-
nan uzyskamy natomiast



. (i) (i)
| (i),0 94 ouy
(i +2u )08 Yot oy AT (9c)

+A1%(,u, ug)) =0,i=0,1.

Rozwigzanie zagadnie konstruujemy za pomacdwu-
wymiarowe] catkowej transformacji Fouriera (Sneddon
1972)

A (&n.2) A (xy2
«9(' (x 2

4 (¢&n.2) |=
) (£.2) @(xy#
A (xy,3

Ez_lﬂj [ & (xy.2 |exq(- ¢~ iyp) dxdy, £ 0.1
) (xv.2
W przestrzeni transformat Fouriera zamiast rGwna
w pochodnych cgstkowych (9a), (9¢) i (7¢) otrzymamy

zwyczajne liniowe réwnania réiczkowe o zmiennych
wspotczynnikach

(X &, Y- |=

(10)

a2l gyl) G
d)Z(2 y gz ~2i) =0,i=0,1, (11a)
dzél(i) L dél(i) _ 28 ) .
dZ2 ' dz 1.2
(1 ) (11b)
+1°)s
S duz jszug =0,i=0,1,
1—/I
; _2\2
), o) o0
dZ dz | 2 (110)
(1+) agl)
+ L1 48" =0,i=0,1,
2 d
gdzie
o qdy
- 4 d(A +2
An=(A +24) 1—iia;fil, (11d)
he=(h+2u) S iz 0
/izzlf— i=0,1,5s> —E +/7 (11e)

Przyjmupc w réwnaniach (11a)-(11c)iy = Ag; =Ag2=0,
otrzymamy rownania dla jednorodnej potprzestrzguisa-
nej indekseni=0:

d2)~((0)

dZ 1=,

(12a)
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=0, (12b)
dZ 1—/02

1 1-/2 dz

dzu(zo) (1—/8)32
dZ 2
ktore g liniowymi roéwnaniami réniczkowymi o statych
wspotczynnikach. Poszulkgg rozwigzania rownania (12a)
W postaci )?(0) (&.7.2)=b(&.n)exp(m2, otrzymujemy
réwnanie charakterystyczmg~s’=0 do wyznaczenia para-

metrum. Pierwiastkom tego réwnania odpowiagipiowo

niezalene rozwazana (Arnold, 1983): expd i exp(s3).
Drugie rozwazanie w potprzestrzerx0 jest nieograniczo-

=0, (12¢)

ne, wskutek czego funkpj)?(o) (é.n,2) zapiszemy w po-
staci:

O (&n.2) =ty (£m)exp(s)

Rozwigzania uktadu rowna(12b) i (12c) szukamy w po-
staci:

8% (6.0,2) = o(£.7) exp( md,
‘ (£:1,2) = a(&.n) exp m3.

Otrzymamy réwnanie charakterystycznen<s’)?=0,
ktorego pierwiastkm=s i m=-s s3 dwukrotne. Odpowiadaj
im liniowo niezalene rozwgzania (Arnold, 1983): exp#,
zexp?d), exp(s?d) i zexp(sd). Tylko pierwsze dwa rozwi
zania § ograniczone w poOtprzestrzeriO. Zapisujc funk-

(13a)

cie u( )(517 Z) w postaci:

v =(dozas(£)+ 23 (¢ 7)) exe( s}, (13b)
gdzie
1481
do =,
1—/5 1-,

otrzymujemy nasgpujaca posta dla funkgcji 91(0) (é.n,2):

2% (61.2) =~((2+ ) aa(é 1)+ 139
+dgszay(6,7)+2 (&) $exd sg

Rozwigzanie réwna (11) w warstwie wierzchniej
ma posta
A (£.0,2) = ilb,- (&m)xi(s 2, (13d)

J:
5(1) :
a7 (émz)|_ & VJ (s Z)}
: (13e)

Lgl)(g,,,,z)] 2y (s 9

gdzie funkcjexi(&n7,2) i xo(&n,2) sa liniowo niezalenymi
rozwigzaniami réwnania rniczkowego (11a). Natomiast
pary funkcji @(&n,2), ¢y(&n2),j =1, 2, 3, 4 8 liniowo
niezalenymi rozwgzaniami uktadu rownarézniczkowych
(11b,c). Funkcjeg(é&n), j = -1, 0, ..., 4 orazy(én),
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j=0,1, 2, wprowadzone we wzorach (13) réeznanymi
funkcjami parametréw dwuwymiarowego przeksztalcenia
catkowego Fouriera, ktére nale obliczy¢, spetniagc wa-
runki brzegowe (4a) (lub 4b) oraz (5).

Przechodgc w zalenosciach (8b) i (9b) do przestrzeni
transformat Fouriera, uzyskujemy wzory:
igal) +inal) = g1, ipal) —igal) = 0 i = 0,1, (149)
na ktérych podstawie obliczamy transformaty Foarier
pierwszych dwdch sktadowych wektora przemieszczenia

spn;Zystego
i) =nel) - g

iszﬂ,((')

Podstawiajic wzory (14b) do zwgizkéw geometrycz-
nych (2) i zalenosci konstytutywnych (3), zapisanych
w przestrzeni transformat Fouriera, otrzymujemy myzo
do obliczenia transformat Fouriera skladowych teamso
napezen:

)+ i1 , i=0,1.(14b)

A _ [, d) ), &), &g
o | 4+ |55 +?)2( ,i=0,1, (15a)
a2 i) 2,
Oy _ i | Fi) , day" | n” Ai) _<n A i=
" 1-Ii2(91 + & }-sz 6 52 ,i=0,1, (15b)
) 2 )
O77 _ G A() 1 ddg =
20t 1—/i2 A +1_li2 o 0,1, (15¢)
5(i) N2 g2
Ty g0 7= ) 2
2 2 Z) 2 X'/ ,i=0,1 (15d)
|325)((iz) ~ dé?l(')_ Zﬂg) . d}(i) o1 5
L =< az - =gz "0 (15€)
i<25(1) A1) .
S Ovz _ 947 _ 2f) gi i=0,1 (15f)
7 dz

Zapisupc warunki brzegowe (5) w przestrzeni transfor-
mat Fouriera, a naginie podstawiaic do nich zalenosci
(14) i (15), otrzymujemy nagbujaca postd warunkOw
brzegowych idealnego kontaktu mechanicznego:

(1 (0 (1 ~(0
U£)|Z:O=U(z)|2—0’91()| EO=€1()| z0> (16a)
2 (1
/ él(l) s 1 dug) _
1-7 1~/ dz |
2=0 (16b)
_ Mo [ 3 él(O) L1 dal®
. -2 dz ’
ﬂl'zzo 1 ) 1 ) 0
~(1 ~(0
dgl( : 2 __ Mo Ol91( )
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__Ho d)?(O)|
z=0 'u1|2=0 ‘2:0

W podobny sposéb uzyskujemy warunki brzegowe okre-
$lone w zagadnieniu |, ktére opigupbciazenie potprze-
strzeni niejednorodnej:

d;((l) |
dz ‘

|20 = 49| 1, . (16d)

~ dN(Zl) 1- 2 ~

260) + ZZ ] ) -2y1|’21=h p(é.n) (17a)
dgl(l)_uzl) __n(&n) 17y

dz 'u1|z:h

z=h

d)N((l) — & (6'/7) (17¢)
dz o 71 .
gdzie

(&) =iét (&) +inty (£0), a8)
ro (&) =inty (&) =ity (6.),

plen) | | P(xY)

,.(&n) ZETU 7y (%, y) |exp(=ix¢ — iy7) dxdy. (19)
ry(&m)| 9 ry(x)

Warunki brzegowe oksétone na powierzchni poltprze-
strzeni niejednorodnej w zagadnieniu Il mppsta:

& (enh)=a(En). ) (En0=ug(€n),  (209)
XY (Enh) =, (6m), (20b)
gdzie
0y (€,17) = igo (&.7) +inptiyo(£.17),

0, (&.7) = 0 (£7) = 6010 (E.7) &)
Go(67) |, | Wo(*Y)

Gyo (&) ——J'J' uyo(x,)a exp( - X — iyy) dxdy. (22)
Uz (7 Ug( X Y)

Jak wynika ze struktury rozggai (13) oraz warunkow
brzegowych (16)-(17) okéonych w zagadnieniu |
(lub (16) i (20) — w zagadnieniu Il), zaréwno w Ipiszym
jak i drugim zagadnieniu teorii spystasci funkcje a(&,7),
j=-1,0, .., 4i(&n),j=0,1, 2 wyznaczamy z dwéch
niezalenych uktadéw rowné liniowych. Pierwszy ukiad
zawiera sz& rowna, ktére powsta na skutek spetnienia
warunkéw brzegowych (16a)-(16c), (17a) i (17b) dkre
nych w zagadnieniu | (lub (16a)-(16c) i (20a) —agadnie-
niu 11). Stuzy on do obliczenia funkc@(& ), j = -1, 0, ...,
4. Poniewa opisywany uktad zawiera tylko dwa réwnania
niejednorodne, jego rozg@anie zapiszemy w postaci:



— zagadnienie I
1-/2
aj (&) iy |’1 p(€.n)
Hz=h (23a)
* 1 *
ajy(s)=- 7(ém)44(9, i=-10,...4
'u1|z=h
— zagadnienie Il
a; (<, =0 ),
i (€m)=0y0(&n) 3b)

a1(9)=u(én) 32(9, =-10,..4

gdzie funkcje ajy(s) i aj,(s) sa rozwiazaniami ukiadu

szeéciu rowna liniowych z § sana maciera, co i uktad
rownai do wyznaczenia funkciy(¢,/7) i wyrazem wolnym,
w ktéorym wyrazy, wysipujace w prawej cgici rOwnai
(17a) i (17b) okrdonych w zagadnieniu | (lub réwna
(20a) — w zagadnieniu Il) zagtono statymi 1 i O (przy
Wyznaczeniua*jl(s)) lub statymi 0 i 1 (przy wyznaczeniu

a}z(s)). We wzorach (23) uwzegtinilismy, ze elementy

macierzy opisywanego ukladu réwnazaleza jedynie

od promieniowej wspotnej s (=&+r7) wprowadzonej

w plaszczynie parametrow przeksztalcenia catkowego. Po-
wyzszy wniosek jest way ze wzgédu na obliczanie catek,
ktére powstam przy stosowaniu odwrotnego przeksztat-
cenia catkowego Fouriera.

Drugi uklad réwna zawiera trzy réwnania odzwiercie-
dlajace warunki brzegowe (16d) i (17¢) oklane w zagad-
nieniu | (lub (16d) i (20b) — w zagadnieniu Il). [Kg jedno
rbwnanie tego ukladu jest niejednorodne. Znaczy
to, ze funkcjeby(&,77), j=0,1,2 maemy zapis&w postaci:

— zagadnienie I

bj (&)=~ ! o (&n)b (9. =012, (24a)
'u1|z:h

— zagadnienie Il

bj (£.7) =0 (&)1 (9, =012, (24b)

gdzie funkcje b]f (s) sa rozwiazaniami uktadu trzech row-

nai liniowych z 4§ samyg maciera, co i uklad réwna
do wyznaczenia funkcji;(¢,7) i wyrazem wolnym, w kto-
rym wyraz, wysgpujacy w prawej czsci réwnania (17c)
okreslonego w zagadnieniu | (lub réwnania (20b) — w za-
gadnieniu 1) zagjpiono stad rowm 1.

Stosugc do wzorow (13)-(15) odwrotntransformagj
Fouriera, otrzymamy wzory do obliczenia oryginalékia-
dowych wektora przemieszczenia i tensora giagnia:

) ( o)

[ (i)( Y, Z)izf-l [4)(&7’ 3}{
o/ (xy.2 6"/ (&.9
[g(i) (&0.2)
&) (z..2)

LX) - Y|=
(25)

]exp(ix{+iy/7)d{d/7 ,i=0,1
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4. PRZYPADKI SZCZEGOLNE WLA SCIWO SCI
MECHANICZNYCH WARSTWY WIERZCHNIEJ

W zaleznosciach (13d) i (13e) wprowadziiny liniowo
niezalene rozwazania;(s,2),j = 1, 2 orazg(s,2) i ¢(s2),
=1, 2, 3, 4 rowna rézniczkowych (11) opisuagcych pole
przemieszcage i napezen w warstwie wierzchniej. Nie
podalémy jednakzadnego algorytmu obliczania tych funk-

cji. W przypadku, gdy wiadomo jedynige funkcje /4 (z),
M1(2) i Ay(2z) opisane wzorami (11dySunkcjami ré-

niczkowalnymi zmienneg, brak jest efektywnego algoryt-
mu analitycznego konstruowania takich rogzeih. Dlatego
tez rozpatrzymy kilka przypadkéw szczegolnych, w kidry
funkcje xi(s.2), ¢(s2), ¢(sz) mazemy wyrazé przez znane
funkcje elementarne i specjalne.

4.1. Jednorodna warstwa wierzchnia

Jelli warstwa wierzchnia jest warsiwjednoroda,
otrzymujemy iy = Agy = Ag2=0, czyli warstwa wierzchnia
jest opisywana réwnaniami (12) okienymi przy O<z<h.
Liniowo niezalenymi rozwigzaniami tych réwna jak
zaznaczadimy wyzej, 1 funkcje: exp632, zexpsa, exp(s?

i zexp(s2. Skorzystamy jednak z naptijacych liniowych
kombinaciji tych funkciji:

2sinh(s(h-2)) = ex{ sh exp- sp- exp- sh exp .(26a)
2cosh{s(h-2) = exf sh exp- sp+ exp- sh efp §.,(26b)

2(h-2)sinh( h- 3)= 2hsin{ 6 k P+ (26¢)
-exp(sh) zexy(— s3+ exff— sh zexp 3z
2(h-2z)cosi{  h- 3)= 2hcosh § k P+ (26d)

-exp(sh) zexy~ s3- exff— sh zexp 3z

Rozwigzania zapiszemy w postaci:
xi(s 2 =sinh({ b= 3) . x2( s )= cosif (s h )} (27a)
2¢,(s,2) =(2+ d)sin{ { - })+
+dys( h- Jcosh § i })
2¢1(s,2) =(2+ d) cosi{ { - })+

+dys(h- 2sinh( § & ), (#70)
#3(s,2) = scosh( § 1 ) ,
#a(s 2) = ssinh( { b });
(5.9 = d(h- Jsinh( § & ),
2(s,9) = d( - dcost{ § k) (27¢)

Ws(s, 2) :sinh( {h 3) ,
Wa(s 2 =cosi { - 3) ,
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gdzie
d = +f_ 1 _
1—/]? 1- 2/1

W pracach Kotodziejczyka i Kulchytsky-Zhyhailo,
(2007) wykazanoze zalenosci (27) mazna fatwo uogélrd
na przypadek pakietu, ktéry sktada gi okrélonej liczby
jednorodnych izotropowych warstw.

4.2. Niejednorodna warstwa wierzchnia o module
Younga zmieniagcym sie wedtug zalenosci
wyktadniczej

Przyjmijmy teraz,ze wspotczynnik Poissona warstwy
wierzchniej jest staly, a modut Younga zmienia wizdiuz
grubaici warstwy wedtug zalanosci wyktadniczej:

E(2)= B exp(82,

gdzie EI i B— znane parametry. Podstawi@jvzor (28) do
wzoréw (6) a te do zateosci (11d), otrzymamy:

=B, =B, Ap=138.

Uwzgledniajac wzory (29), przeksztalcamy réwnania
(11a-11c) do réwnarozniczkowych o statych wspotczyn-
nikach:

(28)

(29)

a2 o)
S =0, (30a)
d291(1)+ dél(l)_ 25 50),
dZ dz  1-2 o)
(1+/12)82 dCl(l) 2-(1)
1-/2 dz & ug 0
a2 ﬁd~21) _(1 /1)5209)+
dZ dz ( 2) y (300)
1+4 ) gg\: .
2 d +pia =0

Rozwizania rownania (30a) poszukujemy, jak i poprzed-

b(&,r7) exp(m2 . Otrzymu-
jemy réwnanie charakterystyczner+Am-s=0, ktérego
pierwiastkom odpowiadajrozwigzania:

e (053]
X2(s. 2 =exp((—,B+\/mj zj . B=4.

Rozwigzania uktadu réwna (30b) i (30c) szukamy
W postaci:

nio, w postaci:j((l) (én.2) =

x(s 2=
(31a)
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A0 (£.1,2) = o(&n) exp(m3
e (€1.2) = a(&.n) exe( m3.

Otrzymamy réwnanie charakterystyczne (Ozturk i Erdo
gan, 1996):

(mz— 52)2+2m3( n?— §)+52( R+ 1,2 §)=o,
ktérego zespolone pierwiastki zapiszemy w postaci:
m =582 +(+ |3,
m, :-B—\//?2+(sz— 119,
my=-p+ B2 +(S+ g,
my =5+ +( - 18]y

We wzorach (33) zalylismy, ze:

(32)

(33)

Re,[ % +(52 £ lus) > 0.

Funkcjeg(s2) i ¢(s2) otrzymamy w postaci:
#(52)=(3+47= fexe( m },

(s 2= (rﬁ §/1,6’)exp( me 31234

4.3. Niejednorodna warstwa wierzchnia
0 module Younga zmieniagicym Sie
wedtug zalenosci potegowej

(34)

W kolejnym przypadku szczegélnym pozostajemy przy
zalazeniu, ze wspotczynnik Poissona jest staty. Natomiast
modut Younga zmienia giwzdiuz grubgci warstwy we-
diug zalenosci potegowej:

E(2)=&(c+ 37, a=(1-2) /vy, (35)
gdzie EI i ¢ — znane parametry. Podstaw@jwzor (35)
do wzoréw (6) a te do zaleosci (11d), otrzymamy:
2
a ; _a y _af
==, A1== ,{=Cc+z (36)
B

Uwzgledniajagc wzory (36), przeksztalcamy réwnania
(11a)-(11c) do postaci:

dz)?(l) o d)?(l) _ 2~(1) _
d(z +? a7 sy =0, (373a)
o) add 22 o,
d¢2 ¢ dd 1=t )
_(1+/12)52 dlj(Zl) _a'sz (0o
-2 A ¢



) aald (7))
Z + - Z l]z +
dgz ¢ Al ? (37¢)
2 ~
+(1+/1 ) dgl(l) +a—l12671(1) o,
2 d¢ {

Szukajc rozwigzanie réwnania (37a) w postaci:

W (enz)=¢cPx (0.2, 2pra=1 (38)
otrzymamy réwnanie Bessela (Lebedev, 1963):
25(1) AD 2
d X1 +ld/Y1 + p__sz ~J(_l)=o' (39)
d¢2 ¢ d¢ (g2

ktérego liniowo niezalnymi rozwigzaniami § modyfiko-
wane funkcje Bessel#s;(s) i K(s{). Znaczy toze

x(s9=¢P (%), x2(s 3=¢° K( 6),

Mozna wykazd, ze rOownania (37b) i (37c¢) powstaj
takze w osiowo-symetrycznym zagadnieniu doteym
rozpatrywanego powej asrodka spezystego. Rozpatrag
w pracy (Kassir, 1974) osiowosymetryczne zagadaieni
kontaktowe dotycae pétprzestrzeni sgrystej z whagciwo-
$ciami mechanicznymi opisanymi zal®sciami (35),
jej autorzy skonstruowali dwa liniowo niezate rozwjza-
nia réwnai (37b) i (37c), ktGregograniczone przy z :

#1(s¢)=¢FK (¢ 9,
P (sd)=Kp(¢9+ T sKea(¢ 3,

#$2(s.0) =Ky (¢ 9-1£7 $ K a(¢ $,
W2 (s.¢) ==Ky (¢ 9.

Uwzgledniajgc struktue rozwigzan opartych na modyfi-
kowanych funkcjach Bessela drugiego rodzaju, uzysku
jemy pozostate dwa liniowo niezalee rozwjzania oparte
na modyfikowanych funkcjach Bessela pierwszego apdz

#3(s.0)=¢S ({9,

(40)

(41a)

(41b)

(41c)
W3(s.¢)=1,(¢s) = sly1(C 9,
#4(s.0)=sl,(¢9+EC $ 1,4(¢ $, )
Wa(s )= —/12(s|p (¢9.

5. PRZYPADKI SZCZEGOLNE PRZYLO ZONEGO
OBCIAZENIA

Ze wzoréw (13), (23a) i (23b) wynikae rozwhzanie
zagadnienia | zaly od transformat Fourierap(é&,7),

r(&n) i T(&n). Uwzgkdniaac struktug funkcji
(&) i T(&,n7) opisam zalenosciami (18), wniosku-
jemy, ze @ one transformatami Fouriera funkcji:

acta mechanica et automatica, vol.4 no.2 (2010)

:ai+ai i

ox oy

_9r, 01y

= . 42
dy  0X (42)

(%) 72(xy)

Ze wzoréw (13), (23a) i (23b) wynika tak ze funkcje
)((')(x, y,2),i=0,1 s réwne zeru, gdyry(xy)=0. Nato-

miast funkcje&l(i) (% y,2) i ug) (x v, 2, i=0,1s zerowe,
gdy p(xy)=0 i rn(xy)=0. Z powyszego wynika,
ze w zagadnieniu, w ktérym powierzchnia péiprzestize
jest obcazona jedynie naciskami normalnymi, funkcje
)((') (x,y,2=0,i=0,1.

W przypadku zagadnienia ptaskiego stanu odksztatcen
(Timoshenko i Goodier, 1951), w ktdorym obszaremiabc
zenia jest pasmo o szerakd 2a (Q={-asx<a, -co<y<co}) a
funkcje p(xy) 1 1(xy) zalea jedynie od zmiennej
x(1,(x,y)=0), ponownie uzyskujemy )((') (x,y,2 =0,

i =0,1. Natomiast w zagadnieniu antyptaskim (Timoshen-

ko i Goodier, 1951), w ktérym w obszarz@={- a<x<a,
-o<y<oo} s3 okreSlone jedynie naciskir(x) (p=0 i 7,=0)
mozemy  przyjg: 6?1(') (xy,2=0 i ug) (xv.9=0,
i =0,1.

W zagadnieniu osiowosymetrycznym, w ktorym
w obszarze pigcieniowym Q={b<r<a}, gdzier (r’=x°+y?)
jest wspotredng promieniows, s3 okreslone naciski nor-
malnep(r) i styczner(r) (7,=0, ¢ - wspoétrzdna obwodo-
way), sktadowe obgienia stycznega i 7, 3 rowne:

11 (X, y):%air(rrr) i 75(x y)=0. (43)

Znaczy toze funkcje)((i) (x,y,2=0,i= 0,1, a funkcje

Hl(i) (%, y,2) i ug) (% y,2,i=0,1 zaleza od funkcjip(r) i
r2a(r o(r))/or.

Jsli, natomiast przyjmiemyze w obszarze pigcienio-
wym jest okrélone jedynie obaizenie 74r) (p=5=0),
otrzymamy:

10
(% y)=0075(x, y)=—FE( rr¢,):

:Hf')(x, y,2) = LQ)( xy3=0, EO0L (44)

Poréwnujc zalenosci  (17) i (18) okrélone
w zagadnieniu | z zammosciami (20) i (21) opisujcymi
zagadnienie Il, meemy stwierda, ze wnioski formutowa-
ne w niniejszym rozdziale dotygze zagadnienia lagpraw-
dziwe take w przypadku zagadnienia Il.

6. PODSUMOWANIE

W niniejszej pracy zaproponowano algorytm konstru-
owania rozwizan tréjwymiarowe] teorii spgzystasci doty-
czacej jednorodnej izotropowej pOtprzestrzeni liniowo
sprzystej pokczonej z niejednorodnwarstva, ktérej wia-
$ciwosci mechaniczne zate od odlegtéci do powierzchni
rozwazanej poélprzestrzeni niejednorodnej. Proponowane
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podefcie oparto na wprowadzeniu potencjatoweggstych
opisanych zabtmosciami (8b) i (9b), ktére umdiwiaja
rozseparowanie trojwymiarowych réwhaeorii spezysto-
$ci. Do wyznaczenia potencjajy opisanego wzorem (9b)
otrzymujemy zaréwno niezalee rownanie rgniczkowe
jak i niezalene warunki brzegowe. Drugi wprowadzony
potencjat i pionowa skladowa wektora przemieszezeni
sprzystego g obliczane niezalmie od potencjatuy.
Do ich okrdlenia stzy uktad dwéch réwna rézniczko-
wych i szdciu warunkéw brzegowych. Wykazanae w
przypadku, gdy rozwane zagadnienie jest zagadnieniem
antyptaskim lub zagadnieniem gkania, spérdd trzech
wyznaczanych funkcji tylko potencijatjest r&ny od zera.
Natomiast, gdy rozpatrywane zagadnienie jest zagadn
niem ptaskiego stanu odksztalcenia lub zagadnieigior
wosymetrycznym, potencjatjest réwny zeru.

W zagadnieniach, w ktérych warstwa wierzchnia jest
jednorodna, lub jej wspotczynnik Poissona jest ystat
a zalenos¢ modutu Younga od odlegioi do powierzchni
potprzestrzeni niejednorodnej jest opisywana funkey-
ktadnicz lub potgowa, skonstruowano rozwzania réw-
nan rézniczkowych zwyczajnych o zmiennych wspétczyn-
nikach, ktére powstajna skutek stosowania do tréjwymia-
rowych réwna teorii spezystaici dwuwymiarowego prze-
ksztatcenia catkowego Fouriera.
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Abstract: First and second problems of the elasticity theory
is considered for a non-homogeneous half-space. bbuy was
composed of a non-homogeneous surface layer amsinagene-
ous half-space. It is assumed that the mechanicglepties of
coating material are dependent on the depth. Teritim of
solutions to the equations of three-dimensionabithef elasticity

is presented.
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