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Streszczenie: W pracy omawiane są wybrane zagadnienia budowy modeli ciała człowieka dla zadań symulacji dynamicznej 
odwrotnej. Dyskusja prowadzona jest w odniesieniu do modelu płaskiego przeznaczonego do analizy skoków w płaszczyźnie 
strzałkowej, układu składającego się z 14 sztywnych segmentów połączonych za pomocą 13 przegubów. Omawia się dwa 
modele sterowania – deterministyczny (uproszczony), za pomocą wypadkowych momentów sił mięśniowych w stawach, oraz 
niedeterministyczny (uszczegółowiony) model mieszany, za pomocą sił mięśniowych (sterowanie nadmiarowe) w stawach 
kończyn dolnych i momentów sił mięśniowych w pozostałych stawach. Z zastosowaniem równań ruchu we współrzędnych 
absolutnych i niezależnych, dyskutuje się rozwiązania zadań symulacji dynamicznej odwrotnej dla obu modeli sterowania. 
Rozwiązaniem są przebiegi w czasie sterowania układem oraz reakcji modelu z podłożem (w fazie lotu z założenia równe ze-
ru). Omawia się też metody wyznaczania sił reakcji w stawach, zależnych od sił mięśniowych i reakcji zewnętrznych.  

1.  WSTĘP 

Symulacja dynamiczna odwrotna czynności motorycz-
nych człowieka, prowadzona z wykorzystaniem modeli 
mięśniowo-szkieletowych (wieloczłonowych) oraz danych 
z badań eksperymentalnych, jest podstawową techniką 
bezinwazyjnego szacowania sił mięśniowych oraz obciążeń 
wewnętrznych i zewnętrznych w trakcie tych czynności. 
Jakościowe i ilościowe wyniki takich badań znajdują szero-
kie wykorzystanie w biomechanice sportu, ergonomii, reha-
bilitacji medycznej, ortopedii i transplantologii, niezależnie 
od aspektów poznawczych – lepszego zrozumienia budowy 
i sterowania skomplikowanym aparatem ruchu człowieka, 
źródła inspiracji dla wielu maszyn i mechanizmów.  

Zgromadzone doświadczenia i wiedza, wspomagane za-
awansowanymi technikami komputerowymi i pomiarowymi, 
umożliwiają dziś analizę bardzo skomplikowanych ruchów 
człowieka, możliwą często z wykorzystaniem programów 
komercyjnych takich jak AnyBody (Damsgaard et al., 2006) 
czy MusculoGraphics (Arnold et al., 2009). Pomimo swo-
ich ogromnych możliwości (m.in. baza danych antropome-
trycznych), programy te wykorzystywane są jednak często 
jak „czarne skrzynki”, co nie zawsze jest zasadne w bada-
niach podstawowych/specjalistycznych. Są to ponadto pro-
gramy bardzo drogie. Z tych powodów w wielu ośrodkach 
naukowych prowadzone są intensywne badania w zakresie 
doskonalenia oraz poszukiwania własnych metod modelo-
wania i symulacji układów biomechanicznych. (Ambrósio 
i Abrantes, 2007; Blajer i inni, 2007; Pandy, 2001; Pot-
konjak i inni, 2009; Vukobratović i inni, 2007; Yamaguchi, 
2001; Zajac i Winters, 1990), wyspecjalizowanych często 
dla badania szczególnych przypadków ruchu.  

Niniejsza praca wpisuje się w nurt badań podstawowych 
dotyczących modelowania i symulacji układów biomecha-
nicznych. Dyskutowane są aspekty modelowania dynamiki 

ciała człowieka na przykładzie płaskiego modelu pokazane-
go na Rys. 1, przeznaczonego do badania szerokiej gamy 
skoków sportowych typu wyskok pionowy, skok w dal 
z miejsca, zeskok z podwyższenia, „przeskok przez kałużę” 
czy trójskok, których analizę można (z pewnym przybliże-
niem) prowadzić w płaszczyźnie strzałkowej (skoki bez 
obrotu/śruby). Model składa się z 14=N  sztywnych seg-
mentów połączonych przegubowo w 13=k  stawach. 
W fazie lotu układ ma 163 =+= kn  stopni swobody.  
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Rys. 1.  Model ciała człowieka sterowany za pomocą wypadko-

wych momentów sił mięśniowych 

2.  DYSKUSJA  ZAŁOŻEŃ  WSTĘPNYCH 

Przeznaczenie budowanego modelu dla analizy skoków 
w sposób naturalny koncentruje uwagę na analizie pracy mięśni 
i obciążeniach w stawach kończyn dolnych. W niniejszej pracy 
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znajduje to odzwierciedlenie w uszczegółowieniu modelu apa-
ratu ruchu kończyn dolnych i ich oddziaływania z podłożem. 
Pozostała część ciała może być zamodelowana bardziej zgrub-
nie lub wręcz potraktowana jako ruchome podparcie.  

2.1. Modele sterowania ruchem 

Wyróżnić można dwa podstawowe modele sterowania 
ruchem ciała człowieka: za pomocą wypadkowych momen-
tów sił mięśniowych w stawach lub bezpośrednio za pomo-
cą sił mięśniowych. Pierwszy, zdecydowanie uproszczony 
model sterowania zilustrowany jest na Rys. 1. Nie definiuje 
się w nim w ogóle mięśni ani sił mięśniowych, a ich działa-
nie zastępuje momentami sterującymi, w rozważanym przy-
padku 13=k  momentami T][ 131 τττ L=u , w tym k’=6 
momentami T][ 61 ττ L=′τ  w stawach kończyn dolnych 
i k’’ =6  momentami T][ 137 ττ L=′′τ  w pozostałych sta-
wach, TTT ][ ττu ′′′=τ . Z ważniejszych cech biomecha-
nicznych, które nie są reprezentowane w tym modelu jest 
to, że momenty sterujące regulują wyłącznie ruchy względ-
ne w odpowiadających im stawach. Brak jest odzwiercie-
dlenia cech działania mięśni wielostawowych, mogących 
wpływać jednocześnie na ruchy w wielu stawach. Siły mię-
śniowe mają ponadto istotny wpływ na obciążenia układu 
kostnego i siły reakcji w stawach, co jest zaniedbywane 
w modelach sterowanych za pomocą τu .  
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Rys. 2.  Mięśnie aparatu ruchu kończyn dolnych 

Sterowane za pomocą sił mięśniowych jest daleko lep-
szym przybliżeniem opisu aparatu ruchu człowieka. Stero-
wanie takie jest powszechnie wykorzystywane w modelach 
mięśniowo-szkieletowych kończyn dolnych i górnych (Pan-
dy, 2001, Winter, 2005; Yamaguchi, 2001; Zajac i Winters, 
2000). Budowa takich modeli dla tułowia wraz z odcinkiem 
szyjnym jest zdecydowanie trudniejsza ze względu na duże 
skomplikowanie budowy tych części ciała. Racjonalnym 
rozwiązaniem, zastosowanym we wcześniejszej pracy auto-
rów (Blajer i inni, 2007), jest propozycja sterowania mie-
szanego – za pomocą sił mięśniowych w kończynach dol-
nych oraz momentów sił mięśniowych w stawach pozosta-
łych części ciała. W rozważanym przypadku parametrami 
sterowania są 18=′m  naprężenia mięśni kończyn dolnych 
(9 mięśni w każdej kończynie, Rys. 2), T][ 181 σσ L=′σ , 
oraz 7=′′k  momentów sił mięśniowych T][ 137 ττ L=′′τ  
w stawach górnej części ciała, przy czym iii AF /=σ , gdzie 

iF  jest siłą rozwijaną w i-tym mięśniu, a iA  jest wartością 
jego przekroju fizjologicznego. Wektor parametrów stero-
wania TTT ][ τσu ′′′=στ  ma teraz wymiar 25=′′+′= kmm . 
Podejście takie pozwala skoncentrować uwagę na uszczegó-
łowionym modelu wyznaczania sił mięśniowych i obciążeń 
w stawach kończyn dolnych z uwzględnieniem dynamiki 
całego ciała człowieka.  

2.2. Oddziaływanie z podłożem 

Podłoże, z którym kontaktuje się stopa (lub stopy) mo-
delowane jest w tej pracy jako nieskończenie sztywne. Kon-
takt stopy z podłożem przybierać może różne postacie (włą-
czając w to brak kontaktu), zilustrowane na Rys. 3. Oddzia-
ływanie na stopę zachodzi poprzez wypadkową reakcję R

r

, 
rozłożoną na składowe xR  i yR , a punkt przyłożenia tej 
siły nie jest stały. Z tego powodu R

r

 wygodnie jest „prze-
nieść równolegle” do punktu A (oś stawu skokowego), do-
dając moment siły R

r

 względem A, hRdRM xyA −=  (Rys. 
4). Dla oszacowanych wartości xR , yR , AM  oraz h, zależ-
ność ta posłużyć może do wyznaczenia umiejscowienia 
składowej pionowej yR  reakcji R

r

, czyli 

yxA RhRMd /)( += . Ostatecznie, wektor uogólnionej re-
akcji na stopę od podłoża zapisać można jako 

T
Ayxr MRR ][=λ  (w przypadku braku kontaktu stopy  

z podłożem jest z założenia 0λ =r ).  
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Rys. 3.  Możliwe przypadki oddziaływania stopy z podłożem  
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Rys. 4.  Oddziaływanie od podłoża zredukowane do stawu sko-

kowego stopy  



acta mechanica et automatica, vol.4 no.2 (2010) 

19 
 

2.3. Możliwa redukcja modelu 

Opisany model odwzorowuje całe ciało człowieka. Jak 
zostanie pokazane dalej, pozwala on na oszacowanie (symu-
lacja dynamiczna odwrotna) przebiegów sił mięśniowych 
i reakcji w stawach kończyn dolnych podczas badanych 
skoków. Wyliczane są również momenty sił mięśniowych 
w pozostałych połączeniach modelu oraz reakcje z podło-
żem T

Ayxr MRR ][=λ  (kontakt jedną stopą). W fazie 
lotu reakcje z podłożem powinny być oczywiście równe 
zeru, a w fazie kontaktu z podłożem można je zmierzyć 
(pomiar na platformie dynamometrycznej). Porównanie 
wyliczanych )(trλ  z pomiarowymi (kontakt z podłożem) 
i oczekiwanymi ( 0λ =r  w fazie lotu) może być dobrym 
kryterium oceny poprawności budowanym modeli oblicze-
niowych i jakości danych kinematycznych użytych do obli-
czeń.  

Dla analizy skoków, koncentrującej uwagę na obciąże-
niach kończyn dolnych, zastosować można również model 
uproszczony, składający się z członu 7 (dolna część tuło-
wia) z zaczepionymi do niej kończynami dolnymi (Rys. 2). 
Znany (pomiary kinematyczne) ruch członu 7 traktowany 
jest wówczas jako ruchome podparcie dla kończyn dolnych, 
co rzutuje na sposób generowania i postać równań ruchu tak 
zamodelowanego układu o 6* =n  stopniach swobody. 
Rozwiązanie zadania symulacji dynamicznej odwrotnej 
z użyciem tych równań, czyli wyznaczenie sił mięśniowych 
oraz reakcji w stawach kończyn dolnych podczas analizo-
wanych skoków, wymaga znajomości (pomiaru na platfor-
mie dynamometrycznej) reakcji )(trλ  działających na stopę 
w fazie kontaktu z podłożem (reakcji tych nie można wy-
znaczyć). Model ten nie będzie omawiany w tej pracy.  

3.  GENEROWANIE  RÓWNAŃ  RUCHU 

Ważną cechą budowanych modeli ciała człowieka jest 
możliwość ich stosowania do zadań symulacji dynamicznej 
odwrotnej zarówno w fazie lotu jak i w fazie kontaktu 
z podłożem. W symulacji tej zastosować można dynamiczne 
równania wygenerowane we współrzędnych absolutnych 
lub we współrzędnych niezależnych.  

3.1. Równania ruchu we współrzędnych zależnych 

Współrzędnymi absolutnymi układu wieloczłonowego 
z Rys. 1 są T

NCNCNCC yxyx ][ 111 θθ L=p , w liczbie 
423 =N , na które składają się współrzędne środków mas 

i kąty obrotu członów względem inercjalnego układu odnie-
sienia XY. Ruch członów skrępowany jest 262 == kl  wię-
zami połączeń w stawach, a w fazie kontaktu z podłożem 
na stopę działają dodatkowo reakcje od podłoża rλ . Rów-
nania więzów we współrzędnych absolutnych p  mają po-
stać uwikłaną 0pΦz == )( , gdzie z wektorem współrzęd-
nych więzów definiujących kierunki (poziome i pionowe) 
skrępowania w stawach (Blajer, 2004). Dynamiczne równa-
niu ruchu układu we współrzędnych p mają następującą 
symboliczną ogólną postać macierzową  

)()()( pfλpCλpCfpM ur
T
r

T
g +−−=&& , (1) 

w których gfpM =&&  jest złożeniem niezależnych równań dla 
członów swobodnych pod działaniem tylko sił grawitacyj-
nych. Siły bierne wynikające z więzów połączeń w stawach 
reprezentuje -3N wektor uogólnionych sił reakcji więzów 

λCf T−=λ , gdzie pΦC ∂∂= /  jest -3Nl × wymiarową 
macierzą więzów, a T

l ][ 1 λλ L=λ  jest wektorem (fizycz-
nych) sił reakcji w stawach. Analogiczne określenia dotyczą 
wektora uogólnionych sił reakcji w wyniku kontaktu z pod-
łożem, r

T
rr λCf −= , które działają na stopę lewą lub prawą, 

a w fazie lotu są z założenia zerowe. Wektor uogólnionych 
sił sterujących, dla modeli sterowania omówionych w roz-
dziale 2.1, przyjmuje odpowiednio postać:  

ττ uBf =u      lub     στστ upBf )(=u  (2) 

gdzie τB  i στB  są macierzami dystrybucji parametrów 
sterowania τu  oraz στu  na kierunki p& , o wymiarach odpo-
wiednio kN ×3  i mN ×3 . Ponieważ TTT ][ ττu ′′′=τ  oraz 

TTT ][ τσu ′′′=στ , macierze te przedstawić można również 
jako ][ τττ BBB ′′′= M  oraz ][ τσστ BBB ′′′= M , z czego τB′  
i σB′  mają wymiary, odpowiednio, kN ′×3  i mN ′×3 , 
a wymiar ‘wspólnej’ macierzy τB ′′  jest kN ′′×3 .  
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Rys. 5.  Model działania prostowników stawu kolanowego 

Większość składników równań (1) wyprowadza się rela-
tywnie prosto, włączając w to generowanie równań więzów 
połączeń w stawach 0pΦ =)( , a na tej podstawie wyzna-
czanie macierzy C . Wysiłek modelowania skupia się 
na konstrukcji macierzy στB  dystrybucji parametrów ste-
rowania mieszanego TTT ][ τσu ′′′=στ , w części odpowiada-
jącej sterowaniu za pomocą sił mięśniowych (naprężeń σ′ ) 
w stawach kończyn dolnych. Trudność polega na zdefinio-
waniu linii działania sił mięśniowych poprzez określenie 
miejsc wprowadzenia tych sił do odpowiednich członów. 
Miejscami tymi mogą być bowiem zarówno anatomiczne 
miejsca przyczepów mięśni do odpowiednich członów (ko-
ści) jak również punkty wynikające z faktu oplatania niektó-
rych stawów przez ścięgna mięśni, co skutkuje niezerowym 
promieniem działania sił mięśniowych względem tych sta-
wów niezależnie od wartości kąta stawowego. Jako przy-
kład złożoności problemu posłużyć może model mięśnia 
czworogłowego uda (quadriceps femoris) – prostownika 
stawu kolanowego (Rys. 5), rozdzielonego na dwa aktony: 
1 (prosty uda) oraz 2 (skupiający głowy boczną, przyśrod-
kową i pośrodkową). Aktony te, zaczepione w punktach 1O  
i 2O  odpowiednio do miednicy i uda (przyczepy początko-
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we), poprzez rzepkę i wspólne ścięgno (wiązadło rzepki) 
zaczepione są do podudzia w punkcie 21 II =  (przyczepy 
końcowe). W pewnym uproszczeniu, wiązadło rzepki jest 
nierozciągliwe, a przy zginaniu/prostowaniu stawu kolano-
wego rzepka ślizga się (bez tarcia) po kłykciu kości udowej. 
Siły mięśniowe, poprzez rzepkę, oddziałują na kość udową 
siłą normalną N

r

, będącą wypadkową sił 1F
r

 i 2F
r

 w akto-
nach 1 i 2 oraz siła 21 FF

rr

+≈  w wiązadle rzepki. Na kość 
piszczelową działa siła 21 FF

rr

+≈  (wzdłuż linii wi ązadła 
rzepki) przyłożona w punkcie 21 II = . Promień działania tej 
siły (prostującej) względem osi stawu kolanowego K  jest 
zawsze większy od zera, niezależnie od wzajemnej konfigu-
racji uda i podudzia. Wyznaczenie linii działania siły N

r

 
na kość udową oraz siły 21 FF

rr

+≈  na kość piszczelową jest 
zadaniem, które nie będzie tu szczegółowo omawiane.  

3.2. Równania ruchu we współrzędnych niezależnych 

Dynamiczne równania ruchu we współrzędnych nieza-
leżnych wygodnie jest wyprowadzić stosując metodę rzuto-
wą (Blajer, 1998). Punktem wyjścia dla tego sformułowania 
są składowe M , f, rC  i uf  ( τB  lub στB ) równań ruchu (1) 
we współrzędnych absolutnych oraz zależności między N3  
współrzędnymi absolutnymi p  oraz n  współrzędnymi 
niezależnymi q , będące równaniami więzów połączeń w 
stawach w postaci rozwikłanej. W zastosowaniu do rozwa-
żanego modelu ciała człowieka, równania te, na poziomie 
położeń, prędkości i przyspieszeń, mają postaci:  

),()()()( qqγqqDpqqDpqgp &&&&&&& +=⇒=⇒=  (3) 

gdzie qgD ∂∂= /  jest macierzą o wymiarze nN ×3 , a wek-
tor qDγ &&=  ma wymiar N3 . Poszukiwane równania ruchu 
we współrzędnych niezależnych q przyjmują postać  

urrg fλqCqfqqdqqM +−=+ )()(),()( &&&  (4) 

gdzie DMDM T=  jest -nn× wymiarową macierzą mas 
uogólnionych odpowiadających q& , składnik γMDd T= , 
po przeniesieniu na prawą stronę równań ruchu, jest 

-n wektorem uogólnionych sił bezwładności, a g
T

g fDf =  
jest -n wektorem uogólnionych sił grawitacyjnych. Wektor 
uogólnionych sił sterujących, w odniesieniu do sterowania 
za pomocą τu  lub στu , ma postać:  

ττ uBf =u      lub     στστ uqBf )(=u  (5) 

przy czym macierze ττ BDB T=  i στστ BDB T=  mają wy-
miary, odpowiednio, kn×  ( 1316× ) i mn×  ( 2516× ). 
Podobnie jak w przypadku sformułowań (2), ponieważ 

TTT ][ ττu ′′′=τ  i TTT ][ τσu ′′′=στ , macierze te przedsta-
wić można jako ][ τττ BBB ′′′= M  i ][ τσστ BBB ′′′= M , gdzie 

τB′  i σB′  mają wymiary kn ′×  i mn ′× , a wymiar ‘wspól-
nej’ macierzy τB ′′  jest kn ′′× . 

Wybór współrzędnych niezależnych q  nie jest jedno-
znaczny. Dla rozważanego modelu racjonalnym wyborem 
jest T

HH yx ][ 141 ϕϕ L=q , gdzie Hx  i Hy  są współ-
rzędnymi przegubu H  (stawu biodrowego) w inercjalnym 
układzie odniesienia XY , a iϕ  są kątami orientującymi 
poszczególne człony względem pionu, Ni ,,1K= . Innym 

wyborem może być zastąpienie współrzędnych kątowych 

iϕ  przez kąty stawowe, orientujące człon następny wzglę-
dem poprzedniego. Możliwy jest też wybór q  zawierający 
współrzędne absolutne jednego członu (współrzędne środka 
masy i kąt orientujący ten człon względem układu inercjal-
nego) oraz kąty orientujące położenia pozostałych członów.  

Niezależnie od wyboru współrzędnych niezależnych, 
dynamiczne równania ruchu (4) formułowane są z wykorzy-
staniem opisanego prostego algorytmu, wygodnego w zasto-
sowaniach komputerowych. Analitycznego sformułowania 
wymagają: M , f, rC  oraz τB / στB  w odniesieniu do p , 
a następnie D  oraz γ  będące konsekwencją równań wię-
zów (3)1, )(qgp = . Wszystkie składniki równań dynamicz-
nych (5) formułowane są następnie za pomocą łatwych 
do skomputeryzowania operacji mnożenia macierzy.  

4.  SYMULACJA  DYNAMICZNA  ODWROTNA 

Pod pojęciem symulacji dynamicznej odwrotnej rozumie 
się wyznaczanie sterowania układem wymaganego dla reali-
zacji znanego/zadanego w czasie ruchu układu (i ewentual-
nie innych obciążeń układu, na przykład reakcji zewnętrz-
nych), prowadzone z użyciem modelu dynamicznego ukła-
du. W przypadku układów biomechanicznych charaktery-
styki kinematyczne dla danego ruchu, )(tdp  lub )(tdq , 
są określane na podstawie pomiarów (filmowanie + obróbka 
numeryczna), skąd wyznacza się również )(tdp& / )(tdq&  oraz 

)(tdp&& / )(tdq&& . W zależności od wyboru τu  lub στu  jako 
parametry sterowania (rozdział 2.1), rozważany w tej pracy 
problem symulacji dynamicznej odwrotnej jest zagadnie-
niem deterministycznym lub niedeterministycznym.  

4.1. Zagadnienie deterministyczne  

Problem dotyczy symulacji dynamicznej odwrotnej przy 
wyborze T][ 131 τττ L=u  jako parametry sterowania. 
W odniesieniu do równań ruchu (1) we współrzędnych 
absolutnych p , wykorzystując charakterystyki kinematycz-
ne dla analizowanego skoku, )(tdp , )(tdp&  oraz )(tdp&& , 
równania te przekształcają się w układ 423 =N  algebraicz-
nych równań liniowych względem 26=l  mnożników La-
grange’a λ , 3=rl  składowych rλ  oddziaływania na stopę 
od podłoża oraz 13=k  wypadkowych momentów sił mię-
śniowych τu  w stawach, Nkll r 3=++ . Przebiegi tych 
zmiennych podczas analizowanego ruchu, )(tdλ , )(trdλ  
oraz )(tdτu , wyznaczyć można zatem jednoznacznie z za-
leżności  

)(])()([ 1
gdd

T
rd

T
r fpMBpCpC

u

λ

λ

−=















− &&MM τ

τ

 (6) 

gdzie -33 NN × wymiarowa macierz ][ τBCC MM
T
r

T  
jest z założenia odwracalna. Rozwiązanie (6) obowiązuje 
zarówno dla fazy kontaktu z podłożem (poprzez jedną sto-
pę) jak i dla fazy lotu, gdy żadna ze stóp nie kontaktuje się 
z podłożem. Jest oczywiste, że w fazie lotu otrzymane tą 
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drogą )(trdλ  powinny być zerowe, z niedokładnością wyni-
kającą z nieścisłości modelu matematycznego oraz ograni-
czonej dokładności użytych do obliczeń charakterystyk 
kinematycznych i parametrów masowo-geometrycznych 
modelu. Zauważmy ponadto, że wyznaczone z zależności 
(6) przebiegi reakcji w stawach )(tdλ  nie uwzględniają 
wpływu sił mięśniowych, który to wpływ może być znacz-
ny.  

Wychodząc z równań ruchu (4) we współrzędnych nie-
zależnych q , po podstawieniu charakterystyk kinematycz-
nych )(tdq , )(tdq&  i )(tdq&& , zadanie symulacji dynamicznej 
odwrotnej sprowadzi się do zależności  

))(),()((])([ 1
dgddddd

T
r

r qfqqdqqMBqC
u

λ
−+=







 − &&&M τ
τ

 (7) 

na wyznaczanie )(trdλ  oraz )(tdτu , a odwracalna macierz 
][ τBC M

T
r  ma tym razem wymiar nn× , 16=+= kln r .  

4.2. Zagadnienie niedeterministyczne  

Problem dotyczy symulacji dynamicznej odwrotnej przy 
wyborze TTT ][][ 137181 ττσσστ LL=′′′= τσu  jako 
parametry sterowania. Sterowanie ruchem kończyn dolnych 
jest w tym wypadku nadmiarowe – liczba mięśni 18=′m  
biorąca udział w realizacji ruchu jest większa od liczby 

6=′k  stopni swobody w stawach, km ′>′ , co odnosi się 
ogólnie do wszystkich stawów kończyn dolnych jak i każ-
dego stawu indywidualnie (niektóre mięśnie oddziałują też 
na więcej niż jeden staw). Dystrybucji wyliczanych jedno-
znacznie wypadkowych momentów sił mięśniowych )(tdτ′  
(zagadnienie deterministyczne) na poszczególne mięśnie 
(naprężenia )(tdσ′ ) dokonuje się zwykle z zastosowaniem 
odpowiednich kryteriów optymalizacyjnych (Tsirakos i inni, 
1997; Erdemir i inni, 2007). W rozważanym przypadku 
nadmiarowość zlokalizowana jest jednak tylko lokalnie 
w stawach kończyn dolnych, a globalnie układ jest nie 
w pełni sterowany ( 13=k  momentów sterujących w sta-
wach przy 16=n  stopniach swobody układu). Rodzi 
to odpowiednie implikacje w modelowaniu tak postawione-
go zadania symulacji dynamicznej odwrotnej (Blajer i inni, 
2007). Wymagany jest rzut dynamicznych równań ruchu 
do podprzestrzeni sterowanej. Dla równań ruchu (1) we 
współrzędnych absolutnych efekt ten uzyskuje się przez 
lewostronne przemnożenie tych równań przez 1−MBT

τ . 
Z porównania prawych stron tak przemnożonych równań 
ruchu, dla sterowania za pomocą ][ TT

ττu ′′′=τ  
i ][ TT

τσu ′′′=στ , otrzymuje się  






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
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
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



′′
′ −−

τ

σ

BMB
τ

τ

BMB σττττ
11 TT  (8) 

z czego 6=′k  pierwszych zależności opisuje warunki rów-
noważności sterowania za pomocą k′  momentów sterują-
cych τ′  i za pomocą m′  sił mięśniowych (naprężeń σ′ ). 
Z pomocą wprowadzonych w równaniu (2) sformułowań, 

][ τττ BBB ′′′= M  oraz ][ τσστ BBB ′′′= M , k′  warunki równo-
ważności sterowania w kończynach dolnych mają postać  

σHτG ′′=′′ στ   (9) 

gdzie τττ BMBG ′=′ −1T  i στσ BMBH ′=′ −1T  są macierzami 
o wymiarach, odpowiednio, kk ′×′  i mk ′×′ .  

Podobnie, lewostronne przemnożenie równań ruchu (4) 
we współrzędnych niezależnych przez 1−MBT

τ , prowadzi do  










′′
′

=








′′
′ −−

τ

σ

BMB
τ

τ

BMB σττττ
11 TT  (10) 

a po uwzględnieniu ][ τττ BBB ′′′= M  i ][ τσστ BBB ′′′= M  opi-
sanych w równaniu (5), otrzymujemy ostatecznie  

σHτG ′′=′′ στ   (11) 

gdzie τττ BMBG ′=′ −1T  i στσ BMBH ′=′ −1T  są macierzami o 
wymiarach, odpowiednio, kk ′×′  i mk ′×′ . Jest oczywiste, 
że sformułowania (9) i (11) są sobie tożsame, a więc rów-
nież ττ GG ′=′  i σσ HH ′=′ . Dowód tych ostatnich równości 
sprowadza się do wykazania, że 11)( −− = MDDMDD TT , 
co łatwo pokazać, bo prawostronne przemnożenie tej zależ-
ności macierzowej przez DM  prowadzi do DD = .  

Wykorzystując warunki (9) lub (11) równoważności ste-
rowania w stawach kończyn dolnych za pomocą momentów 
sterujących τ′  i za pomocą naprężeń σ′  w mięśniach, za-
gadnienie optymalizacyjne dystrybucji wyliczanych jedno-
znacznie wypadkowych momentów sił mięśniowych )(tdτ′  
(zagadnienie deterministyczne) na poszczególne mięśnie 
można zapisać w postaci: 









′≤′≤′
′′=′′

maxminoraz

)(by tak,

)(jminimalizu

σσσ

τGσpH

σ

dd

J

τσ  (12) 

co odpowiada sformułowaniu równań ruchu we współrzęd-
nych absolutnych, a dla sformułowania we współrzędnych 
niezależnych zagadnienie optymalizacyjne ma postać  









′≤′≤′
′′=′′

maxminoraz

)()()(by tak,

)(jminimalizu

σσσ

τqGσqH

σ

t

J

ddd τσ  (13) 

W sformułowaniach tych )(σJ  jest zadaną funkcją celu, 
a minσ′  i maxσ′  są fizjologicznie dopuszczalnymi minimal-
nymi i maksymalnymi naprężeniami w poszczególnych 
mięśniach. W ten sposób wyznaczane są przebiegi )(tdσ′ , 
które minimalizują )(σJ , spełniają warunki (9) lub (11) 
oraz mieszczą się w dopuszczalnym zakresie 

maxmin σσσ ′≤′≤′ .  
Dystrybucja )()( tt dd στ ′→′  nie jest jednoznaczna, zale-

ży między innymi od wyboru funkcji celu )(σJ  (Tsirakos 
i inni, 1997; Erdemir i inni, 2007). Powszechnie stosowane 
(i fizjologicznie uzasadnione) jest kryterium Crowninshiel-
da i Branda (1981), minimalizujące sumę podniesionych 
do potęgi p naprężeń w mięśniach 

∑=
i

P
iJ σ  (14) 

a wartość wykładnika p jest zwykle równa dwa lub trzy. 
Yamaguchi i inni (1995) oraz Yamaguchi (2001) dowodzą 
też, że rozwiązanie zadania optymalizacyjnego (12)/(13) 
dla funkcji celu Crowninshielda i Branda (14) przy 2=p  
(bez ograniczenia maxmin σσσ ′≤′≤′ ) jest równoważne (jed-
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noznacznemu) rozwiązaniu analitycznemu, odpowiednio  

ddd t τGpHσ ′′′=′ τσ )()( †   lub  dddd t τqGqHσ ′′′=′ )()()( †
τσ  (15) 

gdzie 1† )( −′′′=′ TT
σσσσ HHHH  jest -km ′×′ wymiarową macie-

rzą pseudo-odwrotną do -mk ′×′ wymiarowej macierzy σH ′  
(analogicznie 1† )( −′′′=′ TT

σσσσ HHHH ). Wadą tego prostego 
i numerycznie efektywnego rozwiązania jest to, że otrzy-
mywane rozwiązania )(tdσ′  mogą mieć zarówno dodatnie 
jak i ujemne wartości, co przeczy zasadzie działania sił 
mięśniowych jako skracających mięsień. Problem ten roz-
wiązuje się przez kolejne eliminowanie ujemnych składo-
wych )(tdσ′ , zastępując je wartościami zerowy-
mi/minimalnymi, a następnie uruchamiając procedurę obli-
czeń (15) kolejny raz tak długo aż wszystkie składowe 

)(tdσ′  będą nieujemne.  
W omówionych rozwiązaniach procedury optymaliza-

cyjne bazują na warunkach (9) i (11) równoważności dzia-
łania momentów sił mięśniowych i bezpośrednio sił mię-
śniowych w stawach kończyn dolnych. Wykorzystywane są 
też przebiegi )(tdτ′  otrzymane z rozwiązania zagadnienia 
deterministycznego. W poprzedniej pracy autorów (Blajer 
i inni, 2007), dla sformułowania we współrzędnych nieza-
leżnych, )(tdσ′  wyznaczano bezpośrednio z dynamicznych 
równań ruchu (zrzutowanych do podprzestrzeni sterowanej), 
bez wcześniejszego określania )(tdτ′ . Zagadnienia optyma-
lizacyjne (13) zmodyfikować należy wówczas do postaci  



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σσσ

λqqqhσqH

σ

rddddd
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&&&τσ  (16) 

gdzie )]([ 1
rdrgd

T
λCfdMqBh +−+′=′ −

&&ττ . Zależność anali-
tyczna (15)2 przyjmie natomiast kształt  

),,,()()( †
rdddddd t λqqqhqHσ &&&τσ ′′=′  (17) 

Jak widać, dla wyznaczenia )(tdσ′  ze sformułowań (16) 
i (17) wymagana jest znajomość )(trdλ  – reakcji od podło-
ża podczas wykonywanego skoku. Jeśli nie są one mierzo-
ne, można je wyznaczyć analitycznie z zależności będącej 
konsekwencją rzutu równań ruchu do podprzestrzeni nieste-
rowanej, a mianowicie (Blajer i inni, 2007)  

)],()()([)]([)( 1
dddddgd

T
rrd t qqdqqMqfAqCAλ &&& −−= −

ττ (18) 

gdzie τA  jest -rln× wymiarową macierzą uzupełnienia 
ortogonalnego do -kn× wymiarowej macierzy sterowania 

τB , czyli 0BA =ττ  oraz 16313 =+=+= rlkn . Analo-
giczne podejście dla sformułowania we współrzędnych 
absolutnych jest nieco bardziej złożone.  

5.  WYZNACZANIE  REAKCJI  W  STAWACH 
KOŃCZYN  DOLNYCH 

Siły reakcji w stawach )(tdλ  otrzymywane jako rozwią-
zanie zadania deterministycznego (6), w którym sterowanie 
modelem realizowane jest za pomocą wypadkowych mo-
mentów sił mięśniowych T][ 131 τττ L=u , obarczone są 
niedoszacowaniem wynikającym z nieuwzględnienia wpły-

wu sił mięśniowych ma te reakcje. Wpływ ten jest w rze-
czywistości bardzo istotny (Yamaguchi, 2001; Zajac i Win-
ters, 1990; Zatsiorsky, 2002), co wymusza wyznaczanie 
reakcji w stawach z użyciem modeli sterowanych za pomo-
cą sił mięśniowych, po wcześniejszym oszacowaniu tych sił. 
Dla rozważanego w tej pracy sterowania mieszanego, 
za pomocą sił mięśniowych w stawach kończyn dolnych 
oraz momentów sił mięśniowych w pozostałych stawach 
modelu, TTT ][][ 137181 ττσσστ LL=′′′= τσu , realne 
szacowanie reakcji w stawach dotyczy więc tylko stawów 
kończyn dolnych: skokowego (A), kolanowego (K) i bio-
drowego (H).  

Wyróżnić można co najmniej trzy sposoby algebraicz-
nego (zautomatyzowanego) wyznaczania reakcji w stawach 
(Blajer, 2004). Założeniem wspólnym jest, że znane są 
przebiegi )(trdλ  (reakcje od podłoża) oraz )(tdστu  (stero-
wanie układem). W odniesieniu do równań ruchu (1) we 
współrzędnych absolutnych p , po zrzutowaniu tych równań 
do podprzestrzeni skrępowania (lewostronnym ich prze-
mnożeniu przez 1MC − ), zależność na liczenie reakcji 
we wszystkich stawach ma ogólną postać (Blajer, 1998) 
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 (19) 

gdzie pCppξ &&& −=),(  otrzymuje się po dwukrotnym zróż-
niczkowaniu względem czasu uwikłanych postaci równań 
więzów połączeń w stawach, tzn. 0pΦ =)(  ⇒ 0pCΦ =≡ &&  
⇒ 0ξpCΦ =−≡ &&&& . Zależność ta, wyrażona we współrzęd-
nych niezależnych przez wprowadzenie równań więzów 
w postaci rozwikłanej (3), tzn. )]([ qgC , )]([ qgCr , 

)]([ qgBστ  oraz po zastosowaniu ξγC = , modyfikuje się 
do postaci  
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Rys. 6.  Współrzędne więzów i siły reakcji  
              w stawach kończyn dolnych  

Wadą obu powyższych schematów jest to, że liczone są 
reakcje we wszystkich stawach (w stawach sterowanych 
za pomocą τ ′′  z niedoszacowaniem wpływu sił mięśnio-
wych), a ich efektywność numeryczną obniża konieczność 
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generowania i odwracania -ll × wymiarowej ( 2626× ) 
macierzy TCMC 1− . Schematy te są też niewygodne dla 
analizy prowadzonej we współrzędnych niezależnych q . 
Dla sformułowania dynamicznych równań (4) w tych współ-
rzędnych nie jest bowiem konieczne wprowadzanie równań 
więzów połączeń w postaci uwikłanej, 0pΦ =)( , na pod-
stawie których generowane są C  i ξ  stosowane w schema-
tach (19) i (20). Dla sformułowań we współrzędnych nieza-
leżnych wygodniejszym sposobem wyznaczania reakcji 
w stawach jest metoda rozszerzonych współrzędnych złą-
czowych (Blajer, 2004). Pozwala ona, w sposób szczególnie 
efektywny w zastosowaniu do układów biomechanicznych 
(Blajer i inni, 2007), na selektywne wyznaczanie reakcji 
tylko w wybranych stawach. Idea metody polega na tym, 
że tradycyjne równania więzów połączeń w postaci rozwi-
kłanej (3)1, czyli związki między współrzędnymi absolut-
nymi i niezależnymi, )(qgp = , uzupełnia się o zależność 
również od współrzędnych więzów z  (Rys. 6), czyli  

),( zqgp =  (21) 

gdzie T
lzz ][ 1 L=z  oznaczają „zablokowane” kierunki 

przemieszczeń względnych w połączeniach, uzupełniające 
definiowane przez q  kierunki „dopuszczane” przez więzy. 
Zależność (21) jest oczywiście równoważna (3)1, bo z zało-
żenia 0z = , a zależność od z  jest wprowadzana tylko 
dla wygenerowania -ln × wymiarowej macierzy E  takiej, 
że  
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co też jest równoważne sformułowaniu tradycyjnemu (3)2, 
qDp && = , bo z założenia 0z =& . Generowana tak macierz E  

ma bardzo użyteczną własność – posiada cechy macierzy 
pseudo-odwrotnej do (prostokątnej) macierzy C , czyli  

ICEEC == TT  (23) 

gdzie I  jest -ll × wymiarową macierzą jednostkową. Inną 
użyteczną własnością omawianego podejścia jest możliwość 
wprowadzenia współrzędnych z  tylko w tych połączeniach, 
w których chce się wyznaczyć reakcje (pozostałe połączenia 
pozostawiając „domknięte”). W rozważanym przypadku są 
to stawy kończyn dolnych (Rys. 6 dotyczy kończyny lewej). 
Oznaczając TTT ][ zzz ′′′= , gdzie Tzz ][ 121 L=′z  odno-
szą się do 12=′l  współrzędnych więzów w kończynach 
dolnych, a Tzz ][ 2613 L=′′z  są współrzędnymi 14=′′l  
więzów w pozostałych stawach, zapisać można odpowied-
nio TTT ][ CCC ′′′= M  i ][ EEE ′′′= M . Konsekwencją (23) 
jest następnie 0EC =′′′  oraz 0EC =′′′ , a następnie  

][ 0ICE M′=′ TT  (24) 

gdzie I ′  jest macierzą jednostkową o wymiarze ll ′×′ . 
Zależność na wyznaczanie reakcji w stawach kończyn 

dolnych, T][ 121 λλ L=′λ , uzyskuje się przez zrzutowanie 
równań ruchu (1) do -l ′ wymiarowej podprzestrzeni defi-
niowanej przez kolumny E′ , czyli przez lewostronne prze-
mnożenie tych równań przez TE′ . Wykorzystując własność 
(24) oraz równania więzów połączeń w postaci rozwikłanej 
(3), otrzymuje się ostatecznie 
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),,,,(

γqDMuBλCfE

uλqqqλ

+−+−′=

=′

&&

&&&

στστ

στ

r
T
rg
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r
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gdzie )]([ qgCr  oraz )]([ qgBστ . Dla otrzymania )(tdλ′  
wymagane są zatem otrzymane z pomiarów )(tdq , )(tdq&  
i )(tdq&&  oraz obliczone wcześniej )(trdλ  i )(tdστu .  

6.  PODSUMOWANIE  I  WNIOSKI 

Modelowanie ciała człowieka (istot żywych) jest zada-
niem niezmiernie trudnym, głównie ze względu na złożoną 
strukturę i sposób realizacji ruchu, trudnymi do opisania 
adekwatnym modelem fizycznym. Złożone jest też samo 
modelowanie matematyczne (na bazie modelu fizycznego), 
nawet wówczas, gdy rzeczywistą strukturę ciała człowieka 
przybliżymy tylko bardzo zgrubnym modelem fizycznym. 
Niektóre aspekty tego modelowania omówione zostały 
w niniejszej pracy.  

Na sposób modelowania układów biomechanicznych 
wpływa wiele różnych czynników. Modelować można całe 
ciało człowieka lub jego fragment (kończynę górną/dolną). 
Sterowanie modelować można z użyciem wypadkowych 
momentów sił mięśniowych w stawach (prosty model de-
terministyczny) lub bezpośrednio za pomocą sił mięśnio-
wych (sterowanie nadmiarowe) z zastosowaniem różnych 
modeli działania mięśni (co nie było przedmiotem dyskusji 
w tej pracy). Model sterowania z uwzględnieniem specyfiki 
działania mięśni, w tym linii działania sił mięśniowych, ma 
fundamentalnie znaczenie dla adekwatności prowadzonych 
symulacji numerycznych. Zaproponowany w pracy (Blajer 
i inni, 2007) model sterowania mieszanego – za pomocą sił 
mięśniowych w stawach kończyn dolnych oraz momentów 
sił mięśniowych w pozostałych stawach – łączy cechy 
uszczegółowionej analizy obciążeń w kończynach dolnych 
z prostotą analizy dynamiki całego ciała z wykorzystaniem 
modelu deterministycznego. Połączenie tych dwu różnych 
modeli sterowania wymaga odpowiednich metod modelo-
wania matematycznego, omówionych w zarysie w tej pracy.  

Na sposób modelowania matematycznego układów bio-
mechanicznych, oprócz struktury modelu fizycznego ciała 
człowieka, wpływ mają również czynniki stricte techniczne, 
na przykład wybór współrzędnych, w których prowadzona 
jest analiza czy potrzeba (lub nie) wyznaczania sił reakcji 
w stawach. W niniejszej pracy omówiono modelowanie 
ciała człowieka z zastosowaniem dwu klasycznych rodza-
jów współrzędnych – absolutnych (zależnych) i niezależ-
nych. Możliwe są jednak również inne wybory, na przykład 
tzw. współrzędnych naturalnych, których zastosowanie 
omawiane zostało szczegółowo przez Czaplickiego (2009). 
Złożony jest również problem wyznaczania reakcji w sta-
wach. Opisany w tej pracy schemat (25) z zastosowaniem 
metody rozszerzonych współrzędnych złączowych (Blajer, 
2004) wydaje się szczególnie użyteczny w zastosowaniu 
do symulacji dynamicznej odwrotnej układów biomecha-
nicznych. Na sposób modelowania pewien wpływ może 
mieć rodzaj (i jakość) danych pomiarowych, wykorzysty-
wanych do zadań symulacji dynamicznej odwrotnej. Oprócz 
charakterystyk kinematycznych badanego ruchu bardzo 
pomocne są zwykle również pomiary sił reakcji z otocze-
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niem. Dysponowanie tymi dodatkowymi danym pomiaro-
wymi pozwala często zastosować uproszczone (zredukowa-
ne) modele matematyczne, o czym nadmieniono krótko 
w rozdziale 2.3.  

Niniejsza praca koncentruje się wyłącznie na (wybra-
nych) zagadnieniach modelowania układów biomechanicz-
nych. Wyniki symulacji dynamicznej odwrotnej z zastoso-
waniem proponowanych modeli omówione zostaną w przy-
szłych publikacjach autorów. W ograniczonym zakresie, 
z użyciem jakościowo podobnych modeli, wyniki takie 
prezentowane były też już w (Blajer i inni, 2007, 2009), 
gdzie oceniano również wrażliwość rozwiązań numerycz-
nych na zmiany różnych parametrów modelu, sposobów 
modelowania oraz metod symulacji (optymalizacji 
przy rozwiązywaniu zagadnienia sterowania nadmiarowe-
go). Bardzo wartościowe są też próby weryfikacji (jako-
ściowej i ilościowej) poprawności wyników symulacji. 
Prostym sposobem takiej weryfikacji może być porównanie 
wyliczanych sił reakcji z podłożem (co umożliwia opisywa-
ny w tej pracy model) z wartościami mierzonymi z użyciem 
platformy dynamometrycznej oraz sprawdzenie czy wyli-
czane tak reakcje w fazie lotu są bliskie zeru. Wartościowe 
mogą być ponadto pomiary EMG, weryfikujące rzeczywiste 
okresy aktywacji mięśni w trakcie badanych czynności 
na tle otrzymywanych z obliczeń. Są to wszystko wnioski 
i inspiracje dla dalszych badań autorów w zakresie modelo-
wania i symulacji układów biomechanicznych.  
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REMARKS ON HUMAN BODY MOVEMENT  
MODELING FOR THE INVERSE DYNAMICS ANALYSIS 

Abstract:  The paper deals with some aspects of mathematical 
modeling of human body for the inverse dynamics analysis. 
The discussion is related to a sample planar model composed 
of 14 rigid segments connected by 13 hinge joints, branching 
from the hip joint in the open loop linkages. Two ways of control 
are considered: a simplified (determinate) model with joint tor-
ques as control parameters that represent the muscle action 
in the joints, and hybrid (indeterminate) control model with a mix 
set of muscle stresses in the lower extremity joints and joint tor-
ques in the upper part of the body. Using dynamic equations 
of motion derived both in absolute and independent coordinates, 
a discussion is provided on possible solutions to the inverse dy-
namics analysis related to the mentioned two models of control. 
Possibilities for determination of reaction forces in the lower 
extremity joints, which involves the influence of muscle forces 
and external reactions from the ground, are also discussed.  
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