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Streszczenie: Praca dotyczy zagadnienia wyznaczania wspotczynnikow intensywnos$ci naprezenia K dla ptaskiej dwuwy-
miarowej szczeliny tunelowej w przestrzeni sprezystej, w przypadku obciazenia powierzchni szczeliny dowolnym cisnieniem
normalnym. Stosujac metodg osobliwych rownan catkowych i techniki numeryczne, wyznaczono wspoétczynnik K; wzdtuz
obu frontéw szczeliny, ktorej obie powierzchnie sa obciazone parg sit skupionych P. Otrzymano numeryczne rozwiazania
i por6wnano je z innymi przyblizonymi wyrazeniami K| znanymi z literatury.

1. WSTEP

Wspotczynniki intensywnos$ci naprezenia Kj, Ky i Ky
naleza do podstawowych parametréow stosowanych
do prognozowania krytycznych, ze wzgledu na pekanie,
stanow konstrukcji. O ile zagadnienia dwuwymiarowe
z jednowymiarowymi szczelinami sa stosunkowo tatwe
do modelowania matematycznego, to prognozowanie za-
chowania si¢ peknig¢ dwuwymiarowych w przestrzeni 3-D
nalezy do jednych z najtrudniejszych probleméw inzynier-
skich. Ztozone ksztalty szczelin, ich rézne potozenie
wzgledem brzegéw elementu konstrukcyjnego, dowolne
rozklady obciazenia oraz zmienno$¢ wspotczynnika K
wzdhuz frontu szczeliny dwuwymiarowej to podstawowe
czynniki, ktore musza by¢ uwzglednione w modelowaniu
dwuwymiarowych szczelin oraz stanowia gtéwna przyczy-
ng trudnosci obliczeniowych.

W literaturze znanych jest wiele metod wyznaczania
wspotczynnikow K dla zagadnien przestrzennych. Czgsto
stosowane jest podejscie polegajace na zredukowaniu ob-
ciazenia zewngtrznego do powierzchni szczeliny i trakto-
waniu znanego rozktadu ci$nienia powierzchniowego jako
jedyne obciazenie, ktore zgodnie z zasada podang przez
Buecknera (1970) generuje wartosci wspotczynnikow K
wzdhuz frontu szczeliny identyczne jak przy obciazeniu
zewngtrznym przylozonym z daleka od szczeliny. Niektore
rozwigzania analityczne, jak na przyktad rozwiazania Shah
i Kobayashi (1971) dla ptaskiej szczeliny eliptycznej obcia-
zonej na obu powierzchniach ci$nieniem normalnym wyra-
zonym w postaci wielomianow, sg $cisle w sensie matema-
tycznym teorii sprezystosci i moga stuzy¢ jako wartosci
referencyjne przy szacowaniu doktadnosci metod przybli-
zonych.

Kolejna metoda wyznaczania wspotczynnikow inten-
sywnosci naprezenia K; w zagadnieniach plaskich szczelin
polega na wyznaczeniu funkcji Greena, odpowiadajacej
obciazeniu przeciwlegltych powierzchni szczeliny para
przeciwnie skierowanych sit skupionych. Funkcja ta umoz-
liwia obliczanie wspolczynnikéw K; dla dowolnego rozkta-

du cis$nienia rozwierajacego powierzchnie szczeliny. Jed-
nym z takich zagadnien jest plaska szczelina tunelowa
W przestrzeni trojwymiarowej. W literaturze znane sg Sciste
rozwigzania tego zagadnienia dla kilku rodzajéw obciaze-
nia: statego ci$nienia na calej powierzchni szczeliny, ci-
$nienia zmieniajacego si¢ liniowo w obu kierunkach —
wzdhuz i w poprzek szczeliny oraz dla obcigzenia liniowego
dziatajacego wzdluz szczeliny w statej odlegtosci od obu
frontow. Ostatni przypadek mozna sprowadzi¢ do znanego
zagadnienia plaskiego, gdzie jednowymiarowa szczelina
wewngtrzna o skonczonej dlugoséci obciazona jest na po-
wierzchni zrownowazona parg sit skupionych przylozonych
w pewnej odleglosci od obu wierzchotkow.

Celem obecnej pracy jest podanie ogdlnej metody roz-
wiazania zagadnienia ptlaskiej szczeliny tunelowej w troj-
wymiarowej przestrzeni sprezystej przy zastosowaniu me-
tody osobliwych réwnan calkowych, podanie numeryczne-
go rozwiazania funkcji Greena dla tego zagadnienia oraz
poréwnanie wynikow obliczen z rozwiazaniami opubliko-
wanymi wczesniej przez innych autorow.

2. METODA ROZWIAZANIA ZAGADNIENIA
SZCZELINY TUNELOWEJ

Rozwazmy tréjwymiarowe ciato jednorodne i izotropo-
we z plaska szczeling lezaca w plaszczyznie z=0 i zajmuja-
ca obszar G={(x, y); - <x < I, -0 <y <o} (Rys. 1). Obie
powierzchnie szczeliny poddane sa wzajemnie rownowaza-
cym si¢ obcigzeniom normalnym

ol (x,y)=0.(x,y)=-p(x, ), (x,y) €G, (1)

stanowiacym jedyne obciazenie w calej rozpatrywanej
przestrzeni. Indeksy + i — odnosza si¢ odpowiednio
do gérnej 1 dolnej powierzchni szczeliny. Skladowe
wzdluzne przemieszczen powierzchni szczeliny zachowuja
ciaglo$¢ i symetrig
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u (x,p)=u_(x,y)u (x,9)=u (x,),

(x,y) € G, @

natomiast sktadowe normalne nie sa ciagle, to znaczy
ul (x,y, 0)=-u_(x,y, 0)=fu(x,»)20, (x,»)eG, (€)

gdzie p= u(1-v)"', a u i v oznaczaja odpowiednio modut
sztywnosci poprzecznej i wspotczynnik Poissona materiatu.

Rys. 1. Plaska szczelina tunelowa w przestrzeni trdjwymiarowe;j
obciazona para sit skupionych P

Przemieszczenia rozwieranych powierzchni szczeliny
w kierunku normalnym opisane sa funkcja u(x,y) réwna
zeru poza obszarem szczeliny G i spetniaja przy (x,y) € G
rézniczkowo-catkowe rownanie (Panasiuk 1968):

A, H—d dy'=-27p(x.y). (x.))<G;

“)
P = (x) + (=)
gdzie A,, oznacza dwuwymiarowy operator Laplace’a:
2 2
0 8 5)

S 6y

W celu uzyskania rozwiazania tak postawionego pro-
blemu redukujemy dwuwymiarowe rozniczkowo-catkowe
rownanie (4) do calkowego rownania jednowymiarowego
przez zastosowanie odpowiedniej transformacji, po doko-
naniu ktorej jeden z wymiar6w zostaje sprowadzony do roli
parametru.

Zastosujmy do rownania (4) transformacj¢ catkowa
Fouriera wzglegdem zmiennej y

~ 1 7 N

i(x) = —=— [u(x, y)edy- ©)
N2 :‘;

Przeksztalcenie odwrotne bedzie wowczas opisane wzorem

u(x,y) = ﬁ Tﬁ(x)e"”’ds . (7

Zaktadamy, ze funkcja p(x, y) (wzglgdem zmiennej y)
jest odcinkami ciaglta w dowolnym przedziale i bezwzgled-
nie catkowalna w przedziale (—o0,0), natomiast u(x, y) jest
funkcja klasy L,(—o,0) wzgledem zmiennej y i razem
z pierwsza pochodng dazy do zera dla x—=o0.
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Roéwnanie (4) po przeksztatceniach Fouriera ma naste-
pujaca postac:

(;22 - ] j U(t)Ly[s(t — x)dt = —p(x) 3
!

gdzie (betitmen 1 Dpaeitn, 1969):

Ly(sx)=— j—e”‘d j—dos( ) =K,(Isx])" ©)

2y +x oY

Jadro K(|sx|) jest zmodyfikowana funkcja Bessela dru-
giego rodzaju.

Roézniczkowo-calkowe rownanie (8) moze by¢ rowniez
zapisane w postaci osobliwego réwnania catkowego

jﬁ’(l)K(t—X)dl =-7p(x), (10)
-

gdzie jadro K(u) ma nastgpujaca postac:

2

K(u)=S(Kl(u)-J—TKO(v)a’v]:so[C ‘ +lsin(sur)dr- (11
0 0

W tym przypadku funkcja K;(u) jest rowniez zmodyfi-
kowang funkcja Bessela drugiego rodzaju.

Osobliwe rownanie catkowe (10) ma jednoznaczne
rozwigzanie dla dowolnej prawej strony przy dodatkowym
warunku zapewniajacym jednoznaczno$¢ przemieszczen
w obszarze otaczajacym szczeling

[ =o. (12

~l

Rozwiazanie osobliwego rownania catkowego (10)
mozna otrzyma¢ metoda numeryczna (Panasiuk i inni,
1976).

Mozna réwniez otrzymac przyblizone rozwigzanie tego
rébwnania w postaci zamknigtej, zbiezne z rozwigzaniem
doktadnym dla matych i duzych wartosci parametru s.

3. PRZYBLIZONE ROZWIAZANIE ROWNANIA
CALKOWEGO (10) W POSTACI ZAMKNIETEJ

Przedstawmy jadro K(u) rownania (11) w postaci catki
Fouriera:

% 2
K(M)ZSJ.L(T)SiIl(SuT)dT, L(r)= H . (13)
T
0
Poniewaz funkcja L(7) posiada wlasnosci

limzZ(z) =1, lim L(z) =1 (14)

mozemy ja aproksymowaé wyrazeniem

L(r)=cothr. (15)
Doktadnos$¢ takiej aproksymacji przedstawiono graficz-

nie linia ciagla na Rys. 2. Maksymalny btad wynosi w tym

przypadku okoto 8%. Z réownania (13) znajdziemy teraz
aproksymowane jadro



120 (u) = s_[ cothr sin(sur)dz =
0

(16)
25 coth 222 = Beoth Bu, gdzie B = .
2 2
Po dokonaniu zamiany zmiennych
§=tanZBl, nztanZle, b — tanh Bl a7

i wprowadzeniu oznaczen:
7o(£) =" (t)cosh® Bt, y (1) =—p(x)cosh’ Bx , (18)

otrzymujemy osobliwe rownanie calkowe 2z jadrem
Cauchy’ego postaci

j'70(§)d§ ‘//(77) |77‘<1 (19)

Rozwigzanie rdwnania (19), przy uwzglednieniu warunku
(20)

[r(&)dg=o0. (20)

wynikajacego z réwnania (12), ma nastgpujaca postaé
(MycxenumBuiy, 1968):

1 J‘/l_ u/(;’)dé 1)

70(77)=—

Przeksztalcenie Fouriera dla wspotczynnikéw intensyw-
nosci naprezenia wzdtiz lewego (K, ) i prawego (K,)
frontu szczeliny tunelowej mozna obliczy¢ ze wzoréw

F TK7 (e dv = piNal \/%foi(/i), (22)

gdzie p oznacza parametr o Wwymiarze naprezenia,
do ktérego odnosimy obciazenie p(x,y),

P 2bv, (£1)

piNxBlsinh 2Bl (23)
vo(m) =7, (M\1-1"; A =sl.

Z rownan (21) 1 (23) otrzymujemy

" 2\/§ « [tanh Bl + tanh Bt _
fi(h)= : [ - B(t)dt,
ﬂ'\/ﬂ'l sinh 2Bl 7, tanh B/ F tanh Bt (24)

K;(s)=

Wspotczynniki intensywnosci naprezenia otrzymujemy
po przeprowadzeniu odwrotnego przeksztalcenia Fouriera
zgodnie ze wzorem (7). Otrzymamy wowczas

K= pJaF?, (25)
gdzie
Ff =5 L e ans 5=yl (26)

Dla parzystych funkcji f; (1) otrzymamy:
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FEG) = [ /() cos A @7)
0

(L{z)=cothiz))/ Lich

v (L(r)= coth(z) = Ly(z))/ Liz)

Rys. 2. Doktadno$¢ przyblizonego opisu funkcji L(#) (13) aprok-
symowanej wzorem (15) (linia ciagla) oraz z przyktado-
wym uzyciem jednego cztonu dodatkowej funkcji popraw-
kowej (35) (linia punktowa)

Rozwazmy  teraz  przypadek, gdy obciazenie
powierzchni szczeliny opisane jest wzorem:
p(x,y)=PS(x—x,)0(y), (28)

gdzie J(x) jest funkcja delta Diraca, za pomoca ktorej
przedstawimy site skupiona P przytozona w punkcie (x,, 0)
(Rys. 1). Przeksztalcenie Fouriera funkcji (28) ma wowczas
postac:

~ 17 isy g _

pm:ﬁ j p(x,y)edy =

P 7 P 9
—68(x-x,) [ (e dy =—5(x-x,).

N xo)i ()e”dy = =0 =x,)

Po uwzglednieniu, ze

P
p(x)=—=0(x—x,)/(pl) =
NGy 30)
o(x—x,), p =l£;

/
N27
otrzymujemy nastg¢pujaca zaleznosc:
\/2—6’1 tanh B/ * tanh Bx, B
72«/sinh 2B \ tanh B ¥ tanh Bx,

31
\/I tanh 7/1 +tanh % (D)

7~/ 7 sinh 74 tanh 2/1 7Ag

tanh ——
i 2

Jo ()=

gdzie ¢ =x70.

Poszukiwane wartosci wspotczynnikdéw intensywnosci
napr¢zenia wyznaczamy wowczas ze wzordw (25) i (26).
Chociaz otrzymane rozwiazanie ma posta¢ zamknigta, jest
rozwigzaniem przyblizonym ze wzglgdu na wprowadzona
aproksymacj¢ jadra rownania (13) zaleznoscia (15).
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4. WPROWADZENIE FUNKCJI POPRAWKOWEJ

Przedstawmy teraz jadro K(u) rownania (11) w postaci
sumy

K(u) =K, (u)+k(u) - (32)

Drugi wyraz ma nastgpujaca postac:
k(u)=s j L(r)sin(sur)dz, (33)
0

gdzie

Vit +1

L(t) = —cothz. (34)

Ze wzgledu na trudno$ci obliczeniowe wygodniej be-
dzie opisa¢ przyblizong wartos¢ jadra k(u) w rownaniu (33)
za pomoca funkcji aproksymacyjnej

Lo=3 % (35)

S+

ktorej kazdy wyraz, podobnie jak funkcja L(7) (34), zeru-
je si¢ w zerze i w nieskonczonosci.

Uwzgledniajac posta¢ nowej funkcji aproksymacyjne;j,
wyrazenie (33) przyjmuje nastgpujaca forme (/[Baiit,
1973):

lg(u) = is]i%z)zsin(sur)dr =
Y (36)

M rstuc,
—Lexp(— | sud.
Z:, T exp(lsud,|)

i

Nieznane wartoSci stalych ¢; i d; mozna teraz dobrac
metoda najmniejszych kwadratéow lub minimalizujac naj-
wigksze roéznice migdzy funkcja doktadng (34)
i przyblizona (35). Uzycie funkcji poprawkowej (35), ra-
zem z funkcja aproksymujaca (15), pozwolilo znaczaco
zwigkszy¢ doktadnos¢ opisu funkcji L(z) (13). Doktadnosé
t¢ mozna dowolnie zwigksza¢ przyjmujac odpowiednia
liczbe M cztonéw korekcyjnych. W przypadku uzycia tylko
jednego cztonu funkcji (35) 1 wartosci statych: ¢;=2,7
i d;=2,0, najwigkszy btad wzgledny nie przekracza 0,5%,
co przedstawiono graficznie na rysunku 2 linig punktowa.

5. ROZWIAZANIE NUMERYCZNE CALKOWEGO
ROWNANIA OSOBLIWEGO (10)

Przedstawmy teraz rownanie catkowe (10) w postaci

1

j i't) {—tanh = 1_3 — cosh® (Bx)k(t — x)}
-1

—7 p(x)

d —
cosh*Bx (37)

Po wprowadzeniu do rownania (37) wspotrzednych
bezwymiarowych (17) otrzymujemy
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f [ éin +M(Emy(§)ds =y (), Inl<1 (38)
gdzie
M n)= b k[ilnw] ) (39)

B(-b*n*) m  (1-b&)(A+bn)

Jednoznaczne rozwiazanie rownania (37), w klasie
funkcji z catkowalnymi osobliwosciami na koncach prze-
dziatu (-1,1), jest mozliwe przy zachowaniu dodatkowego
warunku (Mycxenumsuin, 1968)

1
117(5)075 =0. (40)

Poszukujemy obecnie rozwigzania réwnania (38) w po-
staci sumy

HE)=7,(&)+7,(&), (41)

gdzie funkcja yo({), bedaca rozwiazaniem réwnania catko-
wego (19), dana jest wyrazeniem (21) dla ogodlnego przy-
padku obciazenia. Chociaz takie podejscie do rozwiazania
rownania (19) moze by¢ stosowane w ogdélnym przypadku
obciazenia, to najlepiej je stosowaé wtedy, gdy prawa stro-
na rownania jest funkcja nieciagla. Wowczas, jezeli funkcja
obciazenia ma np. osobliwo$¢, mozna uzyska¢ zmodyfiko-
wane osobliwe rownanie catkowe z ciagla prawa strona,
ktore mozna efektywnie rozwiaza¢ metodami numerycz-
nymi, dlatego w dalszej czgSci pracy przedstawiono roz-
wiazania dla funkcji obciazenia danej wzorem (28).

Podstawiajac poszukiwana funkcje (41) do réwnania
(38) otrzymujemy

[R&mlr(&)+7(£Ndé = my @), In|<1> (42)

E@m:E§+M@m-

Zaktadajac, ze funkcja yy(¢) jest rozwiazaniem réwnania
(19), otrzymamy réwnania catkowe pozwalajace wyzna-

czy¢ funkcje y1(6):

LiR( nn(e)iz=rime-
; 43)

—1<77<1

pliaN1-& 1 J M (&.m)dé
V2 L \1I-E e -e)

[7(€he=0-

gdzie prawa strong jest funkcja ograniczona w przedziale:
|n|<1 dla |e|<1.

Rozwiazanie numeryczne réwnania (43) mozna otrzy-
macé stosujac np. metode kwadratur Gaussa-Czebyszewa
zarowno dla osobliwych jak i nieosobliwych catek
(Panasiuk i inni, 1976; Panasiuk i inni, 1984; Savruk,
1988).



Poszukiwana funkcj¢ przedstawmy w nastgpujacej po-
staci:

o)=L @

J1-¢&?

gdzie nowa nieznana funkcja v(¢), jest ciaglta w przedziale
domknigtym [-1,1]. W rezultacie otrzymujemy uktad n
algebraicznych rownan liniowych

1S — _ -
;ZK(‘fk’nm)vl(‘fk):pl( m’g)’ m=1,n-1; (45)
ivl(é:k)zo
gdzie

2k -1
&, =cos 5 7, (k— ,n), )

7. :cosﬂ, (m =1,n—1),
n

Wartosci funkcji p,(77,6) mozna obliczy¢ dla dowol-
nego parametru ¢, jednak wygodniej jest przyjaé, ze

E=¢, =cos % (r=1,n-1)- (47)
n

Wowczas prawa strong rownania (33) obliczymy z za-

leznosci
_ PM / M(fkaﬂm (48)
2b N2 z

Transformaty Fouriera wspotczynnikéw intensywnosci

ﬁl(nm’

naprezenia dla lewego (K, ) i prawego (1? 1+) frontu
szczeliny tunelowej maja postaé

P 271y, (£1) + v, (£1)] _

©TT JBisinn 28l “9)
pzm\/%mwww]

gdzie

fry=F—Eh (50)

pl~ 7Bl sinh 2Bl

Wartosci funkcji vi(£1) mozna wyznaczy¢ za pomoca
wielomianu interpolacyjnego Lagrange’a:

v, (1)= —li(— 1)/" v, (é)cot 2k = T
n k=l 4n (51)
D=2 an

ni= 4n

Wspotczynniki intensywnoS$ci naprg¢zenia wyznaczymy
korzystajac z przeksztalcenia odwrotnego (7) oraz ze wzoru
(25), w ktérym funkcja F;" () przyjmuje teraz nastepujaca
postaé:

FE(5) :O(Jj[foi (A)+ ()] cos AydA (52)

acta mechanica et automatica, vol.3 no.3 (2009)

Dla duzych warto$ci wspotrzednych 3 (lub y) funkcja
podcatkowa wykazuje wlasnosci oscylacyjne, co znacznie
utrudnia obliczenie wartos$ci catki. W takim wypadku nale-
7y zastosowaé specjalne wzory kwadraturowe (Kpbuios
i Cxobuis1, 1974; 3anupaxa, 1983; Brigham, 1988; Averbuch
i inni, 2000; Evans i Webster, 1997; Ixaru, 2001; Ixaru
i Paternoster, 2001; Kim 1 inni, 2002; Kuijpers i inni, 1997;
Milovanovic, 1988; Shu i Chew, 1997; Ooura i Mori,
1999).

6. OBLICZANIE WSP(’)LCZYNNIK(’)W
INTENSYWNOSCI NAPREZENIA K,

Wartosci wspotczynnikow K, dla przyjetych wartosci »
(47) 1 parametrow ¢, obliczano numerycznie ze Wzorow
(25) i (52). Funkcje f;°(A) opisane sa wzorami (31), nato-
miast przebiegi funkcji £,°(1), dla réznych warto$ci parame-
tru &, wyznaczono z zaleznosci (50). Poszczegdlne wartoSci
vi(£1) obliczono za pomoca wielomianow (51), gdzie wek-
tor vi(¢ ) stanowil rozwiazanie uktadu » réwnan liniowych
(45) zbudowanych w weztach Gaussa-Czebyszewa, opisa-
nych wzorami (46). Otrzymywane w ten sposob dyskretne
warto$ci funkcji £;"(1) opisywano za pomoca funkcji inter-
polacyjnych

fA)=e s ant (53)

co umozliwito analityczne obliczenie wartosci calek zgod-
nie ze wzorem (52). Wspotczynniki C i 4y dobierano meto-
da najmniejszych kwadratow, oddzielnie dla kazdej warto-
$ci parametru ¢, dopasowujac je do obliczonych wczesniej
dyskretnych warto$ci funkcji f;“(1).

LA L

A

Rys. 3. Przykladowe wartoéci numeryczne funkeji f1(4) (symbole)
otrzymane w wyniku rozwiazania uktadow 420 réwnan li-
niowych (45) oraz ich interpolacje (linie) dla wybranych
warto$ci parametru &

Na Rys. 3 przedstawiono przyktadowe dyskretne warto-
$ci funkcji f;"(4), obliczone wedlug powyzszej procedury,
dla trzech wartosci parametru & oraz ich aproksymacje
funkcjami ciaglymi zgodnie ze wzorem (53), przyjmujac
N=6. Doktadnos¢ obliczanych wartoéci funkcji f,"(4) oraz
jej aproksymacji zalezata od liczby przyjetych weztow
(liczby rownan liniowych). Po zbadaniu wplywu liczby
weztow na doktadnos$¢ rozwigzania numerycznego funkcji
fi(A), przyjeto n=420 réwnan liniowych jako warto$¢ refe-

79



Mykhaylo Savruk, Krzysztof Molski, Grzegorz Rogowski

Wspoiczynniki intensywnosci naprezenia K, dla plaskiej szczeliny tunelowej w przestrzeni sprezystej

rencyjng, ktora okazata si¢ by¢ rozsadnym kompromisem
migdzy dokladnoscia a czasem obliczen, i dla tej liczby
robwnan przeprowadzono wszystkie dalsze obliczenia
wspoélczynnikéw intensywnosci naprg¢zenia przedstawione
ponize;j.

7. POROWNANIE OTRZYMANYCH WARTOSCI K;
Z ROZWIAZANIAMI PODANYMI
PRZEZ INNYCH AUTOROW

Na Rys. 4-8 linig ciagla przedstawiono obliczone warto-
$ci wspotczynnika K; wzdhuz prawego frontu szczeliny,
przy réznym oddaleniu /-x, punktu przytozenia jednostko-
wego obciazenia skupionego.

W dostepnej literaturze mozna znalez¢ rézne przyblizo-
ne rozwigzania opisujace wspolczynnik Kj wzdluz frontu
szczeliny tunelowej obciazonej parg sit skupionych P. Mar-
tynenko (1970) pierwszy zaproponowal przyblizone roz-
wiazanie tego zagadnienia w postaci wzoru

Py1-¢ . (54)
(zrl)%{(l—s)2+ &) }

przedstawionego graficznie linia przerywana na Rys. 4-8.
Niektorzy autorzy pdzniejszych prac, np. Harris (1973) oraz
Oore i Burns (1980), dochodza réwniez do zaleznosci (54)
wychodzac z innych zatozen.

Rozwiazanie to dazy do dokladnych wartosci wspot-
czynnikdw intensywnos$ci napre¢zenia przy zblizaniu punktu
przylozenia sity P do linii frontu szczeliny, co w granicz-
nym przypadku odpowiada znanemu rozwiazaniu anali-
tycznemu dla szczeliny w postaci potptaszczyzny (patrz np.
Savruk, 1988). W miarg jednak oddalania si¢ obciazenia
skupionego w strong przeciwleglego frontu, doktadnosé¢
rozwigzania maleje. Wyznaczane wartosci wspotczynnikow
K sa zanizone dla punktéw frontu szczeliny bliskich miej-
scu przyltozenia sity P, natomiast s3 zawyzone dla punktow
bardziej odleglych. Interesujacy jest fakt doktadnego spetl-
niania przez ten wzor warunku catkowego, odpowiadajace-
go jednorodnemu obciazeniu powierzchni szczeliny sitami
P wzdhiz prostej rownoleglej do obu frontow, dla ktorego
znane jest §ciste rozwiazanie analityczne (zagadnienie pta-
skie).

KY =

— Uhl’('”f.’ ro-w i({:(lffll’
------- Martynenko (1970)
----- -+ Borodachev (2001)

o3r £=0.746

! 0 0‘5 Il 15 2 ) 25 3 35 4 4' 5
yi
Rys. 4. Warto$ci wspotczynnikow K; wzdhuz frontu szczeliny x=/
dla &=0,746; P=1; [=1. Rozwiazanie obecne poréwnane

ze wzorami Martynenki (1970) i Borodacheva (2001)
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Borodachev (2001) opublikowat alternatywna zaleznos¢

T
cos(=¢
B P (2 )

K[ = B
2 \/g\/l - cosh(%) - sin(% £€)

(55

ktoéra rowniez dokladnie spetnia wspomniany wyzej waru-
nek calkowy, ale wartosci wspotczynnika K w poszczego6l-
nych miejscach frontu szczeliny roznig si¢ od rozwiazania
Martynenki.

.
.
07 ' 4
\
06Fy \' 4
\\‘ \\‘
05F ‘\\ obecne rozwigzanie B
K (pfh) \ v Martynenko (1970)
L \ 4
o W -~~~ Borodachev (2001)
N A
03 \}\ 4
N £=05
o2 R 4
2
o1l N 4

-2;‘_‘5 3 35 4 -15- 5

y /

Rys. 5. Wartosci wspolczynnikow K; wzdhuz frontu szczeliny x=/
dla &=0,5; P=1; /[=1. Rozwiazanie obecne poroéwnane
ze wzorami Martynenki (1970) i Borodacheva (2001)

o3F T T T T T T T T T 1

02 \\ \ i
obecne rozwigzanie |
N\ Martynenko (1970)

A\
o1r N B Borodachev (2001) ]

\\\\\_ g=0

005

. Ty
Rys. 6. Wartosci wspotczynnikow K; wzdluz frontu szczeliny
x=+[ dla e=0; P=1; I=1. Rozwiazanie obecne pordéwnane
ze wzorami Martynenki (1970) i Borodacheva (2001)

obecne rozwigzanie 4
------- Martynenko (1970)
N ---=- Borodachev (2001)

ISR £=-05

25 y l
Rys. 7. Wartosci wspolczynnikow K; wzdhuz frontu szczeliny x=/
dla ¢=-0,5; P=1; I=1. Rozwiazanie obecne poréwnane
ze wzorami Martynenki (1970) i Borodacheva (2001)



o6 \\ L ——— obecne rozwigzanie
NGO e Martynenko (1970)
“\ t === Borodachev (2001)

g=-0.746

Rys. 8. Wartosci wspotczynnikéw K; wzdhuz frontu szczeliny x=/
dla &=-0,746; P=1; I=1. Rozwiazanie obecne poréwnane
ze wzorami Martynenki (1970) i Borodacheva (2001)

We wszystkich przedstawionych przypadkach obecne
rozwigzanie daje wyniki praktycznie posrednie migdzy
rozwiazaniem Martynenki i Borodacheva. Wyraznie widac,
ze wszystkie rozwiazania sa zbiezne w miarg jak & dazy
do 1 (np. dla e=0.746), co oznacza, ze obciazenie potozone
jest blisko prawego frontu szczeliny. Natomiast im mniej-
sze sa wartosci parametru &, uwidaczniaja si¢ znaczace
roéznice migdzy poszczegdlnymi rozwigzaniami. Na uwagg
zashuguje fakt, ze same warto$ci Kj sa wowczas znacznie
mniejsze.

Doktadna analiza podanego obecnie rozwigzania po-
zwala stwierdzi¢, ze ono roéwniez spelnia wspomniany
wczesniej warunek catkowy. Interesujacy jest fakt spehnie-
nia tego warunku w przypadku wykorzystania w oblicze-
niach tylko pierwszego, przyblizonego rozwiazania anali-
tycznego (15), bez uwzgledniania funkcji poprawkowe;.

8. PODSUMOWANIE

Za pomoca transformacji Fouriera, dwuwymiarowe r6z-
niczkowo-catkowe réwnanie dla przestrzeni sprezystej
ze szczeling tunelowa znajdujaca si¢ pod dowolnym cisnie-
niem, sprowadzono do jednowymiarowego osobliwego
rownania catkowego. Zamieniajac jadro tego réwnania
na jadro aproksymowane, otrzymano jego przyblizone
analityczne rozwigzanie dla dowolnej prawej strony (do-
wolnego obciazenia powierzchni szczeliny), wlaczajac
obcigzenia sitami skupionymi. Korzystajac z rozwiazania
dla sit skupionych i stosujac metodg superpozycji, otrzy-
mano réwnania z ciagla prawa strona, co umozliwia otrzy-
manie rozwigzania numerycznego.

Obliczono warto$ci wspolczynnikéw intensywnosci na-
prezenia K; wzdhuz obu frontéw szczeliny tunelowej obcia-
zonej na powierzchni para sit skupionych P i pordwnano je
z przyblizonymi rozwiazaniami podanymi przez Marty-
nenke (1970) oraz Borodacheva (2001). Wzgledne roznice
migdzy tymi rozwigzaniami sg coraz mniejsze w miarg
zblizania si¢ obcigzajacej pary sit P do analizowanego
frontu szczeliny (np. dla e=0.746) i sa tym wigksze,
im bardziej zadana para sit oddala si¢ od danego frontu
izbliza do frontu przeciwnego (np. dla e=-0.746), jednak
nalezy zwrdci¢ uwagg, ze wartosci wspolczynnikow K
w tym przypadku sa mate.
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STRESS INTENSITY FACTORS K,
FOR A PLANE TUNNEL CRACK IN ELASTIC SPACE

Abstract: The present paper deals with determination of stress
intensity factors K; for a plane two-dimensional tunnel crack
in elastic space when both crack faces are subjected to any normal
pressure. Using the method of singular integral equations and
numerical techniques Green’s function was also obtained, which
makes it possible to calculate values of stress intensity factors K
at any point along both crack fronts. Approximate analytical solu-
tions of high accuracy were found. Numerical values of K were
compared with other solutions known from the literature, obtained
by different authors.



