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Streszczenie: Rozpatrzono wybrane zagadnienia kontaktowe teorii sprgzystosci dotyczace wciskania nieodksztatcalnego
stempla w potprzestrzen niejednorodna. Rozpatrywana potprzestrzen sktada si¢ z potprzestrzeni jednorodnej oraz pakietu n
izotropowych jednorodnych warstw. Algorytm rozwiazywania, oparty na wykorzystaniu przeksztatcen catkowych, zweryfi-
kowano, modelujac os$rodki warstwowe o strukturze periodycznej oraz warstwy, ktorych modut Younga zmienia si¢ wzdtuz

grubosci wedhug zaleznosci wyktadnicze;j.

1. WPROWADZENIE

Postepy w technologii powlokowej powoduja coraz
szersze wykorzystywanie warstw wierzchnich dla popra-
wienia wilasciwosci trybologicznych powierzchni §lizgo-
wych. Pozwalaja one zmniejszy¢ wspotczynniki tarcia
i wielko$¢ zuzycia, a jednoczes$nie nie powodujg zmiany
masy materialu. Punktem stabosci w uzyciu warstw
wierzchnich jest ich pgkanie (rozdzielenie, rozerwanie)
badz tez rozwarstwienie i odtupywanie si¢ na ztaczu war-
stwa/podloze. W wigkszosci opracowan (Abdul-Bagi i Van
der Giessen, 2002; Bragallini i inni, 2003; Chen i Engel,
1972; Diao i inni, 1994; Diao, 1999; Houmid Bennani
i Takadoum, 1999; Kouitat Njiwa i inni, 1998, 1999);
Kulchytsky-Zhyhailo i Rogowski (2007); Torskaya
i Goryacheva, 2003; Schwarzer, 2000; Schwarzem i inni,
1999; Shi i Ramalingman, 2001) zaktada sig, ze warstwa
jest jednorodna lub rozpatruje si¢ kilka warstw (przewaznie
2-4 warstwy) o statych wlasciwosciach mechanicznych.
Roéwnolegle sa rozwiazywane zagadnienia, w ktoérych mo-
dut Younga lub modut Kirchhoffa zmieniaja si¢ wzdtuz
grubosci warstwy wedtug zaleznosci wyktadniczej (Guler
i Erdogan, 2004, 2006, 2007; Kashtalyan i Menshykowa,
2007) (metody analityczno-numeryczne) lub potggowej
(Fischer-Cripps, 2003; Giannakopolous i Pallot, 2000;
Giannakopolous i Suresh, 1997; Suresh i inni, 1997) (meto-
dy analityczno-numeryczne oraz metoda elementow skon-
czonych). Dwuwymiarowe zagadnienia kontaktowe,
w ktorych warstwe o zmieniajacym si¢ wzdtuz jej grubosci
wspoélczynniku Kirchhoffa zastapiono pakietem warstw,
rozpatrzono w Liao-Liang i Yue-Sheng (2006, 2007). We-
ryfikacje stosowania modelu homogenizowanego do opisu
osrodka warstwowego o strukturze periodycznej poprzez
rozwiazywanie zagadnien przewodnictwa ciepla i teorii
sprezystosci  dla  pakietu 2n warstw przeprowadzono
w pracach: Kotodziejezyk i Kulchytsky-Zhyhailo (2005,
2007a, b), Kulchytsky-Zhyhailo i Matysiak (2005a, b),
Kulchytsky-Zhyhailo i inni (2007).
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W niniejszej pracy zweryfikujemy metod¢ rozwiazywa-
nia zagadnien kontaktowych teorii sprezystosci dla o$rodka
jednorodnego pokrytego pakietem n jednorodnych izotro-
powych warstw. Pokazemy, ze proponowane podejscie
moze by¢ wykorzystane do modelowania warstwy o zmie-
niajacych wzdluz jej grubosci wiasciwosciach mechanicz-
nych. Zaleta proponowanego podejscia jest mozliwosé
rozwiazywania wybranych zagadnien przestrzennych.

2. ODEL MATEMATYCZNY ZAGADNIENIA

Rozpatrzmy jednorodng izotropowa potprzestrzen spre-
zysta pokryta pakietem n jednorodnych izotropowych
warstw, w ktora weciskany jest nieodksztalcalny gladki
stempel (Rys. 1). Pomigdzy osrodkami sprezystymi,
z ktorych sktada si¢ rozwazany osrodek niejednorodny,
zachodzg warunki idealnego kontaktu mechanicznego.
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Rys. 1. Schemat zagadnienia

Przyjmujemy, ze glowne promienie krzywizny po-
wierzchni podstawy stempla sa duzo wigksze od charakte-



rystycznego wymiaru obszaru kontaktu. Ponadto zaktada-
my, ze sity styczne dziatajace w obszarze kontaktu na sku-
tek tarcia wywieraja znikomy wplyw na ksztatt i rozmiary
obszaru kontaktu oraz rozklad ci$nienia kontaktowego
(Johnson, 1985). Rozklad przemieszczen 1 naprgzen
w rozpatrywanym osrodku niejednorodnym otrzymuje si¢
Z rozwiazania nastgpujacego brzegowego zagadnienia teorii
sprezystoscei:

— roéwnania (Nowacki, 1970):

(1 - 2vl~)Aul- +gradd; =0 1)
— warunki brzegowe (Chen i Engel, 1972):
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b= 0,000 izt
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—00,i =0,1,...,n, 4)
gdzie: u — wektor przemieszczenia, 6 — tensor naprezenia,
6=divu — odksztalcenie objgtosciowe, v — wspolczynnik
Poissona, x, y, z’ — bezwymiarowe wspotrzedne kartezjan-
skie odniesione do charakterystycznego liniowego wymiaru
a obszaru kontaktu Q, x, y, z — pomocnicze wspoOtrzedne
kartezjanskie (z=h-z"), p(x,y) — ciSnienie kontaktowe, z'=h;
— dolna powierzchnia i-tej warstwy, z’=h — powierzchnia
osrodka niejednorodnego, h=H/a, H — grubos$¢ pakietu n
warstw, i — indeks odpowiadajacy numerowi osrodka spre-
zystego.

W zagadnieniach, w ktorych ci$nienie kontaktowe jest
nieznane, obliczamy je spelniajac: warunek powstania
wspolnej powierzchni kontaktu (rzeczywista powierzchnig
podstawy stempla aproksymujemy paraboloida):

ug'f)(x,y,h) = ax2/2Rx + ayz/ZRy —u, (x,)e Q2 (5)

oraz warunek rownowagi:

[[pteasay - a%po ©)

gdzie: u.) — przemieszczenie pionowe stempla, R, i R, —
gldwne promienie krzywizny powierzchni podstawy stem-
pla w punkcie poczatkowego zetknigcia, p,=P/S — $rednie
cisnienie kontaktowe, S — pole obszaru kontaktu, P — sita
docisku.

3. METODA ROZWIAZYWANIA

Proponowana metoda rozwiazywania opiera si¢ na sto-
sowaniu dwuwymiarowego przeksztalcenia catkowego
Fouriera (Sneddon, 1972):

o 00
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za pomoca ktdrego otrzymano zaleznosci w postaci catko-
wej pomigdzy sktadowymi wektora przemieszczenia i ten-
sora naprgzenia a ci$nieniem kontaktowym. Uzyskane row-
nania zawieraja 6n+3 nieznanych funkcji argumentow
przeksztatcenia catkowego. Do ich wyznaczenia stuzy
uktad 6n+3 rownan liniowych powstaty ze spelnienia wa-
runkow brzegowych (2) i (3). Wykazano, ze otrzymany
uktad rownan mozna sprowadzi¢ do dwoéch niezaleznych
uktadéow rownan. Pierwszy uklad zawiera 2n+1 rownan
ijest jednorodny, czyli posiada trywialne rozwigzanie.
Drugi uktad sktada si¢ z 4n+1 réwnan jednorodnych i jed-
nego roéwnania niejednorodnego. Elementy macierzy sa
funkcjami jednej zmiennej s (s’=¢+7°). Umozliwia
to zapisanie otrzymanych zalezno$ci w postaci:

u 1
G(i) B 27

o) (i) 2z
[ Ca N 4T ps.drexplisreos(p-g)ds  (8)
LAY

i=0,1,...,n,

gdzie pA&,n) — transformata Fouriera ci$nienia kontaktowe-
go, r, ¢ — wspolrzedne biegunowe w przestrzeni orygina-
ow, s, ¢ — wspodlrzedne biegunowe w przestrzeni trans-

format, funkcje C,(s) — rozwiazanie ukladu roéwnan:
Aii(s)C($)=0ians2, 1j=1,2,...,4n+2, Ji4n:>» — symbol Kronec-
kera.

4. WERYFIKACJA ALGORYTMU OBLICZEN

4.1. Rozwiazanie tréjwymiarowego zagadnienia
kontaktowego wciskania paraboloidy
w pélprzestrzen homogenizowana

Rozpatrzmy wciskanie nieodksztatcalnej paraboloidy
w pOlprzestrzen warstwowa o strukturze periodycznej.
Komoérke periodycznosci tworza dwie warstwy o grubo-
Sciach /; 1 /,, modutach Younga E,| i E, oraz wspotczynni-
kach Poissona v; i v,. Mechaniczne wlasciwosci potprze-
strzeni opisujemy za pomoca modelu homogenizowanego
z parametrami mikrolokalnymi (Matysiak i Wozniak, 1987;
Wozniak, 1987). Korzystajac z dwuwymiarowego prze-
ksztatcenia catkowego Fouriera (7), otrzymujemy zalezno-
sci catkowe pomigdzy sktadowymi wektora makroprze-
mieszczenia i skladowymi tensora naprezenia a ci$nieniem
kontaktowym:

U X, Vs
{6.} _[ J.{ FO(‘?'] X, ),z )} S (E77)-
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gdzie: U —wektor makroprzemieszczenia, ¢ —tensor na-
prezenia w i-tej warstwie komorki periodycznosci. Spehia-
jac warunek kontaktowy (5), otrzymujemy dwuwymiarowe
rownanie catkowe, ktore posiada rozwiazanie analityczne.
Obszarem kontaktu jest elipsa a cisnienie kontaktowe opi-
suje rozktad Hertza.
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4.2. Osiowo-symetryczne zagadnienie kontaktowe
dotyczace wciskania nieodksztalcalnej kuli
w pélprzestrzen warstwowa
o strukturze periodycznej

Polprzestrzen warstwowa, ktorej struktura jest opisana
w podrozdziale 4.1. modelujemy pakietem 2n warstw pota-
czonych z os$rodkiem homogenizowanym. W pracy Koto-
dziejczyka i Kulchytskyego-Zhyhailo (2007a, b) wykazano,

Pmax/Po

ze polprzestrzen znajdujaca si¢ w pewnej odleglosci
od obszaru kontaktu nalezy opisywac¢ za pomoca modelu
homogenizowanego z parametrami mikrolokalnymi.
W rozpatrzonych tu i ponizej osiowosymetrycznych zagad-
nieniach kontaktowych (R,=R, w warunku kontaktowym
(5)) promien kota kontaktu i rozktad ci$nienia kontaktowe-
go sa nieznane. Obliczamy je, sprowadzajac zagadnienie
kontaktowe do réwnania catkowego, ktére rozwiazujemy
numerycznie.
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Rys. 2. Zaleznoé¢ parametrow kontaktowych: a/ay, (a — promien kota kontaktu, ay, — promien kota kontaktu w zagadnieniu, w ktorym p6t-
przestrzen warstwowa modelujemy osrodkiem homogenizowanym) i p(0)/py od stosunku grubosci komorki periodycznosci do pro-

mienia kota kontaktu ¢ (y=0/(l,+1,))

4.3. Trojwymiarowe zagadnienie kontaktowe dotyczace
weciskania paraboloidy w polprzestrzen warstwowa
o strukturze periodycznej

Trojwymiarowe zagadnienie kontaktowe (R, # Ry) ana-
lizowane w ramach modelu opisanego w rozdziale 3.2.
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rozpatrujemy przy zatozeniu, ze obszar kontaktu jest elipsa
o nieznanym ksztalcie i rozmiarach, a cisnienie kontaktowe
jest opisane rozktadem Hertza. Zatozenia te mozna przyjac,
gdy parametr J (stosunek grubosci komorki periodycznosci
do wigkszej polosi elipsy kontaktu a) jest maty.
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Rys. 3. Zalezno$¢ mimosrodu elipsy kontaktu e i parametru a/ay, od parametru ¢ (1: E/E,=0.125; 2: E)/E=0.25; 3: E/E=4; 4: E)/E=8,
vi=v,=0.3, R/R,=0.25; & - rozwigzanie dla osrodka homogenizowanego, ao, - promien kota kontaktu, ktory powstaje w osiowosyme-
trycznym zagadnieniu wciskania kuli z promieniem ekwiwalentnym Re=(Rny)1/2 w polprzestrzen homogenizowana)

Naprezenie o,, na kazdej granicy rozdzialu warstw do-
znaje skoku (Rys. 4). Otrzymany obraz ma dwie obwiednie,
ktorych przyblizenie daje model homogenizowany. Obli-
czenia wykazaly, ze przy ustalonej wartosci parametru
0=0da/b rdznica pomigdzy rozktadami naprg¢zen uzyskanymi
w ramach klasycznej teorii sprezystosci a odpowiednimi
rozktadami uzyskanymi na podstawie modelu homogeni-
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zowanego dla réznych warto$ci stosunku a/b jest porow-
nywalna. Pozwala to wnioskowac, ze przy ocenie mozliwo-
Sci zastgpienia osrodka warstwowego o strukturze perio-
dycznej osrodkiem homogenizowanym nalezy uwzglednia¢
wielko$¢ stosunku pomigdzy gruboscia komoérki periodycz-
nosci a mniejszym liniowym wymiarem obszaru kontaktu.
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statym wspolczynniku 0=0.1, a’), b’) przy stalym wspotczynniku

0=0a/b=0.2; a), a’) a/b=2, b), b’) a/b=4, jasnoszare linie — model homogenizowany, czarne linie — osrodek niejednorodny, linie prze-
rywane — granice warstw; J’ — stosunek grubosci komorki periodycznosci do mniejszej potosi elipsy kontaktu b.

4.4. Osiowo-symetryczne zagadnienie kontaktowe wci-
skania kuli w poélprzestrzen warstwowa pokryta
pakietem warstw o zmieniajacych si¢ w sposéb pe-
riodyczny wlasciwo$ciach mechanicznych

Rozpatrzono zagadnienie wciskania nieodksztatcalnej kuli
w jednorodna izotropowa potprzestrzen (modut Younga E,
i wspolczynnik Poissona vy) pokryta warstwa niejednorod-
na o strukturze rozwazanej w rozdziatach 4.1.-4.3. Oblicze-
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nia przeprowadzono dla warstewek o jednakowej grubosci
oraz ro6znej kolejnosci utozenia. W celu ograniczenia liczby
parametrow zatozono, ze vy=v|=v, oraz E|=E, (lub E)=E).
Otrzymane rozwigzanie poroéwnano z rozwigzaniem zagad-
nienia, w ktéorym niejednorodna warstwe kompozytowa
opisano za pomoca modelu homogenizowanego z parame-
trami mikrolokalnymi.
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Rys. 5. Rozktad bezwymiarowego ci$nienia kontaktowego (n=10 — linie jasnoszare, n=40 — linie ciemnoszare, o$rodek homogenizowany —
czarne romby, rozktad Hertza — czarna linia, ay = a/a’, ag=a,/a’, a — promien kota kontaktu, ag, — promien kota kontaktu w zagad-
nieniu, w ktorym warstwg kompozytowa modelujemy osrodkiem homogenizowanym, a” — promien kota kontaktu w zagadnieniu do-
tyczacym jednorodnej izotropowej potprzestrzeni z whasciwosciami mechanicznymi £y i vy).
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Rys. 6. Rozktad bezwymiarowego naprezenia o,, wzdtuz osi z (a-d (a-d") — modut Younga jednej z warstewek komorki periodycznosci jest
wigkszy (mniejszy) od modutu Younga jednorodnej izotropowej polprzestrzeni, a,b (a’,b") — n=10, ¢,d (c¢’,d") — n=40, a,c (a’,c’) —
E\/E=1, b,d (b',d") — Eo/JEy=1, szare linie — rozwiazanie zagadnienia, w ktérym niejednorodng warstwe kompozytowa zastgpujemy

jednorodna warstwa homogenizowana)

4.5. Osiowo-symetryczne zagadnienie kontaktowe
weciskania kuli w pélprzestrzen warstwowa pokryta
warstwa, ktérej modul Younga zmienia si¢ wzdluz
grubosci wedlug zaleznoS$ci wykladniczej

Rozpatrzono zagadnienie weciskania nieodksztatcalnej
kuli w jednorodna izotropowa polprzestrzen (modut
Younga E, i wspdtczynnik Poissona v) pokryta warstwa
materiatu, ktorej wspotczynnik Poissona jest staty i rowny
v, a modut Younga zmienia si¢ wzdtuz jej grubosci wedlug
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zaleznosci wyktadniczej: E(z’)=Eoexp(fz’), p=In(E\/Ey)/h,
7z’ < h, gdzie E; — modul Younga na powierzchni warstwy
wierzchniej. Powyzsza zalezno$¢ zostata tak dobrana,
ze modul Younga w calym os$rodku zmienia si¢ w sposob
ciagly. Analityczne rozwiazanie zagadnienia otrzymane
wedlug algorytmu (Guler i Erdogan, 2004, 2006, 2007;
Kulezycki, 2002; Kulczycki i Rogowski, 2005) poréwnamy
z rozwigzaniem, ktére uzyskamy, zastgpujac warstwe
o zmiennych wlasciwos§ciach mechanicznych pakietem n
warstewek o stalych wlasciwosciach.
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Rys. 7. Rozklad bezwymiarowego ci$nienia kontaktowego (czarne linie — rozwigzanie zagadnienia dotyczacego pakietu warstewek, szare
romby — metoda analityczna, szara linia — rozktad Hertza, ap=a/a’, ay’=a,/a’, a — promien kota kontaktu w zagadnieniu dotyczacym
pakietu warstewek, a,, — promien kota kontaktu w zagadnieniu rozwiazywanym metoda analityczna, a” — promien kota kontaktu
w zagadnieniu dotyczacym jednorodnej izotropowej potprzestrzeni z wlasciwosciami mechanicznymi £y 1 vo)
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Rys. 8. Rozklad bezwymiarowego naprgzenia o, wzdhuz osi z (czarne linie — rozwiazanie zagadnienia dotyczacego pakietu warstewek, szare

romby — metoda analityczna)

5. PODSUMOWANIE

Zaproponowano i zweryfikowano metode rozwiazywa-

nia przestrzennych zagadnien kontaktowych dotyczacych
jednorodnego osrodka izotropowego potaczonego z pakie-
tem n izotropowych jednorodnych warstw. Powyzsza me-
tod¢ mozna wykorzystac:

do weryfikacji stosowalno$ci modeli homogenizo-
wanych do opisu osrodkow warstwowych o strukturze
periodycznej;

do analizy powyzszych zagadnien, gdy model homoge-
nizowany nieadekwatnie opisuje osrodek niejednorod-
ny;

do analizy zagadnien dotyczacych warstwy wierzchniej
o zmieniajacych si¢ wzdluz grubosci wartosciach me-
chanicznych (w tym takze w przypadku ciaglej zmiany
wlasciwosci mechanicznych).
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SELECTED ISSUES OF THEORY
OF ELASTICITY FOR LAYERED BODIES

Abstract: Selected issues of contact theory of elasticity for pres-
sing the rigid punch in non-homogeneous half-space are consi-
dered. Half-space consists of homogeneous half-space and a pack-
age of n isotropic homogeneous layers. Algorithm of calculation
was based on integral transformation and was verified by mode-
ling the layered bodies by periodic layers or layers, which
the Young’s module is changed along the thickness of the layer
with the exponential dependence.
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