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Streszczenie: Zaproponowano metod¢ wyznaczania krytycznego wspotczynnika intensywno$ci naprezen materiatu na $ci-
skanych probkach o przekroju kotowym z centralnie umieszczonym otworem w postaci rombu. Proces zniszczenia probki
postepuje od wierzchotku karbu typu V. Znajac warto$¢ obciazenia niszczacego oraz standardowe state materiatowe oblicza
si¢ krytyczny wspotczynnik intensywnosci naprezen wykorzystujac odksztalceniowe kryterium pgkania oparte na modelu
Dugdale’a. Zagadnienie koncentracji naprgzen w otoczeniu wierzchotkow otworu rozwiazano metoda osobliwych rownan

catkowych.

1. WPROWADZENIE

Zastosowanie metod liniowej mechaniki pekania do
analizy procesow zniszczenia elementéw konstrukcji beto-
nowych i zelbetowych ma ponad poétwieczng historig. Ob-
szerny i aktualny przeglad dokonan w tej dziedzinie zawie-
raja praca Brandta (1979) i kompendium Comprehensive
Structural Integity (2003).

Podstawowym parametrem materialowym w mechanice
pekania jest krytyczny wspotczynnik intensywnosci napre-
zeh wyznaczany doswiadczalnie na probkach ze szczelina-
mi. W przypadku metali procedura okreslania tego parame-
tru jest znormalizowana i powszechnie stosowana. Proces
pekania zaczyna si¢ w tym przypadku, od szczeliny inicjo-
wanej zmeczeniowo. Dla materiatdéw kruchych takich jak
beton, ceramika czy skaty uzyskanie szczeliny poczatkowej
o $ci$le okreslonych parametrach jest trudne. Zazwyczaj,
wytwarza si¢ je na etapie formowania probki (Golewski,
Sadowski 2006). Uzyskuje si¢ w ten sposob szczeliny
o0 dos¢ znacznej (2-3 mm) szeroko$ci i promieniu zaokra-
glenia wierzchotka. Tym samym, wymiary calej probki
belkowej musza by¢ duze, co podnosi koszty badan. Ostat-
nie zalecenia RILEM (Comprehensive 2003) dopuszczaja
wyznaczanie krytycznego wspotczynnika intensywnos$ci
napr¢zen na roztlupywanych probkach prostopadioscien-
nych i cylindrycznych ze szczeling wycinang za pomoca pit
diamentowych.

W pracy zaproponowano metod¢ wyznaczania kry-
tycznego wspolczynnika intensywnosci naprezen materialu
na $ciskanych probkach o przekroju kolowym z centralnie
umieszczonym otworem w postaci rombu. Proces zniszcze-
nia probki postepuje w tym przypadku od wierzchotku
karbu typu V, a nie jak ma to miejsce w podejsciu klasycz-
nym, od wierzchotka szczeliny. Znajac warto$¢ obciazenia
niszczacego oraz standardowe stale materiatowe oblicza si¢
krytyczny wspotczynnik intensywnosci naprezen wykorzy-
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stujac odksztatceniowe kryterium pgkania (Savruk i inni,
2003) oparte na modelu Dugdale’a (1960).

Wybor ksztattu koncentratora naprezen w postaci otwo-
ru wynika ze studialnego charakteru pracy i chgci po-
réwnan obliczanych warto§ci wspotczynnikéw intensywno-
sci naprezen, dla niektorych wartosci kata rozwarcia ra-
mion rombu, z opublikowanymi (Noda i in. 1996, Savruk
1988). Prezentowane podejscie moze by¢é z powodzeniem
zastosowane do analizy procesu pgkania w otoczeniu do-
wolnych symetrycznych koncentratorow naprezen, w tym
karbow ostrych i zaokraglonych ostabiajacych przekroj
probki.

2. ZALEZNOSC POMIEDZY WSPOLCZYNNIKAMI
INTENSYWNOSCI I KONCENTRACJI
NAPREZEN DLA KARBOW OSTRYCH
I ZAOKRAGLONYCH

Wielkos$¢ naprezen w wierzchotku karbu o kacie roz-
warcia 2f zaokraglonego krzywa o matym promieniu p
okresla wzor

O max :RIKIVpi;L/VmT (1)

gdzie K" to uogdlniony wspotczynnik intensywnosci na-
prezen dla odpowiedniego karbu ostrego, a R; nazywany
jest wspotczynnikiem wygtadzenia naprezen (Benthem
1987). Wyktadnik osobliwo$ci A przyjmuje si¢ jako naj-
mniejszy dodatni pierwiastek rownania charakterystyczne-

go
(1 2)in20 +sin(20(1- 2))=0, a=z-4. 2)

Zaleznos¢ parametru A od kata  rowniez mozna aprok-
symowac funkcja (Savruk, Kazberuk 2009):



A ~ 1,247 cosp —1,312cos> B +

+0.8532cos> B — 0.2882cos* B,

W pracy (Savruk i Kazberuk 2006) zaproponowano
formule aproksymacyjna do wyznaczania wartosci wspol-
czynnika wygladzenia naprezen R;. Wzor dotyczy karbow
zaokraglonych tukiem kotowym i umozliwia oszacowanie
R; z bledem nie przekraczajacym 0.4% dla dowolnego f.
Uwzgledniajac niewielkie zmiany wprowadzone w pracy
(Savruk i Kazberuk 2009) zalezno$¢ ta ma postac nastepu-

jaca:

(€))

14+28,75y +98,04y2 —102,1y° +47,47* —8,465y°
1+20,71y '

Ry

“
gdzie y=m/2-B.

Wzory postaci (1) publikowalo wielu autoréw, m. in.
Creager i Paris (1967), Neuber (1977), Benthem (1987),
Lazzarin 1 Tovo (1996), obliczajac wartosci wspotczynnika
wygladzenia napr¢zen badz jego analogow. W celu rozwia-
zania zagadnienia wlasnego na drodze analitycznej badz
numerycznej, odwzorowywano ksztalt nieskonczonego
klina wykorzystujac rozne krzywe gladkie majace w oto-
czeniu wierzcholka zmienny promien krzywizny (karby
paraboliczne, hiperboliczne). W pracach Savruka i Kazbe-
ruka (2006, 2007) wykazano, ze wielko$¢ koncentracji
naprezen w wierzchotku rozrywanego symetrycznego kar-
bu zalezy od ksztattu karbu w otoczeniu wierzchotka. Za-
tem okreslenie jednoznacznej zalezno$ci R;() mozliwe jest
jedynie dla $cisle okreslonej geometrii karbu. Stusznosé
takiego podejscia zostata udokumentowana w pracach
Savruka i Kazberuka (2007, 2008).

3. KONCENTRACJA NAPREZEN W
WIERZCHOLKU OTWORU ROMBOWEGO W
SCISKANEJ PROBCE WALCOWEJ

Rozwaza si¢ probke o przekroju kotowym ostabiona
centralnie umieszczonym otworem o ksztalcie rombu
(Rys. 1). Wierzchotki otworu sa zaokraglone tukami koto-
wymi o promieniu p. Stosunek wielko$ci promienia za-
okraglenia karbu do polowy rzutu dlugosci rombu na o$ x
okresla parametr e=p/I. Stosunek wielko$ci otworu do pro-
mienia probki R oznaczono jako y=I/R. Zaklada sig, ze
brzeg otworu (gladki kontur L) jest wolny od obcigzen
zewngtrznych. Probka poddana jest dziataniu réwnowaza-
cych sig sit P przytozonych wzdhiz $rednicy walca. Sity te
wywotuja w wierzchotku 4 otworu koncentracj¢ naprezen
rozciagajacych. Ze wzgledu na wymagana doktadnosé
wyznaczenia wielko$ci naprezen na brzegu analizowanego
obszaru, obliczenia przeprowadzono metoda osobliwych
réownan catkowych (Savruk 1981).

Zespolone potencjaly naprgzen (Muskhelishvili 2003)
zagadnienia brzegowego zapisano w postaci

D.(z) = Dy(z) + D(z), Viz)=¥,(2)+¥(), “
gdzie potencjaty

_ y PR*+Z’ _2yP R!
¢O(Z) - _2_7 Rz 2 Y/()(Z) - - (R2 Zz)z
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opisuja jednorodne pole napr¢zen w Sciskanym obszarze
kotowym, a funkcje @(z) i ¥(z) okreslaja poszukiwane
zaburzenie naprezen wywotane obecno$cia otworu L. Wa-
runek graniczny na konturze karbu przyjmuje postaé

Rys. 1 Otwor rombowy w obszarze kolowym

Oy Titys = p(t)z

—_{qso(t)wo(t)%[@b(z)wo(t)]}, rer ©

Przedstawienie catkowe rozwiazania zadania granicz-
nego zapisano w postaci (Savruk 1981)

o= [[hwz1g wde + 12028 0}
L

v =~ [lnt.2g' Ods + o120 |
L

gdzie

1] ‘ _ 2l - R? )zt - 28?)
Al )_2L—z+zZ—R2}’f2(m) R o-r?f

7
’“‘”z)z[ =27 (Z;_Rzy]’
| ;{4R4 —3R21_‘(z +t)+z;2(z +t)}
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Spehiajac warunek graniczny (5), uzyskuje si¢ osobli-
we rownanie catkowe

%_f [K(t,t')g’(t)dt + L(t,t’)m5]= p(t)reL, (6)

ktérego jadra maja postac

K(m')=f,(r,r')+f2(m')+%[ﬂg2(nt’)+hz(mvl

L(w’)=fz(m’ﬁfl(ntw%[r'gl(r,r'ﬁhl(ar')l

gdzie g, (¢,t')=f,'(t.t"), a=12.

Rownanie konturu otworu L zapisano w postaci para-
metrycznej t=Io(§), (0<¢<2m). Dokonujac zamiany
zmiennych, rdwnanie catkowe (6) zapisuje si¢ w postaci
kanonicznej
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Lilnmers venia@le= st o<ns2m

M(En)=IK(@(&)eln)) NEn)= L&) o)
u(¢)= g (@)’ () pln)= pleol))

Poszukiwana 2n-okresowa ciagta funkcja u($) ma qu-
asi-osobliwosci w otoczeniu wierzchotkow rombu. W celu
zageszezenia weztow kwadratur catkowania i weztow ko-
lokacji w otoczeniu wierzchotkéw otworu zastosowano
nastepujaca zamiang zmiennych (Savruk, Kazberuk 2007)

E=G(r)=1—(1/4)sindt, 0<7<2m

n=G(0), 0<6<2n ®)

W rezultacie uzyskuje si¢ rownanie catkowe postaci

Lennto Menn Gl a0

przy 0 <0 <2n oraz u.(z)=u(G()), p.(6)= p(G(9)).

Dyskretnym analogiem réwnania catkowego jest alge-
braiczny uktad réwnan liniowych (Savruk 1981)

1 4n PR
S 2 M (G e () N (&, e (5] 600 =

(10)
p.(6,).
gdzie
& = Glry) Ty :M,
4n
n=G0,) 6, :w, ke,m =14n,
n

Uwzgledniajac symetri¢ zadania wzgledem osi Ox 1 Oy,
rzad uktadu rownan (10) zostaje zmniejszony czterokrotnie.
Naktadajac warunki wynikajace z symetrii na poszukiwana
u*(2n—r)= u.z

postac funkcji rozwigzania

i u(r—7)= -u.(r), a takze warunki zerowania si¢ napre-
zen stycznych w punktach lezacych na osiach symetrii,
otrzymuje si¢ uktad 7 zespolonych rownan algebraicznych
z n niewiadomych wartosci funkcji u*(rk ), k=1,...n.
Po jego rozwiazaniu wyznacza si¢ zespolone potencjaty
naprezen (4), okreSlajace stan naprgzen i1 odksztatcen
w calej plaszczyznie sprezystej. Obliczenie wartosci napre-
zenia normalnego o, w punktach lezacych na brzegu otwo-
ru przeprowadza si¢ korzystajac bezposrednio ze znalezio-
nej funkcji u«(7) (Savruk i in. 1989). Wspdtczynnik koncen-
tracji naprezen w wierzchotku 4 (Rys.1) otworu oblicza sig
korzystajac ze wzoru

k, = —41m[u.(0)/ &' (0)], (11)

Obliczenia przeprowadzono dla dwoéch niezaleznych
parametrow — y zmieniajacego si¢ od 0,05 do 0,9875 i kata
rozwarcia ramion rombu 25 od 0 do w/4. Uogdlnione
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wspbtczynniki intensywnosci naprezen K, w ostrym na-
rozu otworu obliczono ze wzoru (Savruk, Kazberuk 2006)

KY = W2z /R) 1 iim £*(oy), - (12)
p—0

Zadowalajaca doktadno$¢ przej$cia granicznego (12)
osiagnigto przy wartosciach ¢ réwnych od 0,00001
do 0,0001 w zaleznos$ci od wielkosci kata f. Przebieg war-
tosci  bezwymiarowego wspolczynnika intensywnosci
naprezen

FY =&Y P Vx) (13)

w funkcji parametru y przedstawiono na Rys. 2.

0,01

0 01 02 03 04 05 06 07 ,p 09 |1
Rys. 2 Uogolniony bezwymiarowy wspoétczynnik intensywnosci
naprezen F;” w funkcji parametru y=//R.

Obliczone warto$ci bezwymiarowego wspotczynnika
intensywnosci naprgzen dla 2 = 0 zgadzaja si¢ z warto-
Sciami podawanymi w literaturze dla tarczy kolowej osta-
bionej szczeling (patrz np. Savruk 1988), rdéznice w wyni-
kach nie przekraczaja 0,1%.

Dla kilku wybranych warto$ci parametru y={0, 2, 0, 3,
0, 4, 0, 5} przeprowadzono aproksymacj¢ funkcji bezwy-
miarowego, uogolnionego wspodtczynnika intensywnosci
napr¢zen w zaleznosci od kata rozwarcia ramion wierz-
chotka rombu. W przedziale 0<f<n/4 funkcj¢ przybliza z
btedem nie przekraczajacym 0,5%, wielomian 3-go stopnia
postaci
FY~a+bx+cex’+dx’, x=tgf, (14

Wartosci wspotczynnikow we wzorze (14) podano
w Tab. 1.

Tab. 1. Wspolczynniki wielomianu (14) aproksymujacego war-
to$¢ uogdlnionego wspodtczynnika intensywnos$ci naprezen

y=1/R a b C D
0,2 0,06748 0,00226 0,1233 -0,0321
0,3 0,19843 0,01522 0,2074 -0,0335
0,4 0,15828 0,04529 0,3135 0,0000
0,5 0,22079 0,09856 0,4471 0,1195




4. KRYTYCZNY WSPOLCZYNNIK
INTENSYWNOSCI NAPREZEN

Przeprowadzajac badania na opisywanych probkach
i wykorzystujac wzor (13) mozna w sposob doswiadczalny
wyznaczy¢ funkcje krytycznego wspdiczynnika intensyw-
nosci naprezen Ki.'(B), bedaca podstawa naprezeniowych
kryteriow zniszczenia elementéw konstrukcji (Seweryn
2003). Dla kata rozwarcia ramion karbu B=0, czyli dla
przypadku szczeliny fizycznej, mozliwe jest (Comprehen-
sive Structural Integrity 2003) wyznaczenie statej materia-
lowej Kj.. Warto$¢ tej stalej mozna rdwniez ustali¢ wyko-
rzystujac  kryterium  odksztatceniowe  przedstawione
w pracy Savruka i inych (2003), wiazace funkcje krytycz-
nego uogodlnionego wspotczynnika intensywnosci naprezen
z funkcja rozwarcia rysy &;(f) w wierzchotku karbu V. Dla
materiatdéw kruchych, dla ktérych zasigg strefy plastycznej
jest maty w poréwnaniu z wymiarami karbu, wartosci funk-
cji 8i(pB) zaleza jedynie od statych materiatowych. Na pod-
stawie (Savruk i inni 2003) krytyczny, uogdlniony wspot-
czynnik intensywnosci naprezen wyraza si¢ zaleznoscia

KY(8)= oy )|k 51(p)] . (15)

gdzie napr¢zenie oy odpowiada granicy plastycznosci mate-
rialu. Bezwymiarowa warto$¢ wzglednego rozwarcia rysy
01(B) mozna obliczy¢ ze wzoru (Savruk i inni 2003)

31(B) =

4 FU—MHUDT“ (16)

2 1-%| 2[G3/2-1)

Wykorzystujac (13) i (15) krytyczny wspotczynnik inten-
sywnosci naprezen jest obliczany z zaleznos$ci

Ky = [\/;Flvgl(/f)Pcl}'_l(aY )2171]“(21) , (17)

w ktorej P, jest sita niszczaca probke.
5. WNIOSKI

Przedstawiona w pracy metod¢ mozna zastosowac
do dostatecznie doktadnego wyznaczania krytycznego
wspoélczynnika intensywnos$ci naprezen materialdow kru-
chych i quasi-kruchych na probkach o réznych ksztattach
z wyksztalconymi koncentratorami napr¢zen w postaci
szczelin oraz karbow ostrych i zaokraglonych.

Zastosowanie odksztalceniowego kryterium zniszcze-
nia, zawierajacego jedynie standardowe state materialowe
pozwala na okre$lenie krytycznego wspolczynnika inten-
sywnosci napre¢zen materiatu na podstawie badan przepro-
wadzonych na probkach z karbami co istotnie utatwia wy-
konanie probek — formowanych lub wycinanych z kon-
strukcji.

Zaprezentowane podejscie moze by¢ rowniez z powo-
dzeniem zastosowane do analizy procesu pgkania w otocze-
niu koncentratorow naprezen umieszczonych w dowolnym
elemencie konstrukcyjnym.
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DETERMINATION OF THE FRACTURE TOUGHNESS
PARAMETERS OF THE QUASI-BRITTLE MATERIAL
USING CYLINDRICAL SPECIMENS

Abstract: The method of determination of critical SIF of brittle
and quasi-brittle material is presented. For the splitting cylindrical
specimen with central diamond-shaped hole the stress intensity
factors were calculated for arbitral vertex angle. The values
of critical SIF was obtained considering the deformation fracture
criterion based on Dugdale model of failure with assumption that
fracture process zone starts from notch tip.

Pracg wykonano w ramach realizacji projektu badawczego W/WM/2/09.
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