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Streszczenie W pracy zaprezentowano matematyczny model obielefuiofonomicznego wygenerowany z wykorzystaniem
rownar Appella. Jako przyklad wybrano mobilny robot kojovmigoBot, ktérego charakterystyczne wiedkbfizyczne
jak momenty bezwtadrioi, masy itp. wykorzystano podczas modelowania.rBtdilnego robota kotowego zaprezentowano
réwnania w¢zow nieholonomicznych, wykorzystigy macierze transformacji opisano réwnaniami pargroehymi potae-
nia charakterystycznych punktéw robota, ktére wszgjl czsci wykorzystano do wyznaczeniagpkosci i przyspieszé.

W celu zbudowania modelu podano furkpjzyspieszé oraz wyznaczono sity uogdélnione. Ponadto wyelimiano z mo-
delu nieznane warfoi sit tarcia suchego wykorzystaj do tego rownania Maggiego zapisane w postacovezejt Otrzymany
matematyczny model obiektu wygenerowano z wykoazysm oprogramowania MapleV.

1. WPROWADZENIE

Najczsciej spotykanymi formalizmami wykorzystywa-
nymi w modelowaniu uktadéw wielocztonowych gwna-
nia Lagrang’a. W pracy zaprezentowano alternatypoe
dejscie generowania dynamicznych réwinaichu wykorzy-
stujgce réwnania Appella. Jako przyktad obiektu wybrano
mobilny robot kotowy AmigoBot, dla ktérego zbudowan
model matematyczny znajdzie zastosowanie podczas pr
jako zadanie proste dynamiki w syntezie uktaddwosta-
nia oraz jako zadanie odwrotne, wykorzystane paslcza
budowy emulatora robota.

Réwnania Appella stanowiwygodny i uniwersalny
formalizm generowania réwnauchu zaréwno dla ukladéw
holonomicznych jak i nieholonomicznych (Gutowsky,71;
Nejmark i Fufajew, 1971). Cegltharakterystycznréwna
Appella jest wprowadzenie pajia funkcji przyspiesag
ktéra odgrywa podohlnrole jak w réwnaniach Lagrange’a
energia kinetyczna. W uktadach nieholonomicznyetkéja
Apella podobnie jak w uktadach holonomicznych eigerg
kinetyczna jest matematycznym odpowiednikiem we-
wnetrznych widciwosci ukladu okrélajacym w pewnym
stopniu charakter jego ruchu (Nejmark i Fufajew7 10

Mozna pokusi sie 0 stwierdzenieze funkcja Appella
ma pewn przewag w opisie wkasnéci dynamicznych ciat
Z wiezami nieholonomicznymi nad eneggkinematycza.
Samo wyznaczenie energii kinetycznej nie pozwala
na podanie dynamicznych réwnauchu uktadéw nieholo-
nomicznych, co meemy uzysk& wykorzystugc funkci
Appella. Niewgtpliwg wady prezentowanych réwinajest
brak jasnych zasad co do sposobu generowania funkcj
przyspieszeé (Blajer, 1998).

Zaprezentowane w pracy pofldg do modelowania
mobilnego robota kotowego zostalo przeprowadzone
Z wykorzystaniem oprogramowania MapleV.

2. MODELOWANIE

Mobilny robot kotowy, ktérego parametry fizyczne-zo
staly wykorzystane w procesie modelowania to |latooyg
ny robot Amigobot (Rys.1). Podczas modelowania aost
przyjety model schematycznie pokazany na Rys. 2.
W modelu tym wystpuja; rama 3, dwa kota jezdne rap
dzapce 1i 2, oraz koto swobodne samonastawne 4.

Rys. 1.Mobilny robot Amigobot

Elementami zespotu nagzapcego robot s kota 1 i 2
osadzone na potosiach. Kota rdpane s silnikami elek-
trycznymi pedu statego poprzez zespét zintegrowanych
z silnikiem przektadni. Kota obracagie wokot wtasnych
osi, ktore nie zmienigjpotozenia wzgtdem ramy. Punkt S
to srodek masy ramy, gt obrotu ramy zdefiniowano jak®
natomiast ity obrotu kot o promieniachy¥r,=r, zdefinio-
wano odpowiednio jake; i a,. Opis ruchu mobilnego robo-
ta kolowego zrealizowano przy zaemiach braku pdi-
zgow kot napdzapcych, ponadto zaimno, ze ruch robota
odbywa s¢ po poziomej jezdni.

Opisupc kinematyle mobilnych robotéw kotowych po-
dajemy réwnania, z ktérych mwa okrdli¢ parametry li-
niowe i katowe ruchu interesagych nas punktow czy bryt.
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Opisywany ukiad, jest uktadem o dwdéch stopniach-swo
body. Przyjmujc ze wspétrednymi niezalenymi s3 katy
obrotu wtasnego két ngdzapcych a; i ap, to z rozktadu
wektoréw pedkosci punktéw A, B i C, dostaniemy napu-
jace zalenosci na pedkosci:

Xp = %(0'!1 +ap )cosp
YA =%(o'c1 +ap)sing 7)
) =2—[l(oz1 )

Otrzymane réwnania (6) zostawykorzystane w dalszej
czesci pracy do okréenia przyspiesze charakterystycz-
Rys. 2.Model mobilnego robota nych punktéw robota, a réwnanie (5) podczas bud@van
réwnax Maggiego.

Rzuty na osie xy wektorow gatkaosci punktow A, B i C
zwigzanych odpowiednio z kotami 1 oraz 2 pozwalaj 2.1. Rownania Appella
na okrélenie wiz6w narzuconych na gkosci, ktore

dla mobilnego robota zapisano jako: Jednoznaczne opisanie ruchu pego w pkt. 2.1 mo-

X —(ro'cl—ll/?)cos(B):O delu wymaga podania wspéddnych punktu A Xa, Ya),
) ) - (1) kata obrotu chwilowego ramy, oraz ktéw obrotu kot
Ya —(rap + hB)sin(g) =0 napdzapcychay, a,

Do opisu dynamiki ruchu mobilnego robota 2na sto-
sowa rozne formalizmy Zylski, 1996), poniej przedsta-
wiono zastosowanie réwnaAppella, ktére dla uktadu nie-

Réwnanie (1) jest klasycznym réwnaniemezdw nie-
holonomicznych, ktére w postaci macierzowej zemy

zapisa holonomicznego zapisujegsiv nas¢pujacej postaci wekto-
J(@)§=0 2 rowej (Nejmark i Fufajew, 1971):
wtedy jakobian kdzie okrélony jako: 9S T
s\ ®)
1 0 ljcosd) -rcos(p) 0 (OQJ
D=, 1 s 7
18in(p) rsin(p) gdzie: S= 4q04) - funkcja Appella, IT -wektor sit

uogélnionych.

U S
natomiastq = [Xa . Ya.f.d1.02] " - Funkcg Appella wyznaczono jako sumfunkcji Apella

Roéwnanie wgzow (1) narzuconych na gatkosci zréz- dla k6t nagdowych oraz ramy:
niczkowano wzgidem czasu i otrzymano gay ogranicza-
jace przyspieszenia w postaci: 3
. S=>'5 ©)
gdzie: Dla ramy mobilnego robotagbacej w ruchu ptaskim
oraz két napdowych kedacych w ruchu ztaonym, sktada-
* (,Bdlr—/?zll)sin(ﬁ) 5 jacym sk z ptaskiego ruchu unoszenia oraz ruchu obroto-
B (_der _lel) cos(d) : ®) wego wokot osi funkej Appella zapisano:
1 1 2.1
Ponadto w globalnym ukfadzie wspddnych xyz poto- S = Emlaé +§I ﬂaf +EI xlﬁz
zenie charakterystycznych punktéw robota B, C, Sfizde
niowano  wykorzystyjc przeksztaicenia jednorodne S, = lmzaé +1| 22&22 +1| x2/§2 (10)
i otrzymano: 2 2 2
_1 2.1 o
{XBZXA’HlSin/J) %‘Emsas+§|x3/3
Ye = Ya ~l1c08f gdzie: m=m,, m; — masy zaspcze odpowiednio két 1 i 2,
Xc = Xp — hsing oraz ramy, J;=ly, — zastpcze masowe momenty bezwtad-
Yo = ya +lycosp’ 6) nosci kot 1, 2, okrélone wzgedem osi x i x, zwigzanych
z tymi kotami, |;=Il,, — zas¢pcze masowe momenty bez-
Xs = Xp ~lcosp wtadnaici odpowiednich két okridone wzgkdem osi obro-
Ys=Ya — losing tu wlasnego tych két,,4 — zasgpczy masowy moment bez-
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wtadndici ramy okrélony wzgkdem osi z zwigzanej
Z ramy. Zalazono, ze osie ukladu odniesienia zmanego
z i-ta czescia |8 gldwnymi centralnymi osiami bezwtadno-
$ci.

Przy wyznaczeniu wektora sit uogolnionych msle
uwzgkdni¢ nieznane sily tarcia suchego weystjace
w plaszczynie stycznéci két napdzapcych z jezdrd
(Zylski, 1996). Na Rys.3 pokazano rozktad sit tadtziata-
jacych na kota naggizapce mobilny robot.

Rys. 3 Rozktad sit tarcia suchego dziajeajch na kota 1 i 2

Wektor sit uogélnionych wyznaczony wedem wspot-
rzednych uogélnionych wynosi:

(1 +T,)cosp - (Top + Top)sin B
(T, +T,)sin g +(Tog +Top)cosp
(h-T2)h
Ml -N lfl _Tlr
M 2~ N 2f2 —Tzr

(11)

gdzie: T, i T, to obwodowe sity tarcia suchego, natomiast
T | Ty to poprzeczne sity tarcia suchego, dzigdajod-
powiednio na kota 1 i 2, lce w plaszczinie stycznéci
kot z jezdni, N, N, to sity nacisku na odpowiednie kolg f
f, to wspotczynniki tarcia toczenia odpowiednio Kot 2
natomiasi; i M, to momenty naggizapce kofa.

Ostatecznie réwnania Appella dla mobilnego robata z
pisano jako:
%a (2my +mg) + fmgl,sin(8) + f2m4 5 cos(B) = 17y
Y (2my +mg) + fmgl, cos(g) + pZmdl,sin(B) = 17
XaMal>Sin(B) + Yamal, cosB) + f(2mylZ +mal3 +
+l 3 +21y) =13 (12)
&ll P H4
oz =115

2.2. Réwnania Maggiego

Uzyskany podczas modelowania z wykorzystaniem
réwnax Appella matematyczny model mobilnego robota
kotlowego zawiera nieznane sity tarcia suchego. V¥yet
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manej postaci réownia widoczna jest pewna analogia
z rbwnaniami Lagrange’a, w ktérych rzuty sit tarsiechego
na osie xy przytego uktadu odniesieniaa annaznikami
Lagrange'a Zylski, 1996). Pojawia si nam analogiczny
problem jak podczas klasycznego modelowania uktadéw
nieholonomicznych wspomnianymi zuréwnaniami La-
grange’a, problem rugowania nmimikéw, ktdry w prezen-
towanym przypadku sprowadza gio wyeliminowania sit
tarcia suchego.

Klasyczne metody eliminacji manikow to: eliminacja
jawna, niejawna, oraz metoda rzutowa (Blajer, 1998)

Alternatywnym podejciem do wymienionych powgj
sposobow jest wykorzystanie rowniaggiego dla ktérych
forma wyjéciowa sa réwnania Lagrange’'a z maoikami.
Podczas generowania opisu matematycznego mobilnego
robota wykorzystywano oprogramowanie do operaaj-sy
bolicznych Maple V. Oprogramowanie to jest bardzg w
godnym narzdziem do operacji ha macierzach i wektorach.
Dlatego te przyspieszenia charakterystycznych punktow
wyznaczono korzystag z macierzy przeksztahtejedno-
rodnych, a jako naezizie do rugowania mmoikow wyko-
rzystano form rzutowg rownai Maggiego, obszerniej pre-
zentowan w pracy (Blajer, 1998).
Wybierzmy z pérod piciu predkosci uogdlnionych g
zwigzanych réwnaniami wioéw (7) dwie niezalme
(w naszym obiekcie fizycznie mierzalné), =[oq o'zz]T
i rownanie (7) zapiszmy jako:

d = Dam
gdzie:
_Lcos(B) Lcos(B)_
2 2
%sin(ﬁ) %sin(ﬁ)
i BN )
2l; 2l;
1 0
(. 1 -
Zapiszmy réwnanie (12) w postaci
Mgt +hg =11, (14)

oraz rozszerzmy wektoy  (wygenerowany w réwnaniu
(5)), do postacy=[y'1, ¥ 2 0, 0, 0] wtedy réwnania ruchu
zapis& mazemy nasfpujaco (Blajer, 1998):

Mdm +hy =Qu (15)
gdzie:

M=D"MyD,

hw =DT(Mgy+hg), (16)

Qu=D"m.

Otrzymane réwnanie w postaci (15) zapisano w formie
réwnania dynamiki dobiergg macierz wspotczynnikow sit
odsrodkowych i sit Coriolisa tak aby macieid —2C byta
macierz skasniesymetrycza i otrzymano:
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Mgy +Cay +F=Q,

gdzie: M — macierz mas uogolnionych,

m m
M :{ 11 12}
Ma1 Moo

17

2 2

My =my, = (4m1+m3)(;j +|z3+(2|x1+|z3+m3|%)(2r|J
1

2 F
m12:m21:4m1(j +@2lyg+13+md3)
2 2l

C — macierz wspoétczynnikow sit ébdkowych i sit Corio-
lisa,

2
0 Cp r .
C= , C12=Co1=| —— | marly(og —ap)
. . . . N1f1
F — wektor sit tarcia toczenia koF = ,

Q — wektor sit uogélnionychQ = [::AA 1} .
2

Zdefiniowane réwnanie (17) opisigie dynamik obiektu
moze zosté wykorzystane do analizy zadania odwrotnego
dynamiki podczas syntezy algorytmu sterowania jaép
zadanie proste dynamiki podczas hadsymulacyjnych
algorytméw sterowania ruchem mobilnego robota Amigo
bot.

3. WNIOSKI

Zaprezentowane podeje do modelowania mobilnego
robota kotowego zrealizowane z wykorzystaniem rdwna
Appella oraz réwna Maggiego pozwolito na wygenerowa-
nie matematycznego modelu obiektu w formie pozwaégj
na jego wykorzystanie w budowie uktadéw sterowanmez
w pracach symulacyjnych.

Réwnania Appella umdiwiaja uzyskanie zapisu wiha-
snagici  dynamicznych obiektu w formie analogicznej
jak w réwnaniach Lagrange’a, w ktorych dla uktaddie-
holonomicznych pojawigj sie nieznane sity, w naszym
przypadku tarcia suchego. Bardzo wygodnym ¢daiem
pozwalajcym na wyrugowanie wspomnianych sit tarcia
suchego s réwnania Maggiego. Ponadto pozwalane na
otrzymanie formy opisu dynamiki, nie we wspéhinych
uogélnionych, ale we wspokdnych niezalenych, czsto
w uktadach technicznych zgdanych z nagdami. Fakt ten
implikuje mazliwos¢ zastosowania otrzymanych modeli
w uktadach sterowania do kompensacji nieliniéevabiek-
téw.

12

LITERATURA

1. Blajer W. (1998), Metody dynamiki ukladéw wielocztono-
wych Wydawnictwo Politechnika Radomska, Radom.

2. Giergiel M. J., Hendzel Z.,Zylski W. (2002), Modelowanie
i sterowanie mobilnych robotéw kotowyd®WN, Warszawa.

3. Gutowski R. (1971), Mechanika analityczna PWN,
Warszawa.

4. Nejmark J. I., Fufajew N. A. (1971), Dynamika uktadow
nieholonomicznychiPWN, Warszawa.

5. Zylski W. (1996),Kinematyka i dynamika mobilnych robotéw
kotowych Oficyna Wydawnicza Politechniki Rzeszowskiej,
Rzeszow.

MODELLING OF DYNAMIC MOBILE ROBOT
USING A APPELL EQUATION

Abstract: In this article | present dynamic movement equmtio
of the mobile robot, built by using Appell equatioks an exam-
ple | chose the mobile robot Amigobot which chasdeed
by physical size like moment of inertia, mass eted during
modelling. The robot was given kinematic equatiémovement
which allowed to describe the speed and acceleraficharacter-
istic points. Moreover, | eliminated unknown valwedorce dry
friction from the model by using Maggi equations.the research
we used the program Maple for generating equations.

Prag wykonano w ramach realizacji projektu badawczego
nr N N501 068838 finansowanego @@dkow na nauk w latach
2010-2012.



