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Streszczenie'W pracach wielu autoréw mechanizm Bennetta przedstgwest jako przyktad niespojsa wzorow shug-
cych do obliczania ruchlivggi mechanizméw. Na podstawie klasycznych wzorowuthliwos¢ mechanizmow przestrzen-
nych jego ruchliwéé jest ujemna (-2). Gsto mechanizm ten jest przedstawiany jako mechanigigzami biernymi o nie-
sprecyzowanym charakterze. Tymczasem mechaniznytydkizez Bennetta posiada rzeczywistchliwos¢ rowrg jedndci.
W niniejszej pracy pokazang; jest to mechanizm zbudowany z promieni dwoch pekjycych se toruséw, otrzymanych
na podstawie mnych parametrow. Wyjfaia to jego rzeczywigtruchliwos¢, gdyz kwalifikuje go do wspdlnej grupy razem

z mechanizmami ptaskimi i sferycznymi.

1. WPROWADZENIE

Od 1903 roku znany jest czterocztonowy mechanizm
przestrzenny z parami obrotowymi (Bennett, 19023¢rzej
oméwiony w pracy (Bennett, 1914). Mechanizm tentypos
zyt jako wzorzec dla wielu piiejszych rozwgzan (Gold-
berg, 1940; Waldron, 1966; Baker, 1978). Opisywpas{

w wielu publikacjach przegtlowych i monografiach (Be-
ggs, 1966; Dimentberg, 1983; Knapczyk i Lebiede99Q
Morecki i inni 2002). Przedstawiany jest jako przagk
niespojnéci wzoréw shzacych do obliczania ruchlivigi
mechanizméw (Gogu, 2005). Autor niniejszego artykut
w swojej monografii (Bil, 2007) przedstawit hipotez
ze wszystkie jednokonturowe mechanizmy przestrzemne
szczego6lnymi przypadkami mechanizmu siedmiocztorowe
go 7R, ktory jest rownoway tréjcztonowemu mechani-
zmowi z wysza paa kinematycza w postaci dwaéch toru-
s6w ogolnych. Sposéb opisu mechanizmow jednokonturo
wych w geometrii torusow przedstawiony jest rowvinie
w pracy (Bil, 2010). Jednym z mechanizmow, ktéryvjmo

na obejmow& ta hipoteza, jest mechanizm Bennetta.
W niniejszej pracy zostanie przedstawiony dowdel,tak
jest w istocie. Praca ta jestewi pdwiecona szczegolnej
sytuacji w mechanizmie z pawyzsz w postaci dwoch
toruséw, kiedy te torusy sipokrywap. Podstaw tej pracy
jest spostrzeenie, ze istniep dwa takie same torusy otrzy-
mane poprzez obrét dwoéch zrée potazonych okegow
wokot tej samej osi obrotu. Podobna sytuacja bytana

w odniesieniu do torusa, ktérego przekrodj osiovst jekre-
giem. Torus ten posiada rowniaie osiowy przekroj koto-
wy, ktory jest nazywany okgiem (albo okggami) Villar-
ceau (Villarceau, 1848). Bezfrednim impulsem do anali-
zy przedstawionej w niniejszej pracy bylo sposterse
(Dvornikov, 2009), # natura mechanizmu Bennetta jest
w dalszym cigu nieznana. W niniejszej pracy przedstawio-
no warunki, jakie muszspetnig& promienie toruséw ogol-
nych, aby tworzyly tak sama powierzchng. Warunki ist-

nienia dwoch toruséw ogélnych pokrywagie z warunkami
istnienia mechanizmu Bennetta. Podep@m torus ogdiny,
W niniejszej pracy, rozumie eitorus powstaly poprzez
obrét okegu nie leacego w ptaszczinie osi obrotu. Po-
wierzchnia torusa, podobnie jak ptaszczyzna i sfgzat
powierzchny przestrzeng ale tylko dwuwymiarow. Wy-
jasnia to, zdaniem autora, sprzecghaotyczca ruchliwo-
$ci mechanizmu Bennetta. Dotychczas mechanizm &a tr
towano jako przestrzenny,adt wg wzoru na ruchliveg
mechanizmu przestrzennego otrzymywano viartgemry
(-2). Poniewa jest to jednak mechanizm zmany
Z powierzchri dwuwymiarovy, to nalery go traktowa tak
samo jak mechanizmy ptaskie i sferyczne. Powierzchn
torusa ogdélnego jest w8 uogdlnieniem wynikacym

z faktu, & powierzchnia ptaska i sfera ggo przypadkami
szczegOlnymi (Bil, 2010).

2. TORUS OGOLNY

Dwa torusy, tworgce mechanizm z pamwyzsz, posia-
dajs kilka potazen szczegolnych, ktére prowagdo zmiany
stopnia ruchliwéci mechanizmu w trakcie ruchu. Te szcze-
golne potaenia dotycz rowniez, rownowanych mechani-
zmowi z pas Wwyzsza, mechanizméw z#vigniowych.

W pracy (Bil, 2008) podano kilka takich przypadkdwie-
ktore z nich s trywialne, gdy dotycz np. kontaktu

w dwoch punktach jednocg@e. Nietrywialnym przypad-
kiem jest pokrywanie sitorusow, ktéry jest przedmiotem
rozwazan W niniejszej pracy. Szczegélnym przypadkiem
torusa ogolnego jest powierzchnia powstata przemtob
okregu nie leacego w plaszczinie osi obrotu, lecz zwi-
chrowanego. Réwnowzay dwom pokrywacym sk toru-
som mechanizmavigniowy maze by¢ przestrzennym me-
chanizmem czteroczionowym utworzonym 2z promieni
dwadch takich toruséw. Parej przedstawiono anatizakie-

go wignie przypadku. Dwa takie same torusy zme
otrzyma dla r&nych zestawdw parametrow. W obu przy-
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padkach ptaszczyzna a@gu, poprzez obrét ktérego po-

wstaje torus, jest obrocona wokoét osi QX prostoppdt

do osi gtéwnej torusa (Rys. 1a, b).

Rys. 1.Identyczn oruyogo ne utworzone przy pomocy
dwdch rinych okegéw: a) na podstawie parametréw

I, Si(r>sy), x1 b) na podstawie, sy(r<sy), x2

W przypadkach pokazanych na Rys. 1. wspdine
punktu § na okegach tworacych torus ogolny i wersory
U, lezace w plaszczyznach prostopadtych do promienia
okregu, m@emy zapis& w postaci rzutéw, w ukladzie
wspotrzdnychQXY.Z (i = 1, 2), wg notacji zaproponowa-
nej w pracy (Denavit i Hartenberg, 1955) rasfaco:

Six §Co; +1;

S =| Sy |=| $s4cX | 1)
Sz $s0sxi
Uix s{;isg;

U, =|U,, | =| - s{icdicx; —cdisx; | 2

o —-s{icgisy; +cdicx,

gdzie:s — promia okregu zesrodkiem w punkcieR, i osia
U;Z;; r; — promié okregu bazowego torusQR;i =1, 2 —
nr powierzchni.

Po obréceniu wektoréw i wersor6w opisanych réwna-

niami (1) i (2) wokét 0sQiZ; o kat 6; otrzymamy réwnania:
x| [ (scé +1)ca; - sspexiso;
§7=| 8§ |=| (sc@; +1)so; + $s4,cxico; (3)

z $ S¢i S)(i

ug] | séisgico; +(s{icdicx; +cdisxi)so
U7 =|ug |=| sCis#isa; —(s¢ieiox: +cdisx)ea; | (4)
ug - SE,CA X e,

Wektor (3) opisuje punkt na powierzchni symetryame
torusa ogolnego. Réwnanie (4) przedstawia kieruneiso-
ra U; znajdupcego st w plaszczynie prostopadtej do pro-
mienias i obréconego o4t {; wokot tego promienia.

2.1. Warunki identycznosci powierzchni
dwéch toruséw ogoélnych symetrycznych

Dwie powierzchnie torusoweba jednakowe, jeeli ich
promienie maksymalne i minimalneeda jednakowe,
i szerokd¢ obu bryt ledzie réwnie jednakowa. Maksymal-
ny promiex torusa maena oblicz¢ dla dowolnego jego
przekroju osiowego z warunku:

dS¢

4y =35 =0 (5)

Réwnanie (5) ma dwa rozydania: ¢=0 — punkt
S znajdupcy se w maksymalnej odlegkoi od osi QZ,
i g=r — punktS w odlegtdci minimalnej od tej osi.

Promienie toruséw w ptaszcayie rownolegtej d@QXY:

(S5)%+(SP,)% = (S%)? +(S5,)? (6)

beda jednakowe i maksymalne, zgli podstawimy;=0,
#,=0. Wtedy warunek identyczéa otrzymamy w postaci:

n+ts=nt+s 7
Jednakowe minimalne promienie torusow (6) zmeo

otrzyma& po podstawieniw;=r, @¢,=z, w postaci:

n=Ss1=%-n (®)
Bryly beda mialy jednakow szerokeé¢ wzdiuz osi QZ

w punktach, w ktérych

ds, _

dg;
Wspotrzdne punktow o najwkszej wartéci S, otrzy-

mamy na podstawie (9) po podstawiegign/2 do wspot-

rzednychs, (3):

S1Sin Y1 = %S,5sin x> (10)

Identyczny warunek otrzymamy po podstawieniu
g=—n/2 do wspohzdnych S, w réwnaniu (3). Wynika
to z symetrii torusa.

Jednoczesne spetnienie rown@), (8) i (10) jest mdiwe
po spetnieniu warunkéw;

-5 cosp; siny; =0 (9)

$=n
=9 (11)
Siny, =xs;Sinyq /s,



Aby otrzyma& czterocztonowy mechanizmzdigniowy
nalezy speiné jeszcze jeden warunek. W punkcs=S,
musi wysgpi¢ para obrotowa, ktdrej wspolnd musi mie
taki sam kierunek. Warunek ten peony zapisé nas¢puja-
co:

U]_:Uz,lub Ulz_Uz. (12)

Warunek ten musi liyspetniony w catym zakresie ru-
chu. Poniewa jednak do wyznaczenia $ylko dwa kty {;
i {5, to wystarczajcym jest spetnienie tych warunkéw
w dwdch potaeniach uktadu. Réwnania (12) wma roz-
wiazat dla ¢,=¢,=0 i dla ¢,=¢,=n. W obu tych przypad-
kach zachodzis;=0,=0 a przy tym skladowd);,=U,=0
(wersory U; ;3 prostopadie do od);X)). Do rozwazania
pozostaje wic uktad rowna, otrzymany poprzez poréwna-
nie tylko sktadowychJ;,=U,, dla dwéch potaen:
C{1CX1 ~ S{1X1 = C{2CX>2 —5525)(2} (13)
c{1CX1 +8{15X1 = C{2CX2 *+ (28X 2
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Poréwnugc wspotrzdne S obu powierzchni (3)
z uwzgkdnieniem wzoru (10) otrzymamy:

P2 =%p;

Na podstawie poréwnania sktadowy&f i S‘; :
(S.c0%y 1) =(S,COP; +1p LOIT, —S, SINP, COSY, SINT,
S1SiNg1 COSYy =(S,C0P; +17)SiN0, +5,SiNg, COSY, 00372}
po podstawieniug, = ¢, , otrzymamy rownanie:

(14)

a f—
= arccos——, 15
# — (15)
a po przygciu, ze ¢, = —@;, rownanie:
a+b
¢, = arccosc—d . (16)

W réwnaniach (15) i (16) wspotczynniki a, b, c, d s
wyrazone w postaci za#mosci:

Pierwsze réwnanie tego uktadu otrzymano po podsta- a = syr, COSY; COST, — [S; COSY;

wieniu ¢;=¢,=0 do ukfadu réwna(12), a drugie- po pod-
stawieniu ¢,.=¢,=7 do tego samego uktadu. Spad czte-
rech maliwych rozwigzan, warunek (13) spetniaj dwa
takie same rozwrania: (1=y, i {;=x1, otrzymane zaréwno
na podstawié),=U,, jak i U;,=—U,,.

Jezeli polaczymy promienie toruséw parami obrotowy-
mi w punktachQ;=Q,, Ry, S=S; i R,, to na podstawie ukla-
du réwna (11) otrzymamy czteroczionowy mechanizm
przestrzenny. Nietrudno zauiyd, iz jest to mechanizm
Bennetta (Beggs 1966, Baker 1978). Istnieftery znane
rozwigzania tego mechanizmu ze wedl na laty y1 i y2:
= x>0 >0 lub rozwizanie symetryczng <0 i y,<0;
= x1>0 i <0 lub rozwgzanie symetryczng<0 i y,>0;

Wynikaja one z rozwjzania rownania (11) igsparami
réwnowane. Funkcja potzenia rozwizar symetrycznych
jest taka sama. Rozyviania ukladu (13)asréwniez takie
same dla obu wariantéw mechanizmu otrzymanych zawéw
na podstawie warunkyy,>0 jak iyyy2<0.

Mechanizm Bennetta jest zatem przestrzennym mecha-

nizmem czteroczionowym, zawiegaym tylko pary obro-
towe, skladajcym sk z dwoch diod 1, s (r>s) i 1, S
(r<s,), pod warunkiem,z jeden wspoélny punkt Qebzie
srodkiem torusa, a drugi wspélny punkt Sdbie st znaj-
dowat na wspélnej powierzchni tego symetrycznegasa
0go6lnego. Jest wt mechanizmem zwkanym z przestrzen-
na, ale dwuwymiarow powierzchni torusa ogdlnego,
a jego ruchliwe¢, podobnie jak mechanizméw ptaskich
i sferycznych, mena oblicz¢ ze wzoruw=3n-2ps (gdzie:

n - liczba ruchomych cztonéw).

3. FUNKCJA POLO ZENIA MECHANIZMU

Funkcg potozenia mechanizmu wyznaczymy z warunku
pokrywania si punktéwsS; i S; na powierzchniach toruséw
ogolnych. Do wyznaczenia katy ¢ i o; (i=1,2) obu po-
wierzchni. Jedno z ogniw jest nieruchome, zm® wiec
przyja¢ np. 0=0, a wyznacza zalenosci @=f(¢,)

i $=f(02).

b = r;s, cosY, — 115, COSY, COST,
c= 512 COSY; — SSp COST,(COS)Yq + COSYo)

d= s% COSY>

17)

Rownanie (15) mze zostd rozwigzane przy spetnieniu
nierdwnaci y1x>>0, a réwnanie (16) przy spehieniu nie-
rownasci y1y2<0.

4. PRZYKLAD ANALIZY MECHANIZMU

a)

Rys. 2.Dwa warianty schematéw mechanizmu Bennetta:
ay12>0, b)xy2<0
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Funkcja potozenia mechanizmu Bennetta
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Rys. 3.Funkcje potaenia dwéch wariantow
mechanizmu Bennetta

Jako przyktad analizowanego uktadu przedstawiosy je
mechanizm obliczony na podstawie petygh trzech para-
metrow: r,=6, $,=5, y;=45". Na podstawie réwna (11)
obliczone zostaly wymiarg,=5, ,=6, y,=36,10. Polazenie
wspolnej osi obrotu w punkci®=S, w stosunku do pote-
nia osi obrotu w punktacR, i R, okreilaja, obliczone na
podstawie (13), &y (,=36,1C i (,=45". Schemat mechani-
zmu o podanych proporcjach wymiarowych jest przedst
wiony na Rys. 2a, b, a funkcje paémia obu wariantow
mechanizmu, obliczone na podstawie wzoréw (15)6) (1
sa przedstawione na Rys. 3.
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BENNETT MECHANISM IN THE GEOMETRY OF TORI

Abstract: Works of many authors present Bennett Mechanism
as an example of inconsistency of models for catmg degrees
of freedom. Based on the classic equations, spaéahanism's
degree of freedom is negative (-2). Frequentlyhsauenechanism
is presented as one with overconstraints of unBpdcnature.
However, the actual degree of freedom of a mechadiscovered
by Bennett equals unity. This paper shows the measiman
is constructed with radii of two overlapping tobtained with use
of different parameters. This explains the actegjrde of freedom
of the mechanism by qualifying it to the commonugrdogether
with plane and spherical mechanisms.



