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Streszczenie: W artykule przedstawiono wykorzystanie monotonicznosci funkcji celu wzglgdem zmiennych projektowania
oraz ograniczen nierownosciowych do redukcji rozmiaru matematycznego modelu optymalizacyjnego. Nastgpnie opisano
postgpowanie przy wyborze rozwiazania ze zbioru pareto-optymalnego oparte na kryterium wrazliwosci rozwiazan

na odchytki od wartosci polioptymalnych.

1. WPROWADZENIE

Budowa matematycznego modelu stanowi wazna czgs$¢
pracy potrzebnej do wykonania optymalnego projektu.
Z inzynierskiego punktu widzenia model powinien by¢ tak
prosty, jak to jest potrzebne dla podjgcia prawidtowych
decyzji w procesie projektowania. Dekompozycja ztozone-
go problemu zmniejsza wymiarowos$¢ jego czesci kosztem
poézniejszej koordynacji rozwigzan czg¢sciowych w celu
uzyskania rozwigzania cato$ci (Rohatynski, 2009).

Dekompozycja i algorytmy obliczeniowe nie wy-
starczaja jednak do spetnienia postulatu racjonalnego
uproszczenia matematycznego modelu optymalizacyjnego
ijego dostosowania do procesu optymalizacji.

Przygotowanie modelu matematycznego do optymaliza-
cji obejmuje takze jego upraszczanie i redukcjg rozmiaro-
wosci. W artykule pokazano wykorzystanie do tego celu
dwodch wlasnosci: monotonicznos$ci funkcji celu wzgledem
zmiennych projektowania oraz aktywnosci i dominacji
ograniczen. W rezultacie uzyskuje si¢ nie tylko skrocenie
czasu obliczen, ale takze wglad w naturg¢ problemu optyma-
lizacyjnego.

W drugiej czesci artykutu przedstawiono metodg warto-
Sciowania rozwigzan polioptymalnych ze wzgledu na ich
wrazliwo$¢ na odchylenia zmiennych konstrukcyjnych od
warto$ci optymalnych. W celu utatwienia konstruktorowi
interpretacji wynikow i1 podejmowania wlasciwych decyzji
zaproponowano odpowiednio wybrane narz¢dzia matema-
tyczne i przedstawienia graficzne.

2. REDUKCJA WYMIAROWOSCI PROBLEMU

Przed zastosowaniem ktorego§ z wielu dostepnych
komputerowych programéw optymalizacji model matema-
tyczny powinien by¢ uwaznie sprawdzony i przeanalizo-
wany. Formalna tylko poprawno$¢ matematycznego mode-
lu zadania optymalizacji jest warunkiem koniecznym ale
niewystarczajacym dla zapewnienia skutecznego procesu
rozwigzywania a ponadto nie utatwia konstruktorowi po-

znania natury problemu. Ta konstatacja znajduje potwier-
dzenie w literaturze dotyczacej optymalizacji inzynierskiej.
Podstawowe zasady formulowania zadan optymalizacji
podano np. w pracy Papalambrosa i Wilde’a (2000) .

Jednym z niezwykle uzytecznych pojeé zwiazanych
z formutowaniem zadan optymalizacyjnych jest monoto-
nicznos¢ funkcji.

Funkcja jest monotoniczna w rozpatrywanym zakresie
pewnej zmiennej projektowania, je$li niezmiennie rosnie
(lub niezmiennie maleje) przy zmianie tej zmiennej w tym
zakresie. Jesli wzrost zmiennej projektowania powoduje
zawsze taki sam efekt (tzn. przyrost lub zmniejszenie) kaz-
dej funkcji, w ktorej wystepuje, to taka zmienna jest nazy-
wana monotoniczna. Zostalo udowodnione, Ze kazda
zmien-na projektowania, ktora ma wtasno$¢ monotoniczno-
$ci wzgledem funkcji celu, musi by¢ odpowiednio ograni-
czona przez jaka§ nierownos$¢; w innym przypadku obszar
poszukiwan bedzie nieograniczony. Na przyktad, jesli pro-
blem wymaga maksymalizacji funkcji celu, ktéra zawiera
dodatnio monotoniczng zmienna projektowania, to maksy-
malna warto$¢ tej zmiennej musi by¢ ograniczona przez
jakas nieréwnos¢. W przeciwnym przypadku ta zmienna
projektowania mogtaby rosna¢ nieograniczenie, powodujac
nieograniczony wzrost funkcji celu.

W inzynierskich problemach optymalizacyjnych relacje
nierownosciowe (ograniczenia) odgrywaja na ogdt bardzo
wazna rolg. W inzynierskich problemach projektowo-
optymalizacyjnych zmienne projektowania zawieraja si¢
w okreslonych granicach, to jest posiadaja maksymalne
i minimalne warto$ci. Przestrzeganie tej reguly automa-
tycznie zapobiega niedookres§lonosci funkcji celu.

Ze wzgledu na wplyw na potozenie optimum, ograni-
czenia nierownosciowe dziela si¢ na aktywne i nieaktywne.
Jesli nierownos¢ wpltywa na potozenie optimum, to jest ona
aktywna. Natomiast nierdowno$¢, ktora moze by¢ pominigta
bez skutku dla rozwiazania optymalnego, jest nieaktywna.

Z potaczenia pojgcia monotonicznosci z pojeciem ak-
tywnoéci ograniczen wynikaja dwie wazne zasady
(Papalambros i Wilde, 2000):
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1. Pierwsza zasada monotonicznosci:

W poprawnie sformutowanym problemie minimalizacji

kazda zmienna rosnqca monotonicznie jest ograniczona

od dolu przez co najmniej jedno nierosnqce aktywne
ograniczenie.

2. Druga zasada monotonicznosci:

W poprawnie sformutowanym problemie minimalizacji

kazda zmienna nie wystepujqca w funkcji celu jest

ograniczona od dotu przez co najmniej jedno nierosng-
ce ograniczenie i od gory przez co najmniej jedno nie-
malejqce ograniczenie. Takie ograniczenia noszq nazwe

., potaktywnych”.

Na podstawie pierwszej zasady monotonicznosci mozna
czasami tatwo okresli¢, ktore ograniczenie jest aktywne.
To zdarza si¢ wtedy, gdy istnieje tylko jedna nierownosc,
ktéra moze ograniczy¢ od dolu zmienna wystepujaca
w funkcji celu. Taka nierdwno$¢ nazywa si¢ krytyczng.
Jesli natomiast zmienna wystgpujaca w funkcji celu moze
by¢ ograniczona przez wigksza liczbg nierownosci, to nie-
rowno$¢ aktualnie aktywna nazywa si¢ dominujqcq.

Pojecie aktywnoS$ci ograniczen i pierwsza zasada mono-
toniczno$ci maja duze znaczenie dla procesu optymalizacji.
Ograniczenie, ktore zostato zidentyfikowane jako aktywne,
zmniejsza o jeden liczbg stopni swobody zadania i moze
by¢ wykorzystane do eliminacji jednej zmiennej. Ograni-
czenie niecaktywne moze by¢ pominigte. Nalezy jednak
pamigta¢ o mozliwosci istnienia ograniczen potaktywnych.

Wykorzystanie zasad monotoniczno$ci do upraszczania
modeli nie tylko ulatwia obliczenia i1 przyczynia sig
do lepszego zrozumienia problemu, ale czasami jest nie-
zbedne dla otrzymania poprawnego rozwiazania. W sto-
sunkowo prostych zadaniach optymalizacji, jakie czasem
wystepuja przy projektowaniu elementow i zespotdow ma-
szyn, mozna nawet czasem unikna¢ obliczen numerycznych
i uzyska¢ analityczna posta¢ rozwiazania problemu opty-
malizacji. Zostatlo to pokazane w pracy Rohatynskiego
(2002).

Na koniec trzeba wymienié¢ dwie, tatwe do rozpoznania,
sytuacje w ktorych zadanie optymalizacyjne nie ma roz-
wigzania:

1. Jesli liczba rownan jest taka sama, jak liczba zmiennych
projektowania, to taki model nie opisuje zadania opty-
malizacji. Zmienne mozna wtedy obliczy¢ jedna z me-
tod rozwiazywania uktadéw réwnan.

2. Liczba nie dublujacych sig¢ ograniczen aktywnych nie
moze by¢ wigksza od liczby zmiennych projektowania.

3. BADANIE WRAZLIWOSCI ROZWIAZAN
OPTYMALNYCH

W projektowaniu czgsto mamy do czynienia z prze-
ciwstawnymi wymaganiami. Najlepsze rozwigzania tak
postawionego problemu znajduja si¢ na obrzezu obszaru
dopuszczalnego. Tworza one zbidr rozwiazan nieulep-
szalnych, czyli optymalnych w sensie Pareto. Aby wybraé
z tego zbioru jedno rozwiazanie, nalezy przyja¢ dodatko-
we kryterium roznicujace, ktore nie bylo uwzglednione
w zbiorze kryteriow zadania optymalizacji. Natozenie
tego kryterium na zbidr pareto-optymalny umozliwia
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wskazanie w tym zbiorze rozwigzania optymalnego.

Samo znalezienie rozwiazania optymalnego to jeszcze
nie wszystko (Dietrich, 1995). Jesli uwzglednié, ze decy-
zyjne zmienne projektowe sa zmiennymi losowymi ktore
przyjmuja wartosci z pewnego zakresu (Biatas, 1986),
to wrazliwo$¢ projektowanego obiektu technicznego na tg
losowos$¢ musi by¢ zbadana.

Ocena tej wrazliwo$ci umozliwia racjonalny wybor
tolerancji, a wiadomo, ze jej wielko$¢ ma istotny wplyw
na koszty wytwarzania i wlasciwosci projektowanego
urzadzenia (Humienny (red), 2004). Jest zatem uzasad-
nione badanie otoczenia rozwiazania optymalnego z
uwzglednieniem odchytek losowych.

Metoda wyznaczania rozwigzan polioptymalnych i ich
wartosciowania ze wzgledu na wrazliwo$¢ rozwiazan
polioptymalnych na odchylki wielko$ci konstrukcyjnych
byta przedmiotem rozprawy doktorskiej K. Biatasa-
Heltowskiego (Biatas-Heltowski i Rohatynski, 2005;
Biatas-heltowski, 2006), w ktorej opracowano nowa pro-
cedure analizy i oceny zbioru rozwiazan polioptymal-
nych. Dla oceny wrazliwos$ci zaproponowano szereg na-
rzedzi matematycznych 1 przedstawienia graficzne,
co znacznie ulatwia konstruktorowi interpretacj¢ wyni-
kow 1 podejmowanie wlasciwych decyzji. Zastosowanie
metody pokazano na przyktadzie optymalizacji reduktora,
ktora byta przedmiotem rozprawy doktorskiej D. Torzyn-
skiego (Torzynski, 2000). Opracowana przez Bialasa-
Heltowskiego procedura obejmuje nast¢pujace etapy:

— Formalizacj¢ problemu polioptymalizacji: wybor
zmiennych decyzyjnych ZD i ich zakresow, ustalenie
kryteriow oceny K oraz utworzenie modelu matema-
tycznego badanego obiektu;

— Optymalizacj¢ wielokryterialna, ktorej wynikiem jest
zbiér rozwiazan Pareto-optymalnych;

— Redukcjg zbioru Pareto przez zgrupowanie rozwiazan
podobnych;

— Planowanie eksperymentu numerycznego dla analizy
rozwiazan optymalnych;

— Tworzenie meta-modeli aproksymujacych zaleznosci
K=f(ZD) rownaniami powierzchni odpowiedzi (RPO);

— Oceng statystyczng otrzymanych RPO;

— Tworzenie wykresow Pareto dla kazdego kryterium
w kazdym rozwiazaniu optymalnym oraz wykresow
profili odpowiedzi dla kazdego kryterium w kazdym
rozwiazaniu polioptymalnym;

— Tworzenie wykresow gradientow rownan powierzchni
odpowiedzi dla kazdego kryterium we wszystkich
punktach polioptymalnych oraz mapy wplywow dla
wszystkich kryteriow we wszystkich punktach poliop-
tymalnych;

— Analiz¢ uzyskanych informacji;

—  Wybdr sposrdd rozwiazan polioptymalnych z uwzgle-
dnieniem wrazliwo$ci na zmiany warto$ci ZD.
Zaproponowana procedura ma charakter interakcyjny.

Inzynier podejmuje decyzje na podstawie wynikow obli-

czen komputerowych i swojego rozeznania aktualnej sytu-

acji problemowe;.



4. PODSUMOWANIE

W pierwszej czg$ci artykulu opisano wykorzystanie
wlasnosci monotonicznosci funkcji celu wzgledem zmien-
nych projektowania oraz aktywno§$ci ograniczen do zmniej-
szenia wymiarowosci problemu optymalizacji, co umozli-
wia uproszczenie obliczen, i ulatwia wglad w naturg pro-
blemu optymalizacyjnego. W czgsci drugiej przedstawiono
metod¢ badania wrazliwosci rozwigzan polioptymalnych na
losowe odchylenia wartosci zmiennych konstrukcyjnych.
Dla utatwienia konstruktorowi podejmowania whasciwych
decyzji zastosowano odpowiednio dobrane narz¢dzia ma-
tematyczne i wykresy.

Prace opisane w tym i poprzednim artykule (Rohatyn-
ski, 2009) maja na celu racjonalizacj¢ wykorzystania sfor-
malizowanej wiedzy inzynierskiej zawartej] we wzorach,
wykresach, tablicach itp. oraz integracjg¢ ogdlnych metod
optymalizacji z procesem projektowo-konstrukcyjnym.
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FORMULATION OF OPTIMIZATION PROBLEMS
IN MACHINE DESIGN.
PART II. REDUCTION OF THE PROBLEM DIMENSION
AND SENSITIVITY INVESTIGATION

Abstract: The paper describes application of the monotonicity
of the objective function and inequality constraints with respect
to the design variables to the reduction of the mathematical opti-
mization model dimension. Then a method of selection of pareto-
optimal solutions has been outlined, which is based on the sensi-
tivity of the solutions to their deviations from the poly-optimal
values.
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