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Streszczenie: W artykule przedstawiono matematyczne sformutowanie problemu optymalizacji. Nast¢pnie opisano metode
dekompozycji ztozonych zadan optymalizacji za pomoca przeksztalcania macierzy wystgpowania. Opisano rowniez metodg

tworzenia algorytmow obliczania elementow i zespolow maszyn.

1. WPROWADZENIE DO MATEMATYCZNYCH
MODELI OPTYMALIZACJI

Optymalizacja projektowanego obiektu wymaga po-
dejmowania decyzji w procesie projektowania. Formalny
model matematyczny problemu optymalizacji ma postaé
jak nizej (Steward, 1965):

Nalezy znalez¢ minimum f{x)

przy ograniczeniach réwnosciowych h(x)=0

i nieréwnosciowych g(x) < 0 (1)
gdziexeyCR"

Skalarna funkcja celu f{x) stuzy jako kryterium porow-
nawcze dla réznych alternatyw; funkcje h=(h’, h’, ..., h")"
ig=(g', &’ ..., 27 sa ograniczeniami okreslajacymi wyko-
nalnos$¢ obiektu, a x jest n-wymiarowym wektorem zmien-
nych projektowania, gdzie n jest liczba skoficzong. W wielu
zadaniach konstrukcyjnych zmienne projektowana przyj-
muja ciagle warto$ci rzeczywiste w n-wymiarowej prze-
strzeni rzeczywistej R", ale czasem zmienne projektowania
moga przyjmowac tylko wartosci dyskretne, jak na przy-
ktad standardowe pola powierzchni przekrojow lub zagad-
nienia wyboru struktury. W modelu (1) sformutowanym
powyzej, typ wartosci wystgpujacych w problemie optyma-
lizacyjnym jest wyrazony przez zbior . Do rozwiazywania
zagadnien z ciaglymi zmiennymi najbardziej przydatne sa,
na ogot, metody rachunku rézniczkowego.

Problemy projektowe czgsto zawieraja dwa lub wigcej
konkurujace cele, co prowadzi do wielokryterialnego pro-
blemu:

Nalezy znalez¢ minimum ¢(x)
przy ograniczeniach rownosciowych h(x)=0
i nier6wnosciowych g(x) <0 (2)
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W zestawie (2) ¢ jest wektorem I kryteriow c'. Do-
puszczalne wartosci ¢(x) tworza osiagalny zbior A. Punkt
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w przestrzeni projektowania jest punktem Pareto-opty-
malnym jesli nie istnieje zaden punkt w przestrzeni do-
puszczalnej, ktory poprawitby (zmniejszyt) jedno kryterium
bez pogorszenia (zwigkszenia) wartosci jednego lub wigcej
innych kryteriow.

Funkcje f, h i g moga by¢ wyrazeniami algebraicznymi
ale moga by¢ réwniez zlozonymi algorytmami, ktoére wy-
magaja wewngtrznych obliczen i programéw komputero-
wych — co czgsto bywa nazywane modelem symulacyjnym,
jak to jest na przyktad przy numerycznym rozwiazywaniu
uktadu rownan rézniczkowych. Jesli te funkcje sa algebra-
icznymi (lub réwnowaznymi) zaleznos$ciami skonczonego
wektora zmiennych x, wtedy zestaw (1) przedstawia pro-
blem matematycznego programowania. Jesli natomiast sa
tam rézniczkowe lub calkowe operatory, a zmienne x'=x’
(t), teR, sa okreslone w pewnej przestrzeni nieskonczenie
wymiarowej, to mamy problem wariacyjny.

Gdy wymiarowo$¢ problemu rosénie, bardzo szybko
zwigksza si¢ trudno$¢ rozwiazywania probleméw optyma-
lizacyjnych. Nalezy wigc roztozy¢ problem na mniejsze
czgscei, ktorych rozwiazanie bedzie latwiejsze i nastgpnie
zlozy¢ te czastkowe rozwiazania aby otrzymaé rozwiazanie
catego problemu.

2. DEKOMPOZYCJA

Dekompozycje wygodnie jest wykonywaé na macie-
rzowej reprezentacji zaleznosci h(x) i g(x). Idea dekompo-
zycji zostanie przedstawiona na przyktadzie macierzy wy-
stepowania.

Macierz wystgpowania R dla systemu sktadajacego si¢
z n ograniczen, w ktorych wystepuje x zmiennych jest ma-
cierza [sij] rozmiaru nXx, gdzie komorka sij jest zazna-
czona jesli zmienna x; wystepuje w rownaniu lub nieréwno-
Sci lub pusta, jesli jest inaczej. Zatem macierz [sij] odwzo-
rowuje zbior zmiennych w system relacji. Macierz zawiera
informacj¢ tylko o tym jakie zmienne wystepuja w jakiej
zaleznosci a nie w jaki sposob one wystepuja. W ten spo-
sob, jak to wykazal Babirecki (2005), w macierzy wystg-



powania mozna przedstawi¢ wiele rodzajow zaleznos$ci:
roéwnania, nierownosci, dane tablicowe i wykresy liniowe,
nieliniowe, ciagte, okresowo nieciagte itd.

Na rysunku 1 pokazano pewien system zaleznosci
i odpowiadajaca mu macierz wyst¢gpowania. Zaleznosci te
sa odwzorowane w postaci neutralnej, to jest bez zaznacze-
nia zmiennych wyjsciowych (zaleznych) od wejSciowych
(niezaleznych). Taka macierz nazywa si¢ macierza neutral-
na.
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Rys. 1. Konwersja relacji matematycznych do postaci macie-
rzowej: a) system relacji b) jego macierz wystgpowania

a) b) c)
X1 X2 Xs X1 X2 X1 X2
Yif B1] O 0 B.l o Yi] B: 0
Y1
Y2 0O | B2J O Bi2 Yz O B2
Y2 0 B
Ysj0o |o|B: : B

Rys. 2. Trzy typowe formy macierzy uporzadkowanych a) ma-
cierz zdekomponowana zlozona z trzech niezaleznych
blokéw b) macierz zblokowana czg$ciowo z wylaczeniem
niektoérych zmiennych c) macierz zblokowana czgsciowo
z wylaczeniem niektorych zaleznosci

Ulozenie neutralnej macierzy wystgpowania jest
pierwszym krokiem. Nastgpnym jest przeksztatcenie ma-
cierzy w postac¢ zblokowana. R6zne metody przeksztalca-
nia ,niezorganizowanej” macierzy sa dobrze opisane
w literaturze np. Babirecki i Rohatynski (2005), Kusiak
i Wang (1992), Steward (1965). Nie zawsze mozna zde-
komponowaé¢ macierz w szereg niezaleznych blokow.
Trzy typowe formy macierzy pokazane sa na rysunku 2.

Trzy bloki na rysunku 3a) przedstawiaja trzy nie-
zalezne grupy zaleznosci, ktére moga by¢ analizowane
i rozwigzywane réwnoczes$nie. Macierz pokazana na ry-
sunku 3b) sktada sig¢ z dwoch podmacierzy, na ktdre nato-
zone sa zmienne widoczne po prawej stronie. Z powodu
tych zmiennych podmacierze sa powiazane i nie moga
by¢ traktowane jako niezalezne, chyba ze zostana poczy-
nione specjalne zalozenia. Macierz pokazana na rysunku
3c) ma takze dwa niezalezne bloki zaleznosci ale znajduja
sie
w niej takze relacje na zewnatrz blokéw widoczne
u dotu macierzy. Mozliwos$¢ rozwiazania blokow zalezy
od rozwiazania relacji zewngtrznych. W tym celu po-
trzebna jest semantyczna analiza znaczenia tych relacji.

Dla rozwiazywania czg$ciowo dekomponowalnych
macierzy typu 3b) i 3c) zaproponowano szereg postgpo-
wan, na przyklad algorytm typu 'branch-and-bound’
(Kusiak i Wang, 1992).
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3. TWORZENIE ALGORYTMOW
OBLICZENIOWYCH

Jednym z podstawowych zadan, z ktérymi spotykaja si¢
inzynierowie mechanicy sa obliczenia elementow i zespo-
16w maszyn. Autorzy podrecznikéw z zakresu podstaw
konstrukcji maszyn nie zajmowali si¢ opracowaniem ogol-
nych regul wykonywania obliczen. Pewne wskazowki
mozna znalezé w literaturze anglojgzycznej (Agrawal i
inni, 1993). W podrecznikach i monografiach z dziedziny
podstaw konstrukcji maszyn znajduja si¢ wprawdzie wska-
zo6wki dotyczace doboru cech geometrycznych i materiato-
wych oraz przyklady rozwiazywania typowych zadan,
obejmuja one jednak tylko czgs¢ przypadkow wystepuja-
cych w praktyce inzynierskiej. Inny zestaw danych wej-
sciowych, inny rodzaj obciazenia projektowanej czesci,
inny materiat itd., to tylko niektére czynniki powodujace
zmiany toku obliczen, konieczno$¢ przeksztatcania wzo-
réw, przyjmowanie innych zatozen wstepnych itd. Ponie-
waz w obliczeniach konstrukcyjnych wystepuje duza liczba
zalezno$ci, to inzynier czgsto zmuszony jest prowadzié
obliczenia metoda préb i bledow. Okreslenie niezaleznych
od zadania regut uktadania algorytméw obliczeniowych
byloby cenng pomoca dla konstruktorow, ulatwitoby row-
niez badanie i1 racjonalizacj¢ proceséw konstruowania.
Poszukiwanie racjonalnych podstaw tworzenia algorytmow
obliczania elementéw maszyn wydaje si¢ wigc uzasadnio-
ne.

Tworzenie algorytmu obliczeniowego z neutralnej ma-
cierzy wystepowania zaczyna si¢ od okreslenia zmiennych
wejsciowych. W ten sposob macierz neutralna staje sig
macierza skierowana. WielkoSci wejSciowe moga by¢
wprowadzane kolejno lub wszystkie jednoczesnie. Jesli
wejscia sa wprowadzane kolejno, to macierz skierowana
jest uaktualniana krok po kroku przez usuwanie odpowied-
nich kolumn. Po kazdej takiej operacji macierz powinna
by¢ ponownie przeanalizowana i uporzadkowana. Takie
postepowanie umozliwia wglad w systemowe zwiazki
migdzy relacjami. Jesli wszystkie wielkosci wejSciowe
wprowadzone sa jednoczes$nie, to macierz jest uaktualniana
tylko raz po tej operacji.

Proces tworzenia algorytmu obliczania elementow i ze-
spotow maszyn sprowadza si¢ na ogoét do rozwiazywania
uktadow rownan o macierzach rzadkich. Przy wykorzysta-
niu macierzy skierowanej mozna go tatwo zrealizowac.
Poniewaz liczba oznakowanych komoérek w wierszu macie-
rzy oznacza liczbg niewiadomych w danej relacji, zatem
jesli w wierszu jest tylko jedna niewiadoma (jeden znak),
to mozna ja wyznaczyC. Jesli takich relacji nie ma, nalezy
poszukac relacji tworzacych uktady dwoch rownan z dwie-
ma niewiadomymi, trzech z trzema niewiadomymi itd.

Wykorzystane wiersze sa usuwane z macierzy, wraz
z kolumnami reprezentujacymi wyznaczone z tych relacji
zmienne. Usunigte relacje stanowia pierwsze operacje obli-
czeniowe tworzonego algorytmu.

Po kazdej operacji macierz przyjmuje nowa postac
i proces jest powtarzany do momentu, az wszystkie wiersze
i kolumny macierzy zostana usunigte, co jest rOwnoznaczne
z zakonczeniem tworzenia algorytmu obliczeniowego.
Metoda, opracowana szczegdtowo przez Babireckiego
(2005), byta tez przedstawiana na konferencjach krajowych
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i zagranicznych (Babirecki i Rohatynski, 2005; Rohatynski
i Babirecki, 2006).

4. PODSUMOWANIE

Przedstawiono formalne modele matematyczne proble-
mu optymalizacji dla jednej funkcji celu i dla przypadku,
kiedy problem zawiera dwa lub wigcej konkurujace cele.
Poniewaz problemy projektowo-konstrukcyjne czgsto pro-
wadza do bardzo skomplikowanych modeli matematycz-
nych, to pokazano jak roztozy¢ problem na mniejsze czgsci,
ktorych rozwiazanie bedzie tatwiejsze i nastgpnie ztozy¢ te
czastkowe rozwigzania w rozwiazanie catego problemu.
Podano niezalezne od typu zadania reguly uktadania algo-
rytméw obliczeniowych. Jest to cenna pomoc dla konstruk-
torow, poniewaz w obliczeniach konstrukcyjnych wystepu-
je duza liczba zalezno$ci, co powoduje, ze inzynier czgsto
zmuszony jest prowadzi¢ obliczenia metoda prob i bledow.
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FORMULATION OF OPTIMIZATION PROBLEMS
IN MACHINE DESIGN
PART I. DECOMPOSITION AND DEVELOPMENT
OF CALCULATION ALGORITHMS

Abstract: The paper commences with presentation of fundamen-
tal principles of mathematical formulation of optimization prob-
lems. Then application of incidence matrices to decomposition
of complex optimization problems has been described. Finally,
a new method of development of calculation algorithms
for elements and units of machines has been outlined.



