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Streszczenie: W pracy przedstawiono analiz¢ modeli analitycznych rozcigtych sprezyn talerzowych w odniesieniu do badan
doswiadczalnych. Zaproponowano nowe podejscie do obliczen charakterystyki rozcigtych spr¢zyn talerzowych z duzym
podcigciem. W modelu uwzgledniono potprzegub powstajacy w miejscu przejscia sprezyny talerzowej w uktad spr¢zyn pla-
skich. Zaproponowano uproszczone modele obliczen charakterystyk sprezyn trapezowych.

1. ANALIZA PROBLEMU

Monolityczna struktura rozcigtej sprezyny talerzowej
sktada si¢ z ukladu réwnolegle dziatajacych sprezyn pta-
skich o zarysie trapezowym tzw. listkow (rysunek 1) pola-
czonych z wewngtrznym obrzezem normalnej sprezyny
talerzowej (Branowski, 2007). Wzrost zastosowan rozcig-
tych sprezyn talerzowych wynika ze specyficznej charakte-
rystyki sita F' — ugigcie s zawierajacej quasistatositowy
odcinek charakterystyki w waskim pasmie obcigzenia
F+AF (Glowala i Branowski, 2008). Badania H. Koppa
(Branowski i inni 1998), G. Curti i H. Orlando (Curti i
Orlando, 1981), G. Schremmera (Branowski i inni 1998)
oraz P. Niepage z zespotem (Niepage i inni 1987) nad algo-
rytmizacja obliczen wspomnianych spr¢zyn pozwalaja na
budowg modeli matematycznych o réznym stopniu ade-
kwatnosci.

Wycigcie

Podciecie

Rys. 1. Rozcigta sprezyna talerzowa z réznymi wycigciami
(Niepage i inni 1987)
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Celem pracy jest uogolnienie jednej z metod do obli-
czen sprezyny z i bez podcigtych listkow. W obliczeniach
sprezyn stosowanych w rozlacznych sprzeglach przeciaze-
niowych (Jaskiewicz i Wasiewski, 2002) zaktada sig, iz
ugigcie sprezyste listkow stanowi okoto 10% catkowitego
ugigcia rozcigtej sprezyny talerzowej. Wg wynikoéw pracy
(Jaskiewicz i Wasiewski, 2002) ugigcie listkow jest pomi-
jalne przy zgrubnych obliczeniach. W tabeli 1 zamieszczo-
no zestawienie znanych modeli analitycznych, a wyniki
uzyskane tymi metodami przedstawiono na rysunku 2 wraz
z charakterystyka empiryczna. Przedstawione modele daja
na og6t o 10 % za wysokie wartosci sity.
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Rys. 2. Wyniki obliczen przyktadowych charakterystyk rozcig-
tych

sprezyn talerzowych

Pierwsze metody obliczen sprezyn talerzowych doty-
czyly sprezyn bez podcige¢ (goérny szkic na rysunku 1)
i polegaly na zastosowaniu zalezno$ci zaproponowanych
przez Almena-Laszlo dla zwyklych sprezyn talerzowych,
obliczeniu belki trapezowej oraz zastosowaniu zasady
superpozycji. Takie podejscie jest nadal stosowane
przy obliczaniu centralnych spr¢zyn rozlacznych sprzegiet
(Jaskiewicz 1 Wasiewski, 2002).



acta mechanica et automatica, vol.3 no.2 (2009)

Tab. 1. Zestawienie modeli analitycznych rozcigtych sprezyn talerzowych
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2. ZESTAWIENIE MODELI Z WYNIKAMI
EMPIRYCZNYMI

Badania empiryczne zostaty przeprowadzone na probie
dziesigciu sprezyn. W pierwszym etapie zaprojektowano
urzadzenia zgodnie z zaleceniami firmy Héussermann
(Haussermann Gmb, 2008), produkujacej rozcigte sprezyny
talerzowe. Znanych jest kilka mozliwosci podparcia
i obcigzenia sprezyn przedstawionych na rysunku 3a.
Ze wzgledu na tatwo$é wykonania oraz montaz oprzyrza-
dowania na prasie Zwick 1445 wybrano sposob obciazenia
sprezyn przedstawiony na rysunku 3b.

Charakterystyki przedstawionych modeli zestawiono
z wlasnymi wynikami empirycznymi (rysunke 2) oraz zna-
nymi z literatury (Niepage i inni, 1987) (rysunek 4).

3. Metody obciazenia rozcigtych sprezyn talerzowych:
a) znane schematy obciazenia (Haussermann Gmb,
2008); b) zastosowany schemat obciazenia; ¢) wykona-
ne oprzyrzadowanie.

Rys.

Na podstawie badan oraz podanych zalezno$ci mozna
postawié tezg, iz dla sprezyn w ktdrych nie wystgpuje pod-
cigeie listka (dwa pierwsze przypadki na rysunku 1) najle-
piej sprawdza si¢ model zaproponowany przez P. Niepage,
natomiast dla spr¢zyn z podcigciami innego ksztattu lepiej

sprawdzaja si¢ pozostate modele.
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Rys. 4. Zestawienie charakterystyk rozcigtych sprezyn talerzowych

W celu sprawdzenia wplywu sprezyn ptaskich (listkow)
rozcigtej sprezyny talerzowej na jej charakterystyke prze-
prowadzono eksperymentalne badania, wyniki ktorych
poréwnano z obliczeniami analitycznymi. Sprezyny zostaty
zamocowane zgodnie ze schematem przedstawionym
na rysunku 5a, b. Nalezy jednocze$nie pamigtac, ze gtowna
rol¢ przy badaniach odgrywa utwierdzenie.

Charakterystyki sprezyn obliczono przy wykorzystaniu
MES, ktora wykazata, iz uzyskane wyniki empiryczne daja
znaczne bledy ze wzgledu na mala powierzchnig¢ utwier-
dzenia sprezyn (probki byly fragmentami spr¢zyn talerzo-
wych). Wyniki przyktadowej podcigtej sprezyny trapezo-
wej wraz z charakterystyka wyznaczona MES przedstawio-
no na rysunku 5c.

Obliczenia MES wykonano przy wykorzystaniu siatek:
trojkatnej 1 prostokatnej. Miejsca podcigcia zostaty podzie-
lone na podsektory co pozwolito na polepszenie jakosci
siatek 1 uniknigcie ostrych katow w siatce wprowadzaja-
cych duze bledy (Glowala i Branowski, 2007). Wyznaczane
charakterystyki przy wykorzystaniu obu siatek dawaty
poréownywalne wyniki, a ich rozrzut miescit si¢ w bledzie
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wynoszacy okoto 1%. Do dalszej analizy przyjgto wyniki
MES jako wzorcowe, co sprawdzono dla trapezowej belki
bez podcig¢ a otrzymane wyniki porownano z wynikami
pochodzacymi z metod analitycznych, licznie przedstawio-
nych w literaturze. Rozwiazania, ktorych zestawienie uka-
zano w tablicy 2 czgsto sa btedne.

Wybrane metody analityczne (Chironis, 1961; Meissner
i Wanke, 1988; Niepage, 1969; Zukowski (1958) daja zbli-
zone wyniki z MES. Ugigcie listkow stanowi okoto 12%
ugigceia rozcigtej sprezyny talerzowej przy maksymalnej sile
dziatajacej na uktad.

F[N]

5 mm|

Charakterystyka: s Empir,

- =MES

Rys. 5. Badania spr¢zyn ptaskich: a, b) schemat obciazenia; c) zestawienie charakterystyki sprezyny plaskiej wycigtej ze sprezyny, ktorej

parametry przedstawiono na rysunku 2.

Tab. 2. Zestawienie modeli analitycznych ptaskich spre¢zyn trapezowych
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3. ZESTAWIENIE MODELI Z WYNIKAMI
EMPIRYCZNYMI

Stosowane w modelach analitycznych podejscie (oprocz
modelu P. Niepage i H. Koppa) do wyznaczania charakte-
rystyki sita F w funkcji ugigcia s powoduje, ze zaktadamy
na poczatku, iz sprezyna trapezowa jest sztywna i oblicza-
my w pierwszy etapie sil¢ dla danego ugigcia sprezyny
talerzowej. W drugim etapie zaklada sig, ze sprezyna tale-
rzowa jest sztywna i liczy si¢ ugigcie sprezyny plaskiej
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dla wyznaczonej sily. Ostatnim etapem jest zastosowanie
zasady superpozycji. Zaklada si¢ réwniez, ze spr¢zyna
trapezowa jest doskonale utwierdzona w sprezynie talerzo-
wej. Utwierdzenie takie jest praktycznie niemozliwe
(Huber, 1958), poniewaz kazdy material, otaczajacy nawet
najdoktadniej utwierdzony koniec belki doznaje pewnych
odksztatcen pod wpltywem dziatania sil zewngtrznych
i z tego powodu powstaje pewien obrot przekroju podpo-
rowego. Oznacza to, ze ugigcie miesci si¢ pomigdzy zna-
nymi rozwiazaniami dla belek zamocowanych zupeknie i
przegubowo (Brodka i Koztowski, 1996). Zaproponowany



przez M. T. Hubera model utwierdzenia spre¢zystego zostat
rozszerzony w dalszych pracach w dziedzinie polprzegu-
bow (Jungnickel, 2004) oraz przegubow sprezystych (Try-
linski, 1964). W przypadku podcigtych sprezyn trapezo-
wych podcigcie (dolne szkice rysunku 1) pelni rolg pol-
przegubu w ktorym punkt obrotu zmienia swoje potozenie
(rysunek 6). Dlugos$¢ a jest dlugoscia sprezyny trapezowej
natomiast wymiar / jest dlugoscia podcigcia. Zgodnie z
zaleceniami dla a=0 BA=2//3, natomiast gdy / jest mate w
stosunku do a wtedy BA=[/2 (Chironis, 1961; Mrugalski i
inni, 1996; Trylinski, 1964). Taki przypadek spotykany jest
najczgsciej w konstrukeji rozeigtych sprezyn talerzowych.
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Rys. 6. Lozyskowanie na jednej spr¢zynie obciazonej sita po-
przeczna (Meissner i Wanke,1988; Trylinski, 1964)
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Rys. 7. Porownanie charakterystyk empirycznych z nowszym
modelem analitycznym rozcigtych spr¢zyn talerzowych

Przy zmianie dtugos$ci ramienia dziatania sity zmienia
si¢ rowniez moment sity dziatajacy na sprgzyng talerzowa.
Przy takim podejsciu znane zalezno$ci przedstawione przez
P. Niepage z zespotem nalezy rozszerzy¢ o wspotczynnik
uwzgledniajacy spadek momentu dzialajacego na listek
spowodowanego polprzegubem oraz wzrost dziatajacego
momentu na sprezyng talerzowa. Zalezno$¢ ta sprawdza si¢
dla stosunku wymiaréw B/c=0,7-0,5 (rysunek 8). Przy
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podcicciu wigkszym nalezy stosowaé zaleznosci podane
w pracy (Jungnickel, 2004). Dla duzych podci¢é¢ (ostatni
przypadek podcigcia na rysunku 1.) nalezy dodatkowo
sprawdzi¢ wytrzymato$¢ przekrojow na zginanie, gdyz
istnieje niebezpieczenstwo lokalnego przekroczenia napre-
zen dopuszczalnych powodujace trwate odksztatcenie prze-
kroju. W takim przypadku ugigcie listkow wchodzi w za-
kres duzych katow ugigcia 1 wymaga petnego rozwiazania.
Zastosowanie wspotczynnika korekcyjnego przedstawiono
na rysunku 7.

Prace nad modelem obejmowaly réwniez przyblizenie
charakterystyki podcigtej sprezyny trapezowej. Dokladne
rozwiazania (dla przejs¢ tukowych — rysunek 8) nastreczaja
wiele probleméw i wymagaja stosowania catkowania nu-
merycznego. Zaproponowano dwa przyblizenia geome-
tryczne przedstawione na rysunku 8.
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Rys. 8. Przyblizenia geometrii podcigtych sprezyn ptaskich

W obu przypadkach podzielono poczatkowo sprezyng
na dwie a nastgpnie zsumowano stosujac zasadg superpo-
zycji. Przy takim podejsciu nalezato wyznaczy¢ katy ugie-
cia sprezyny prostokatnej i trapezowej obciazonej momen-
tem. Dla prostokatnej sprgzyny obcigzonej momentem i sita
otrzymujemy zalezno$¢ (1). Natomiast kat ugigcia sprezyny
trapezowe]j obcigzone] momentem przedstawia zalezno$¢
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Uzyskane przyblizone wyniki przedstawione na rysun-
ku 9. Przyblizenie dla trapezu jako miejsca polaczenia daje
lepsze wyniki w odniesieniu do analizy MES.
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—MES = = Trapezowa — =Prostokgtna

F[N]

s [mm]

MES ====Trapezowa =—— = Prostokjtna

Rys. 9. Przyblizenie wynikow podcigtej sprezyny trapezowej

Zaleznos¢ 3 przedstawia ostateczna posta¢ réwnania
ugigcia podcigtej sprezyny trapezowe;.

s, =8, +s,;+L-s, /L 3)

gdzie: s;-ugigcie sprezyny trapezowej (tabl. 2); sy- ugigcie
sprezyny trapezowej o dlugosci L;

s;=L-12-L,-(L—L))-F-In(l-k,)/E-C -k, -t 4)
4. PODSUMOWANIE

W pracy przedstawiono zestawienie modeli analitycz-
nych rozcigtych sprezyn talerzowych i sprezyn trapezo-
wych. Zaproponowano przyblizenie modelu przedstawio-
nego przez P. Niepage dla podcigtych sprezyn talerzowych.
Przebadano sprezyny ze spadkiem przekroju wynoszacym
maksymalnie 50%.

To przyblizenie zapewnia uogoélnienie modelu dla wigk-
szo$ci rodzajow rozcigtych sprezyn talerzowych.

Przedstawione modele sprawdzajq si¢ w pelni dla nie-
podgietych listkow, dla ktorych zmienia sig teoretyczna
wysoko$¢ talerza. W dalszych badaniach zamierza si¢ roz-
szerzy¢ model uwzgledniajac zmiang geometrii przekroju

sprezyny.
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RESEARCH ON SLOTTED CONICAL DISC
SPRINGS MODELLING

Abstract: The following work analyses analytical models
of conical disc springs with reference to own research. New ap-
proach to calculation of characteristics of conical disc springs
with a large undercut has been presented. Model includes a half-
joint occurring where the conical disc spring joins and trapezoidal
springs. Simplified models of calculations of trapezoidal springs
characteristics have been also suggested.
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