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Streszczenie: W artykule rozpatruje si¢ dwie metody optymalnego ksztattowania struktury elementéw konstrukcyjnych typu
tarcza. W pierwszej metodzie stosuje si¢ zapis zwiazkow konstytutywnych wynikajacy z rachunku tensorowego, w drugiej
metodzie do opisu pol naprezen i deformacji w przestrzeni konstrukcyjnej przyjgto uogoélnione prawo Hooke’a. W modelach
matematycznych optymalizacji zastosowano opis Lagrange’a. Na przyktadzie pokazano poszukiwanie struktury elementéw
konstrukcyjnych obcigzonych jedno i dwukrotnie réznym obciazeniem, przy zadanych ograniczeniach na sztywno$¢ i wy-

miary.

1. WPROWADZENIE

Optymalne ksztattowanie struktury elementow konstruk-
cyjnych 1 konstrukcji ma szerokie zastosowanie w projekto-
waniu wspomaganym komputerowo. Problem optymalizacji
ksztattu jest problemem nie tylko opisu granicy konstrukcji,
ale réwniez problemem wymiarowania i rozktadu rodzaju
materialu. Jednym z kryteriow okreslajacych, jakos$¢ kon-
strukcji jest jej materialochtonno$¢ i sztywno$¢. Ma to zna-
czenie w konstrukcjach gdzie relacja masa-sztywno$é
ma zasadniczy wplyw na dynamikg. W pracy rozpatrzono
dwie metody optymalnego ksztaltowania elementéw kon-
strukcyjnych przy jednokrotnymi obcigzeniu i wielokrotnym
obciazeniu, przyjmujac za uogodlniong sztywnos¢ wartos$¢
potencjalnej energii deformacji.

2. OPTYMALNE KSZTALTOWANIE KONSTRUKCJI
O OBCIAZENIU JEDNOKROTNYM

W pierwszej metodzie zapisano zwiazki konstytutywne
wynikajace z rachunku tensorowego z przyjeciem zmienne;j
sterujacej E(x) (modut Younga) w tensorze sprezystosci.

Problem optymalizacji sformulujemy w nastepujacy
sposob: znalez¢ najbardziej sztywna strukture elementu
konstrukcyjnego w zadanej przestrzeni konstrukcyjnej, przy
statej objetosci 1 zdanej ilosci rodzaju materiatu oraz nie-
zmiennym obciazeniu i podparciu. Zapis matematyczny
postawionego problemu bedzie nastgpujacy:
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gdzie: E(x), E(x) — przyblizajaca i optymalna funkcja modu-
hu Younga, C,jkl(E(x))e(LC‘O(Q))2 — poszukiwany tensor spre-
zystosci dla ciala izotropowego, UJcjju(£(x)] — potencjalna
energia deformacji, H jest przestrzenia funkcyjna nad cia-
fem liczb rzeczywistych xcQ A QeR?, E,, hy — zadane
wyjsciowe wielkosci modutu Younga i grubosci elementu
optymalizowanego, 4(x), h(x) — przyblizajaca i optymalna
funkcja grubosci konstrukcji.

Uwzgledniajac powyzsze dla (1), po dokonaniu prze-
ksztalcen, otrzymamy wyrazenie na okreslenie potencjalnej
energii deformacji (Bendsee, 1989; Fligiel, 2002):
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gdzie: A, i —zmodyfikowane state Lamego, Ciikl » ij » k1 —

zmodyfikowane tensory sprezystosci i deformacji, Gjj, G —
tensory naprezen.

Do wyznaczenia optymalnych sktadowych tensora cijq
w n-elementowej dyskretyzowanej przestrzeni konstrukcyjne;j,
wykorzystamy funkcjonatl Lagrange’a. Z warunku ekstremum
funkcjonatu Lagrange’a, otrzymamy zaleznos¢ na obliczenie
warto$ci modutu Younga i sktadowych tensora:
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gdzie: r — numer iteracji, o — mata liczba wyrazajaca do-
ktadnosci optymalizacji.

W drugiej fazie (2) odwzorowujemy optymalny tensor
Cijlu na optymalne grubosci h;. Uwzgledniajac réznicg po-
migdzy energia deformacji dla optymalnych sktadowych
tensora i energia ze zmiennymi grubosciami, funkcjonat
Lagrange'a zapiszemy w postaci:

n l n
Cijki(Eeeijer seho — 3 Z(Cijkl(EO) Sijskl)sehe +
1

e=1

L=1
2

e=

(5)
n n
+ T][ ZsehOEe - ZseheEO] >

e=l e=1

z ktdrego otrzymamy zalezno$¢ na okreslenie nowych gru-
bosci, dla kazdej r+1 iteracji:

n
— = \T
(CijkiEifer)e * 2 EeSehg
r+1 _ e e=1
A

€ n
Eg ZU (CijaEiEr)e 'Sehlé)
e=1

gdzie: B — mata liczba wyrazajaca doktadnos¢ optymalizacji.

A B -hi<B, (6)

3. OPTYMALNE KSZTALTOWANIE KONSTRUKCJI
O OBCIAZENIU WIELOKROTNYM

W drugiej metodzie za miar¢ uogdlnionej sztywnosci
przyjmuje si¢ funkcjonat iloczyndéw potencjalnych energii
deformacji dla konstrukcji k-krotnie obciazonej (Fligiel,
1998), U=U;--U;-U,, gdzie: j — numer kolejnego obciaze-
nia, k — liczba obciazen.

Zadanie ksztaltowania konstrukcji  sformutujemy
w nastgpujacy sposob (rysunek 1); w zadanej przestrzeni
konstrukcyjnej ®(x,y) znalez¢ najbardziej sztywna kon-
strukcje spetniajaca warunki (7):

V=[hds=min A U;<Uj=const A hy<h<h;, (7)
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gdzie: V — objetos¢ konstrukcji, Uy — dopuszczalna wiel-
kos$¢ potencjalnej energii deformacji dla kazdego j—go ob-
ciazenia, h; 1 hy — dopuszczalne wymiary konstrukcji (gru-
bose).

Wyrazenie (7) sprowadzimy do zagadnienia bez ograni-
czen przez wprowadzenie nowych zmiennych o, f, y wow-
czas zapiszemy:
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gdzie: s=s;+s,ts; jest powierzchnia ksztaltowania kon-

strukcji, a s;, sy, s3 sa powierzchniami, odpowiednio,
dla ktérych hy<h<hy, h>h;, h<h,.
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W celu znalezienia funkcji grubosci konstrukcji
h=f(x,y,U,,h;,h,) zastosujemy metod¢ wariacyjna poszuki-
wania ekstremum z uwzglgdnieniem metody mnoznikow
Lagrange’a . W tym celu zestawimy funkcjonat Lagrange’a
0 postaci:
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Dla dowolnych wariacji oh, da;, 6p, &y, OR; warun-
kiem koniecznym ekstremum funkcjonatu (9) jest:
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Z analizy warunku (10) wynika, ze (Fligiel, 2002):
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Rys. 1. Przestrzen konstrukcyjna @(x,y) (a), ograniczenia wymia-
rowe konstruke;ji (b)

Wyznaczenie minimum funkcjonatu (11) z warunkami
(8) tworzy izoperymetryczny problem w rachunku wariacyj-
nym (Tatarkiewicz, 1969), ktérego rozwiazanie w dyskrety-
zowanej przestrzeni dla dwoch rodzajéw obciazen wzglgdem
grubosci h,jﬂ,i, j=1,2, dla r+1 iteracji ma nastgpujaca postac
(Fligiel, 1998):
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p oznacza elementy, dla ktorych h;>h;, m elementy dla
ktoérych h;<h,.

2. PRZYKEAD OBLICZEN
2.1. Konstrukcja obcigzona jednokrotnie

Wyniki optymalnej dystrybucji rodzaju materiatu E(x)
oraz optymalizacji dla 10-tej iteracji w przestrzeni kon-
strukcyjnej o wymiarach 0,2x0,1x0,01 m, w ktorej znajduje
si¢ element konstrukcyjny obciazony w czterech punktach
sitami P=5000N, pokazano na rys. 2 a i b. Wykres po-
wierzchniowy rozktadu zmiennej sterujacej E(x) na rysunku
2a, otrzymano na drodze aproksymacji metoda najmniej-
szych kwadratow z wazonymi odleglosciami.
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Rys. 2. Zmiana wlasno$ci materialowych (a), wynik optymalizacji (b)

2.1. Konstrukcja obcigzona wielokrotnie

Z uwzglednieniem metodyki przedstawionej w rozdzia-
le 3 przeprowadzono obliczenia dla dwoch rodzajéw obcia-
zenia (F) i (P, Py) konstrukcji (rysunek 3a i 3b).
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Rys. 3. Optymalny ksztatt dla Uy=2,75 Nm; 1,5<h<8mm

Na rysunku 3a przedstawiona jest dyskretyzowana prze-
strzen konstrukcyjna @(x,y), warunki obciazenia i podparcia,
natomiast na rysunku 3b rozktad optymalnych grubosci ele-
mentow w czescei gornej od plaszczyzny symetrii.
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OPTIMAL SHAPING OF STRUCTURE OF DESIGN
ELEMENTS SUCH AS PLATE

Abstract: We consider two optimal methods of the structure shap-
ing of plate type design elements in the paper. We use the constitu-
tive relations results from tensor calculations in the first method,
In the second method generalized Hook's law is used to describe
the stress and deformation fields. The Lagrange's functional
is used in the mathematical model of the optimization. As the
example, the searching of structure of design elements under the
variable one fold or two folds loading by stiffness and dimensions
side constrains.



