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MODELOWANIE OBSEUGI ZADAN W SERWERACH
7 OSCYLACJAMI

Streszczenie: Idea przedstawianego systemu kolejek z oscylacjami jest oparta na dwoch
progowych wartosciach. Obstuga procesu w tym systemie jest zorganizowana, w przy-
blizeniu, w ten sposéb, ze dlugosé kolejki utrzymuje si¢ pomiedzy tymi warto$ciami. Sys-
tem kolejki z oscylacjami pozwala lepiej wykorzystywac dostepne zasoby i jest stoso-
wany w wielu urzadzeniach, ktére korzystaja z obstugi pojedynczej kolejki. Jest to réwniez
uogolnianie niektérych procedur zaproponowanych dla sieci ATM (ang. Asynchronous
Transfer Mode). W tej pracy rozwazaé bedziemy systemy kolejkowe z oscylacjami w wersji
ze skorficzonym buforem. Charakterystyki stanow systemow z procesem Poissona na wejsciu
(M/G-G/1/N) otrzymuje sie metoda potencjatéw. To podejscie daje przejrzyste i tatwe do
implementacji formuty matematyczne.

Stowa kluczowe: kolejki z oscylacjami, metoda potencjatéw, sieci ATM

1. Wstep do kolejek oscylacyjnych z buforem

System kolejkowy z oscylacjami [2] jest definiowany w nastgpujacy sposéb. Wia-
domo$¢ przybywa w momencie T;,i = 1,..., gdzie T, — T; sa niezalezne oraz
P(Tl’ T < x) = G(x)

Niech a,b € N oraz a < b i X (t) oznacza liczbe zadaii w systemie w momencie
t, wlacznie z zadaniem, ktére jest biezSco obstugiwane przez system. Zaktadamy, ze
X(0) =n, gdzie n € [0,b). Poczatkowo system dziata standardowo jak G/ G/ 1 z
czasem obstugi wyznaczonym przez dystrybuante funkcji Fj (x).

Niech 15(1) bedzie pierwszym momentem, w ktérym dtugos¢ kolejki osiaga
warto§¢ b, np. T,(1) = inf{r > 0: X(t) = b}. W momencie T,(1) dystrybuanta
czasu obstugi zmienia si¢ na F(x). Zgtoszenie obstugiwane w momencie T,(1)
jest obstugiwane drugi raz tylko, ze z dystrybuanta F»(x). Nowa dystrybuanta czasu
obstugi obowiazuje az do momentu t,(1) =inf{r > 75(1) : X (¢) = a}, gdy to nastapi,
zmienia si¢ w poprzednia i funkcjonuje do momentu t,(2) = inf{r > 1,(1) : X (t) = b}
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itd. Zatem zmiana dystrybuanty nast.epuje na poziomie a i b. Zaté6zmy réwniez, ze
bufor ma rozmiar N (wlaczajac stanowisko obstugi np. serwer) i N > b. Oznacza
to, ze jesli zgloszenie przychodzace zastanie system z N innymi zgloszeniami, to
przychodzace zgltoszenie zbedzie stracone. Jesli X(0) > b, zmiany w tym opisie sa
oczywiste.

Jedna z motywacji do badania systeméw z oscylacjami jest nast¢pujaca: gdy
projektujemy system z pojedyncza kolejka do obstugi, zwykle oczekujemy, aby ko-
lejka nie byta zbyt dluga (np. aby unikna¢ przepelnienia bufora i wysokiego
wspélczynnika straty). Rozwiazaniem jest wysoka wydajno$¢ serwera, ale oznacza
to wysoki koszt obstugi. Ponadto, nie mozemy wykorzysta¢ najefektywniej serwera,
biorac pod uwage tylko jego wydajnos$¢, poniewaz bezczynne okresy sa dtugie. Za-
tem jest to marnowanie zasobdw. Jest to dobrze znany efekt z teorii kolejek, gdzie
krétkie kolejki wymagaja matego obciazenia p (nasilenie ruchu), podczas gdy krétkie
okresy bezczynnosci wymagaja duzego p. Wymagania te nawzajem si¢ wykluczaja.
Problem, aby mie¢ krétkie kolejki oraz krétkie okresy bezczynnosci nie moze byé
nareaz rozwiazany przez standardowy pojedynczy model obstugi G/ G/ 1.

Jednym z rozwiazan powyzszego problemu jest system ze zmienna inten-
sywnoscia obstugi, np. zmienna obstuga zalezy od dtugosci kolejki. Taki system jest
matematycznie skomplikowany, ale i skomplikowany w praktycznej realizacji.

Inne rozwiazanie oparte jest na wartosSciach progowych (wiele schematéw kon-
troli ruchu w sieciach ATM opiera si¢ na podstawowych progach systeméw kolejko-
wych). Na przyktad w pracach [7] oraz [8] autorzy uporali si¢ z pojedynczym syste-
mem obstugi w nastepujacy sposéb. Zgloszenie przybywa do kolejki z rozktadem Po-
issona. Jezeli dtugosé kolejki w momencie zapoczatkowanej ustugi klienta jest mniej-
sza niz prog L. € N (kolejno, wigeksza lub réwna niz prég L), to czas obstugi klienta
ma rozklad F; (kolejno, F>). Te wywody byty poczatkowo motywowane przez trans-
misje gtosowych pakietéw w sieciach ATM. Obstuga w tej sytuacji oznacza trans-
misje, a przez przyblizona i dokladna transmisje glosowa uzyskuje sie dwa rézne
czasy obstugi. Systemy z oscylacjami rozwiazuja wspomniany problem jak réwniez
uogoblniaja idee Choi [7].

Wprowadzenie dwéch pozioméw progowych w zasadzie nie komplikuje prak-
tycznego wykonania systemu, ale dodatkowo pozwala mie¢ lepsza kontrole nad
dtugoscia kolejki. W modelach M / G-G / 1 mozna przedstawi¢ charakterystyki
systemu z oscylacjami z procesem Poissona na wejSciu i nieskoficzonym bufo-
rem [1]. Poniewaz nieskoriczony bufor nie istnieje, zatem z powodow praktycznych
wazniejsze jest rozpatrzenie wersji ze skoficzonym buforem. Wzwiazku z tym bedzie
przeprowadzona wszechstronna analiza tego przypadku. Mianowicie, dystrybuante
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stacjonarns dlugosci kolejki dla systemu z procesem Poissona na wejsciu (M / G-G
/' 1/N) otrzyma sie i zaprezentuje w przejrzystych formutach.

Bedziemy potrzebowali tylko zatozy¢, ze wartosci oczekiwane dla dystrybuant
G(x),Fi(x),F>(x) sa skoficzone (< +oo)

2. System M/G-G/1/N

Zaktadamy, ze G(x) = 1 — e~ ¥*. Naszym celem jest znalezienie granicy
tlimPn(X(t) =)=P (D

(indeks n przy P, oznacza, ze X (0) = n ). Fakt, Ze ta granica istnieje dla kazdego
[ =0,1,...N i ze nie zalezy od n moze by¢ w prosty sposéb udowodniony przez
odwotanie do teorii systeméw kolejkowych z oscylacjami M/G-G/1. Zaprezentowane
tam argumenty sa oparte na fakcie, ze momenty 7, (i), T, (i) sa markowskie i daja wzor
naP:

P = - (Vi(a,0) + W(5,)) @)
gdzie .
Vi(a,b) :/ Pu(X(1) = 1,5 (a,b) > 1)dt

0
Wi(b,a) = Ome(X(t) — 1t (bya) > 1)dt

m=Et"(a,b)+E1 (b,a)

Tutaj ©*(a,b) jest przedzialem czasu, w ktérym dtugos¢ kolejki zmienia sie
z poziomu a do b. Innymi stowy zaktadamy X (0) = a, mamy wtedy t*(a,b) =
T5(1). Podobnie ©~ (b,a) jest przedzialem czasu, w ktérym dtugos¢ kolejki zmie-
nia si¢ z poziomu b na a, i zaktadamy X (0) = b, wtedy t~ (b,a) = 1,(1). Momenty
T (i), T4 (i) w modelu M/G-G/1/N sa markowskie. W takim razie zostato nam wyzna-
czy¢ Vi(a,b),W;(b,a) oraz wartos¢ m.

3. Obliczanie V;

Znalezienie V] jest tatwiejsza czeécia zadania. Zauwazmy, ze postaé tego funkcjonatu
zalezy od procesu zachowania si¢ dlugosci kolejki przed osiagnieciem poziomu b.
Oznacza to, ze funkcjonaty V;(a,b) dla systemu M/G-G/1 i M/G-G/1/N sa réwne. W
systemie M/G-G/1 formute dla V;(a,b) otrzymano przez uzycie metody potencjatow
[4]. Gtéwna role w tej metodzie odgrywa nastgpujace twierdzenie.
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Twierdzenie 1. Niech {p;};>_, oznacza dyskretny rozktad skoncentrowany na zbio-
rze {—1,0,1,...} taki, ze p_; > 0i{y;}, dany ciag. Gtéwnymi rozwiazaniami tego
systemu sq réwnania

k—1
Z DnXk—n — Xk =Vr k=12,... 3)

n=-—1

ktore majq postac

k
=CRi+ Y ViR k=1.2,... (4)

n=1

gdzie C jest stalq niezaleina od k oraz ciag {R;}; , ma rekurencyjna postac¢

1 k
Ry=0 Rk+1:E(60,k+Rk_Zkakfn) k=0,1,... &)
n=0

Zauwazmy, ze ciag
{Ri}iZo
nazywany jest potencjatem dla rozktadu {p;}?> . Uzywanie metody potencjatéw
utatwia otrzymanie V;:

b—a—1 b—a—1
Vila,b) =01 Y, pi-iRoak— Y, Ti-bptkRba i (6)
=0 =1
gdzie
0 Yot b+k(Rb k—Rb—l—k)—i-l(lV:O)
l:
Yoo Pi—t (Ro—k — Rp—1-)
o ,—Vt l‘k
r=1620) [0 R
0 .

ooefvl(vt)k+l
= " df@t) k=-1,01,...
Pt /o (k+1)! Al) ’

i {R;}7, jest potencjatem dla rozktadu {p;}; _,. Ostatecznie zauwazmy, ze

ﬁ(a,b):/wp( (a,b) > 1)dt = Zwab 7
0
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4. Obliczanie W,

Oczywiscie funkcjonaty W;(b,a) dla systemu M/G-G/1 i M/G-G/1/N nie sa réwne.
Dla znalezienia W;(b,a) w naszym przypadku w tej czesci rozwazmy standardowy
system kolejkowy M/G/1/K (gdzie K jest pojemnoScia systemu wiacznie z zadaniem
w systemie). Rozktad czasu przybycia dany jest przez G(x) = 1 — e Y™ i rozktadem
czasu obstugi F>(x) Poniewaz,

Pb(X(t) = lvt_(bva) > t) = bea(X(t) = 171_(b_a70) > t) 3)
Mozemy wyliczy¢ tylko P,(X(t) = 1,7 (n,0) > t) dla [ > 0,n > 0 bez tracenia
og6lnosci. Zauwazmy najpierw, ze X(0) =n i 2 < n < K. Uzywajac calej formuty

prawdopodobienistwa ze szczegélna uwaga na pierwszy moment wyjscia ( ozn. )
otrzymujemy

Pa(X(1) = L,T (n,0) > 1) = /O’PH(X(,) — Lt (m,0) > 1|yt = u)dFa(u)

+ /t TPUX (1) = 1,7 (0,0) > 1]y = u)dFa (u) ©)

Jesli wziaé pod uwage dobrze znana wtasnos$¢ proceséw Poissona oraz fakt, ze
moment Y, jest markowskim momentem

/O "X (1) = 5 (1,0) > t]y1 = w)dF>(u)

K—n B e_V”(Vu)k
=Y Pi(X(t—u)=1,7"(n+k—1,0) >t—u)TdF2(u)
k=0 :
oo t eV uk
+ Z /OPK1(X(t—u):l,‘c_(n—|—k—1,0)>t—u)k(lv)ng(u))

k=K—n+1

Ponadtodla u > ¢ :

10> n) V™ qlaf < K
) = BX(0) = L (n,0) 1) = 2 T (10)
ZZQ:K—n % dla/ =K.

Ustalajac / i uzywajac skroconej notacji ®, (1) = P,(X(¢t) = 1,7 (n,0) > t) otrzymu-
jemy ze wzoru (9)
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e VU Vu)k

K—n pt
@, (1) = kgb /0 <I>n+k_1(t—u)k(!dF2(u)

b t e_V“( u)k
+k_KZn+1/0 q)Kfl(l‘—M)ki!vng(u)+Cl7n(t)(1—Fz(l‘)) (11

ZatozyliSmy, ze n > 2. Latwo zauwazy¢, ze jezeli dodatkowo zdefiniujemy
Dy(1) =0, to (11) obowiazuje réwniez dla n = 0. Laczac obie strony (11) widzimy,
ze

K—n

On =Y Onrk—1Pk—1 +Ok—1dk—n+ rim, (12)
k=0

gdzie

t tefvt (Vt)kJrl
n= | @,(t)dt, :/ = 4R, k=-1,0,1,...
o= [ @nnin, = [ R

(I—n)!

{1(1 >n) i1 = F) g dlal <K
rl,n - eVt k
my— YK (1 - R(1) Y dr dlal =K

mzz/ow(l—Fz(t))dt,

k
di=1-Y pi1.
i=0

Przyjmujac teraz @, = ¢x_,, mozemy zapisa¢ rownanie (12) jako

n—1
Z On—ikPk — QOn = VYp (13)
k=—1
zZ Y, = —Q1d, — 11 k—n, t0 pozwala nam odnosi¢ si¢ do twierdzenia 1. Otrzy-
mamy
On = CR,+ Z Ry Wi (14)
k=1

Niech n =1 w (14) otrzymujemy C = @;/R;. Gdy yp = 0, mamy ¢x = 0, i
przyjmujac n = K w (14) otrzymujemy

Y& Rk—irik—k
Ri/R1 — Yi—i Rk —idx
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Poréwnujac teraz wszystkie rezultaty otrzymujemy

K—n

Re K—n
Bt Y Reonid) = Y, R-niT1K—k
k=1 k=1

Ry

Ostatecznie mozemy te wyniki przystosowaé do oscylujacych systeméw. W tym celu
bierzemyn=b—a, K =N —ail =1'—a. To dla systemu M/G-G/1/N otrzymujemy

N—b

Ru,  N-b
Wi (b,a) = @1 (I —a)( Zl b Y Rvbudi)— Y, Rv-biri-an-ak (15)
k=1 k=1

Dla kazdego l =a+1,...,N. Ponadto (patrz (7) do poréwnania):

N
Et (ba)= ) W(b,a) (16)

i=a+1

5. Program do modelowania kolejek z oscylacjami

Zat6zmy, ze mamy do dyspozycji dwa serwery (obstuguja one zgtoszenia z réznymi
rozktadami: pierwszy serwer z wykltadniczym natomiast drugi serwer z rozktadem
jednostajnym). Jeden z nich ma nisk§ wydajnos$é, ale jest tani w eksploatacji. Drugi
natomiast ma duza wydajnos¢, ale jest drogi w eksploatacji. Na poczatku strumien
wejsciowy jest obstugiwany przez pierwszy mniej efektywny serwer (przez co ko-
lejka ros$nie). Gdy dlugos¢ kolejki osiagnie krytyczny poziom b, obstuge przejmuje
drugi bardziej efektywny serwer (przez co kolejka szybko maleje). Drugi serwer
pracuje do momentu, gdy dlugos¢ kolejki osiagnie mniejszy dostateczny poziom
a. Wtedy obstuge przejmuje mniej efektywny serwer, itd. Stad tez powstat pomyst
stworzenia programu, ktory utatwi projektowanie i testowanie systemu. Dzigki temu
bedzie mozna w szybki sposdb przetestowaé wiele przyktadéw, ktore utatwia dobor
optymalnych parametréw.

Przyklad 1
Dane:
Progia =8 oraz b =15
Rozmiar systemu NN = 20
Intensywnos¢ wejSciowego strumienia Poissona v = 1
Parametr obstugi pierwszego serwera L; = 0.1 , gdzie L, oznacza parametr A, ktéry
opisuje rozktad czasu obstugi pierwszego serwera (A; > 0).

&9



Walenty Oniszczuk, Maja Joanna Podobiriska

Nosnik fl1(t) w postaci przedziatu [uj;vi] = [I;e0|, [u1;v;] przedzial czasowy, w
ktérym pracuje urzadzenie.
Nosnik f2(t) w postaci przedziatu [u;v,] = [0;1]

Wartost oczekivwana: 11,7114

TGRS 130,017 Pokaz wartosci rozktadu l [Narysmwykres

Rozktad | prawdopodobierstwa

0185 |

o1 & 3 4 5 6 7 & 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 Z0

Rys. 1. Wykres rozktadu prawdopodobienstwa - Przyktad 1

Przyklad 2
Dane:
Progi a =8 oraz b =15
Rozmiar systemu NN = 20
Intensywnos$¢ wejsciowego strumienia Poissona v = 0.3
Parametr obstugi pierwszego serwera L; = 0.1
Nosnik f1(t) w postaci przedziatu [u;;v;] = [1;00]
Nosnik f2(t) w postaci przedziatu [uz;v2] = [0;1]

Przyklad 3
Dane:
Progia =8 oraz b =15
Rozmiar systemu NN = 20
Intensywnos$¢ wejsciowego strumienia Poissona v = 1.6
Parametr obstugi pierwszego serwera L; = 0.1
Nosnik f1(t) w postaci przedziatu [u;;v;] = [1;00]

90



Modelowanie obstugi zadan w serwerach z oscylacjami

Wartosc oczekivwana: 11,186

TR 115,194 Pokaz warkosci rozktadu J [ Marysuj wyvkres

Rozktad| prawdopodobierstwa

0180 |

01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Rys. 2. Wykres rozktadu prawdopodobieristwa - Przyktad 2

Nosnik f2(t) w postaci przedziatu [uz;v2] = [0;1]

Wartost oczekiwana: 13,0884
W 165,851 Pokaz wartosci rozktadu J [Narysu] wykres
Rozktad | prawdopodobienstwa
0,143 |
o1 2 3 4 5 & 7 & 9 10 11 12 13 14 15 16 17 1§ 19 20
Rys. 3. Wykres rozktadu prawdopodobieristwa - Przyktad 3
Przyklad 4

Dane:
Progi a =8 oraz b =15
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Rozmiar systemu NN = 30

Intensywnos¢ wejSciowego strumienia Poissona v = 1
Parametr obstugi pierwszego serwera L1 = 0.1
Nosnik f1(t) w postaci przedziatu [u;;v,] = [1;00]
Nosnik f2(t) w postaci przedziatu [u;v2] = [0;1]

Warkost oczekiwana: 11.7136

‘Wariancja: 130,086 l Marysuj wykres

Pokaz wartosc rozkbadu

Rozktad | prawdopodobieristwa

0158 |

TN

J
0123456789 1011121314151617 18 192021 22 23 24 2526 27 28 2930

Rys. 4. Wykres rozktadu prawdopodobieristwa - Przyktad 4

Przyklad 5
Dane:
Progi a =8 oraz b =15
Rozmiar systemu NN = 22
Intensywnos$¢ wejsciowego strumienia Poissona v = 1
Parametr obstugi pierwszego serwera L; = 0.1
Nosnik f1(t) w postaci przedziatu [u;;v;] = [1;00]
Nosnik f2(t) w postaci przedziatu [uz;v2] = [0; 1]

Przyklad 6
Dane:
Progia=5orazb =15
Rozmiar systemu NN = 22
Intensywnos$¢ wejsciowego strumienia Poissona v = 1
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Warkost oczekiwana: 11.7135

e 130,083 Pokaz wartosci rozktadu J [ Marysuj wykres

Rozktad|* prawdopodobieristwa

0155 |

o1 2 3 4 5 6 7 & 9 10 11 12 15 14 15 16 17 18 19 20 21 22

Rys. 5. Wykres rozktadu prawdopodobienstwa - Przyktad 5

Parametr obstugi pierwszego serwera L; = 1
Nosnik f1(t) w postaci przedziatu [u;vi] = [1;00]
Nosnik f2(t) w postaci przedziatu [uz;v2] = [0;1]

‘artost oczekivana 10,2874

TR 104.057 Pokaz wartosci rozktadu J [Narysm wykres

Rozktad | prawdopodobieristwa
011 |

o8 9 1011 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Rys. 6. Wykres rozktadu prawdopodobieristwa - Przyktad 6
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Przyklad 7
Dane:
Progia =5 oraz b =15
Rozmiar systemu NN = 22
Intensywnos$¢ wejsciowego strumienia Poissona v = 1
Parametr obstugi pierwszego serwera L; =1
Nosnik f1(t) w postaci przedziatu [u;;vi] = [1;2]
Nosnik f2(t) w postaci przedziatu [uz;v2] = [0;1]

‘Warkost oczekiwana: 11,4405

YWariancia: 124,497

Pokaz warkosci rozkbadu

’ Marysuj wykres

Rozktad | prawdopodobienstwa

0158 |

MM

o1 &2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 Z20

Rys. 7. Wykres rozktadu prawdopodobienistwa - Przyktad 7

6. Podsumowanie

Wyniki otrzymane w czasie eksperymentéw przeprowadzonych na pakiecie pro-
gramOw zobrazowaly pewne problemy i zalezno$ci zwiazane z tym modelem. W
eksperymentach zmieniano np. wartosci progowe, aby sprawdzi¢ czy czynnik ten
ma wplyw na obstuge zgloszefi. Jak zauwazono, przeczucia byly stuszne. Kiedy
zwigkszano czas obstugi na stanowisku, wartoSci czasu oczekiwania w kolejce, czas
oczekiwania w systemie oraz dtugos$¢ kolejki, obciazenia stanowiska rosty. Na za-
chowywanie si¢ przedstawionych systeméw majS$ wplyw rdzne czynniki np. inten-
sywno$¢ strumienia wejsciowego, ustalenie progéw i wiele innych. Trzeba duzo i
dlugo manipulowaé danymi wejSciowymi, aby otrzymac zamierzony efekt.
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SERVERS WITH OSCILLATING: SERVICE PATERNS
MODELLING

Abstract: In this paper a finite buffer version of the oscillating queuing system is studied.
The idea of the lately introduced oscillating queuing system is based on two threshold values.
The service process in this system is planned in such a way that the queue length is kept
between these values. The oscillating queuing system has the advantage of making improved
use of the available resources and is applicable in many devices which use a single server
queuing scheme. It is also a simplification of some cell disposal procedures projected for
ATM networks.

Keywords: oscillating queue, potential method, ATM networks
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