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Streszczenie: W pracy opisano zastosowanie obicktowego programowania w jezyku C++ do metody elementéw
skoniczonych modelowanych energetycznie. Zaproponowano odporne na bledy i latwe w stosowaniu rozwiazanie
rozszerzajace istniejace systemy MES o elementy modelowane energetycznie. Z wykorzystaniem funkcji energii wlasciwej
odksztalcenia oraz trojliniowych funkcji ksztattu zbudowano tréjwymiarowy osmiowgzlowy element skonczony typu
,,brick”, a nastgpnie opracowano model strukturalny umozliwiajacy wykorzystanie tego elementu w systemie MES.
Przyjmujac istniejace rozwiazania utworzono zbidr klas ulatwiajacy dostosowanie rozpatrywanego zagadnienia
do istniejacych kodow zrédlowych. W pracy wykorzystano znane pojgcia takie jak klasy stopnia swobody, wezta i elementu.
Bazujac na wymienionych klasach, zaproponowano klasy pochodne, rozszerzone o nowe zmienne oraz metody. Analogicznie
do rozwiazan znanych z obiektowej metody programowania elementow skonczonych stosowanych do obliczania lokalnych
macierzy, zaproponowano ogé6lna funkcj¢ obliczajaca warto$¢ energii odksztalcenia elementu. W zwiazku z tym podjgto
probe uogodlnienia funkcji obliczajacej w kroku iteracyjnym nowa pozycj¢ wezta, w taki sposob, aby dziatata ona niezaleznie
od liczby i rodzaju elementow, do ktorych wezel przynalezy, materiatow, ktore przyjeto w celu okres$lenia mechanicznych
wlasciwosci elementow oraz stopni swobody, ktéore wezet posiada. Po wykazaniu tatwosci i wygody stosowania
zaproponowanego rozwiazania, zaprezentowano przyktad numeryczny prostego modelu hiperelastycznego ciata poddanego

odksztatceniom.

1. WPROWADZENIE

W poczatkowym okresie implementacji systemow
metod elementéw skonczonych wykorzystywano jezyki
programowania proceduralno—strukturalnego. Wraz
z rozwojem tych  systemow  wzrastal  stopien
skomplikowania kodu. Bardzo trudne stato si¢ wyrazanie
wzajemnych zaleznosci pomigdzy funkcjami i danymi.
Rozwo6j, modyfikacja 1 weryfikacja kodow byly
czasochtonne i kosztowne, poniewaz rozszerzanie systemu
o nowe mozliwosci wymagato reorganizacji sporej ilosci
kodu. Staboscia stal sig¢ brak efektywnosci i elastycznosci
w operowaniu danymi struktur. Zaczgto poszukiwaé
alternatywnych rozwiazan i sposobow programowania.

Programowanie  obiektowe  zaczg¢to  stosowaé
w metodzie elementéw skonczonych w latach 1985-1990.
Rozne hierarchie klas podstawowych modutow systemow
MES proponowano w wielu pracach (Archer G. C. i inni ,
1999; Besson J., Foerch R., 1997; Devloo P. R. B., 1997;
Dolenc M., 2004; Kong. X. A. Chen D. P., 1995; Lichao
Yo, Kumar A. V., 2001; Mackie R. 1., 1990, 1997, 2001,
2004; Patzak B., Bittnar Z., 2001; Phongthanapanich S.,
Dechaumphai P., 2006; Rucki M. D., Miller G. R., 1998;
Zimmerman Th. i inni, 1998).

Rozszerzenie systemu MES o nowe mozliwosci stato
si¢ latwiejsze, bo opiera si¢ na rozszerzeniu
funkcjonalnosci klas juz istniejacych, a operowanie danymi
tych klas dokonuje si¢ za pomoca metod nowych lub
starych.

Poczatkowo systemy MES w $rodowisku obiektowym
implementowano w  sposob  bezposredni.  Pdzniej

wyrozniono abstrakcyjne pojgcia takie jak stopien
swobody, wezet, element, material. Klasg stopnia swobody
opisano w publikacjach (Balopoulos V., Abel J. F., 2002;
Dubois—Pélerin Y., Pegon P. 1998a; Mackie R. 1., 2001). W
klasie tej wyrdzniono warto$¢ stopnia swobody oraz
przyjete obciazenie. Wezel przedstawiono w artykutach
(Mackie R. 1., 2001, 2004; Patzak B., Bittnar Z., 2001).
Opis bazowej klasy elementu mozna znalezé w pracach
tych samych autorow (Mackie R. 1., 1990, 1997, 2001,
2004; Patzak B., Bittnar Z., 2001).

Wraz z postgpem czasu liczni autorzy coraz czgsciej
stosowali techniki programowania obiektowego takze do
projektowania innych sktadowych elementow systemu
MES. Chociaz wigkszo$¢ autoréw prac byla najbardziej
zainteresowana podstawami teorii MES, to jednak
rownolegle byly prowadzone badania w zakresie
generatorow siatek np. (Athanasiadis A. N., Deconinck H.,
2003; Bastian M., Li B.Q., 2003; Ju J., Hosain M.U., 1996;
Karamete B.K., 1997), interfejsow graficznych (Mackie R.
L., 1990, 1997, 2001; Phongthanapanich S., Dechaumphai
P., 2006; Zimmerman Th. i inni, 1998) czy tez kontroli
obliczen (Mackie R. 1. 1998, 2000, 2001, 2002). Okazato
sig, ze programowanie systemu MES to nie tylko
kilkadziesiat procedur obliczeniowych wykorzystujacych
arytmetyke macierzowa 1 ze wymaga ono lepszego
wykorzystania struktur danych oraz zarzadzania nimi
w prosty sposob. W kazdej z tych dziedzin udowodniono,
7ze programowanie obiektowe jest narzedziem bardzo
ulatwiajacym prace.

W standardowej metodzie MES dla kazdego elementu
buduje si¢ lokalng macierz sztywnosci. Standardowa klasa
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elementu wymaga odpowiednich funkcji 1 zmiennych,
dzigki ktorym mozliwe jest zbudowanie jego macierzy
sztywno$ci. Po przetransformowaniu macierzy sztywnosci
kazdego z elementow do globalnego uktadu wspotrzednych
buduje si¢ globalng macierzy sztywnosci, ktora wyraza
zwiazki  pomigdzy sitami 1  przemieszczeniami.
W  celu znalezienia przemieszczen wezlow trzeba
rozwigza¢ uktad réwnan liniowych. Wystarczy zatem tylko
raz odwroci¢ globalna macierz sztywnosci, aby znalez¢é
potrzebne rozwiazanie. Rozwiazanie ukladu rownan
w programowaniu obiektowym dokonuje si¢ za pomoca
klas z odpowiednimi funkcjami realizujacymi rozwiazanie
okreslonego uktadu réwnan.

Obliczenia w nieliniowej mechanice cial stalych
wykonuje si¢ poprzez wielokrotne odwracanie globalnej
macierzy sztywnosci. Zadanie to przeprowadza sig
metodami iteracyjnymi, w ktorych znajduje si¢ kolejne
przyblizenia potozenia wezlow. W celu rozwiazania
zagadnien nieliniowych, niektdrzy autorzy zaproponowali
rozszerzenie klas odpowiedzialnych za rozwiazywanie
uktadow rownan linowych, o nowe metody i zmienne,
wykorzystujac mechanizmy dziedziczenia i polimorfizmu
(Commend S., Zimmerman T., 2001; Dubois—P¢lerin Y.,
Pegon P., 1998b; Lages E. N. i inni, 1999; Menétrey Ph.,
Zimmermann Th., 1993).

W pracy tej zaproponowano rozszerzenie istniejacych
systemow MES, bazujacych na metodzie programowania
obiektowego, o elementy skonczone modelowane
energetycznie za pomoca funkcji gestosci  energii
odksztalcenia, wyrazajacej energie odksztalcenia materiatu
odniesiona do jednostki objgtosci ciala w stanie
nieodksztatconym, nazywang energia wlasciwa
odksztalcenia. Oparto si¢ na znanych wcze$niej
rozwigzaniach takich jak klasy stopnia swobody, wezta,
elementu oraz materiatu. Zaproponowano klase elementu,
ktéra nie posiada danych ani funkcji reprezentujacych
macierz sztywno$ci. W zamian zamieszczono procedury
zwracajace wartosci energii  odksztalcenia elementu.
Dodano rowniez przyktadowe metody operujace
na wezlach elementu oraz zmienne umozliwiajace dostgp
do statych materialowych. W klasie wezta zaproponowano
uniwersalng funkcje¢ obliczajaca jego nowe potozenie.

2. FUNKCJA ENERGII ODKSZTALCENIA

Zachowanie nieliniowego elastycznego materialu
opisuje si¢ za pomoca funkcji energii odksztalcenia.
Funkcja energii odksztalcenia materiatu izotropowego
zalezy jedynie od stanu odksztalcenia materiatu. Poniewaz
funkcja ta nie moze zaleze¢ od przyjetego ukladu
wspotrzednych, wigc powinna by¢ funkcja niezmiennikow
stanu odksztalcenia materiatu, stad

U=Ul, 1, I3). (H

Niezmienniki najcze$ciej cytowane w literaturze sa
powiazane z tensorem deformacji D za pomoca zwiazkow

I =tr(D)= 7 + 23 + A2, 2

1, = 1tr(D =D )1 = 2202 + 2302 + 302, ©)
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Iy =det(D) = 422343, (4)

Mozna je interpretowaé (Wegner T. 1997)
nastgpujaco: dla niecodksztalconego szeScianu o Scianach
prostopadlych do gltéwnych kierunkéw odksztalcenia
i jednostkowej dhugosci krawedzi, sktadowe odksztalcenia
A A oznaczaja kwadraty dlugosci bokow
prostopadioscianu powstatego w wyniku odksztatcenia tego
sze$cianu. Niezmiennik /; jest kwadratem dlugosci
przekatnej prostopadto$cianu, I, jest suma kwadratow
powierzchni jego trzech $cian o wspdlnym wierzchotku,
a I; jest kwadratem jego objetosci.

Zaktadajac liniowa zalezno$¢ pomigdzy naprezeniami
i odksztalceniami przy $cinaniu, Mooney (1940) w 1940
roku przyjat funkcje energii odksztalcenia, opisujaca
zachowanie  nieécisliwego  materialu  izotropowego,
W postaci

U:C1(11—3)+C2(]2—3). (5)

W 1956 roku Rivlin (1956) zaproponowat uogélnione
sformutowanie wzoru (5) w postaci nieskonczonej sumy
sktadnikow  zaleznych od niezmiennikow  tensora
deformacji

U= 3 Cuth-30-3)a -0 @
i+j+k=

Jezeli przyjmie sig, ze material jest niescisliwy, to wzor
opisujacy te ceche jest nastepujacy

J=\I3 =2 2y ig =1. (7)

Niezmienniki /; i [, nie zawieraja informacji odnoszacej si¢
wylacznie do stanu odksztatcenia czysto postaciowego,
poniewaz dla deformacji czysto objetosciowej, np. w stanie
roéwnomiernego trojosiowego rozciggania lub $ciskania
A; =A niezmienniki te sa rézne od zera i przyjmuja
wartosci.

1 =322 15 =324 1 =8 (8)

Taka niedogodnos¢ powodowata  trudnosci
w rozdzieleniu energii odksztalcenia czysto postaciowego
i czysto objetosciowego na dwa odrebne sktadniki.

W swojej pracy Wegner (1997) zaproponowatl
zmodyfikowane wielko$ci niezmiennikéw z wyodrgbniona
sktadowa deformacji czysto objgtosciowe;j

15 =110 ie{1,2}, )

gdzie wykorzystujac zaleznosci (8) przyjat =A%,
co pozwolito zapisa¢ energi¢ odksztalcenia w postaci sumy
energii odksztalcenia czysto postaciowego U1, L°)
oraz energii odksztalcenia czysto objetosciowego U’ (I5)

uad i3,13)=US (1,15 )+ U (13). (10)

3. ENERGETYCZNA METODA RELAKSACJI
LOKALNEJ

Nieliniowe zagadnienia w metodzie elementow
skoniczonych zazwyczaj rozwiazuje si¢ iteracyjnag metoda



Newtona—Raphsona. W arytmetyce macierzowej, na ktorej
opiera si¢ klasyczna metoda elementow skonczonych,
po zlozeniu lokalnych sztywnosci w globalna macierz
i uwzglednieniu warunkéw brzegowych, w celu znalezienia
przemieszczen weztow pod wplywem narastajacej sily,
nalezy wielokrotnie odwraca¢ globalna macierz sztywnosci,
poniewaz wraz 2z narastaniem obcigzenia elementy
macierzy sztywnosci ulegaja zmianie.

Jedna z modyfikacji MES, wykorzystujaca metode
stycznych Newtona—Raphsona, jest metoda relaksacji
lokalnej przedstawiona w pracy Wegnera (1997).
W zaproponowanej metodzie obliczeniowej zrezygnowano
z okreslania globalnej macierzy sztywnosci na rzecz
sztywno$ci lokalnej. Wtlasciwosci fizyczne materialu
okreslone sa za pomoca funkcji energii wlasciwej
odksztalcenia opisujacej energetyczny stan otoczenia
w danym wybranym punkcie materiatu. Oddziatywanie
lokalne otoczenia na punkt nalezacy do tego otoczenia
— wezel, opisuje przyjety model materialu. Otoczenie
lokalne wezta reprezentowane jest przez elementy
skonczone, ktére w odrdznieniu od elementow okreslonych
w klasycznej metodzie elementéw skonczonych sa
modelowane energetycznie za pomocg Wwspomnianej
wczesniej funkcji  energii  wilasciwej  odksztalcenia.
Wykorzystujac iteracyjna metoda Newtona—Raphsona
poszukuje si¢ takiej konfiguracji potozenia weztow, dla
ktorej znajduja si¢ one w stanie rownowagi. Polozenie
kazdego wezta jest poprawiane jednorazowo w kazdym
kroku iteracji i ograniczone jest do obszaru elementow
potaczonych bezposrednio z aktualnie obliczanym weztem.
Wezet N jest wspdlnym weztem otaczajacych go
elementdw a, b, ¢, d, e, f g h, ktore tworza fragment
trojwymiarowe] siatki. Fragment tej siatki pokazano na
rysunku (rys. 1).

Rys. 1. Fragment siatki ztozonej z 8 elementow

Energi¢ odksztalcenia takiego uktadu mozna zapisac
jako sumg energii odksztalcenia poszczego6lnych elementéw

8
E=YE® (11)
k=1
Przemieszczenia punktow zaproponowanego

osmiowe¢zlowego elementu (rys. 2) opisano przez trzy
trojliniowe funkcje lokalnych wspoétrzednych o; w postaci
Wwzoréw

ui(ay,00,03) = ay + ajoq + aro, + ajoz + (12)
i i i i
12010 + 130103 +ax3003 +a13010,03,

a pochodne czastkowe okreslono jako
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Rys. 2. 8 wezlowy element skonczony w uktadzie lokalnych
wspolrzednych aq,a;, a3
Wspolczynniki przyjmuja nastgpujaca postac
' 1
ay=ul", (14)
ol =uf® —ulV, (15)
ay =u” —uf", (16)
as=ul* —ulV, (17)
alizzul-(l)—u,-(z)+ui(5)—ul-(3), (18)
=l el a9
dyy =uf” —uf* +uf" —uf*, (20)
i (2)_ (V) (3)_ (5
a3 =u; ~ —u; S tup T —up T + (21)

a7
1 1 1 1 °

W ten sposob skladowe przemieszczenia wyrazono
W sposob przyblizony, w zaleznos$ci od przemieszczenia
wezlow  elementu. Wspolrzgdne punktow elementu
w globalnym uktadzie opisane sa nastgpujaco

x; = xi(l) + a;Ax;. (22)

Tensor odksztalcen wyraza si¢ za pomoca

Axx /lxy Az
A= /Iyx /Iyy /lyz , (23)
/lzx /lzy ;Lzz
gdzie
ou ou ou
A :1+a’ Axy :5’ xz :g’ (24)
ov ov ov
iyx :a, /’{yy =1+5, /'{yz :g, (25)
P L S L (26)

P oy zZ P

Tensor deformacji D ma zatem postaé
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D=4A"4. (27)

Podstawiajac zalezno$ci (2—4) do wzoru opisujacego
funkcj¢ energii wilasciwej zaleznag od niezmiennikow,
otrzymuje si¢ wyrazenie na energi¢ odksztatcenia U zalezna
od sktadowych przemieszczenia u; weztdow oraz lokalnych
wspoétrzednych «;.

U(ul-(l), ”1'(2)' ”1'(3)' ”1(4)’ uj(S)} ”1‘(6)’ “1(7)’ ”1‘(8); a;).(28)

Catkujac energi¢ wlasciwa wzgledem objetosci
otrzymuje sig¢ energig¢ odksztatcenia, ktdra opisuje wzor

E=[udv, (29)
14
gdzie V oznacza objeto§¢ elementu w  stanie

nieodksztatconym.

Po podzieleniu elementu na podelementy i zastapieniu
catki przez sumg energii odksztalcenia tych podelementow,
otrzymuje si¢ wyrazenie na energi¢ odksztalcenia elementu

3 e 128
I E ) s uaV, 12, 1), 30)
i=11,, (D 1(2)403) 4

gdzie
ua™, 1,130 = U@V ), ay® ), a0 )), (31)

oznacza energi¢ wlasciwa odksztalcenia  zalezna
od lokalnych wspotrzednych ¢, (/) ktore oznaczaja punkty
elementu, w ktorych oblicza si¢ wartosci energii wlasciwej.
Wyrazone sg one za pomoca

l(l) _l
a;(1?) :TZ, 1V e¢1,2,.,17, (32)
I

e

gdzie 1" oznaczaja liczby podzialu  elementu
na podelementy odpowiednio w kierunkach wspotrzgdnych
o; przy zalozeniu, ze energia wlasciwa kazdego punktu
podelementu jest w przyblizeniu rowna energii wlasciwej
punktu lezacego w jego Srodku.

Potozenia weztow odpowiadajace stanowi rownowagi
okresla si¢ w kolejnych krokach iteracyjnych odpowiedniej
procedury. Wyznaczanie potozenia wezta w jednym kroku
iteracyjnym jest ograniczone do obszaru o$miu elementow,
dla ktorych wezet ten jest wspolny. W kazdym kroku
iteracji poprawia si¢ potozenie tylko jednego wezta
wzgledem pozostatych. Kazdy wezet ma trzy stopnie
swobody. Potozenie wezta jest poprawiane w taki sposob,
aby energia ukladu elementéw byla jak najmniejsza. Jego
nowe polozenie jest okreslane przy pomocy lokalnej
sztywno$ci obliczonej oddzielnie dla kazdego stopnia
swobody wezta. Takie postgpowanie wykonuje si¢
wielokrotnie dla wszystkich weztéw, czego wynikiem jest
minimalizacja energii odksztatcenia uktadu. Obliczenia
sa wykonywane az do uzyskania stanu odksztalcenia,
dla ktorego dokladno$¢ aproksymacji mozna uznal
za wystarczajaca.

Rozpoczynajac obliczenia nalezy najpierw przesunaé
wspolny wezel N (rys. 1) o dowolna, mala warto$¢ Au,,
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w dodatnim oraz ujemnym kierunku zgodnym ze stopniem
swobody

8 . .

Eofu; + Au;) = Y EQ ] + Auy), (33)
j=1
8 . .

Eo(u; — Au;) = S EQ ! — Auy). (34)
j=1

Znajac warto$¢ przemieszczenia wezta oraz wartosé
przyrostu energii elementow otaczajacych wezel, mozna
obliczy¢ prawo— i lewostronne wartoéci oddziatywania sit
sktadowych wezta na lokalne otoczenie

Eo(u; + 4u;) - E

oty = Fot 2 2 39
i) = 20— ) (36)

i

Nastgpnie nalezy wyznaczy¢ S$rednig arytmetyczna
wartosci sit skladowych oddziatywania wezta

_ Fp(u;) + Fi(u;)

F(u;) 2

(37
oraz  dodatkowo  wartosci  lokalnych  sztywnosci
odpowiadajacych danemu stopniowi swobody. Lokalna
sztywno$¢ okresla si¢ poprzez roznicg sily prawo oraz
lewostronnej podzielona przez wartos¢ przemieszczenia
wezta

k(u,) — FP(ul)A;FL(ul) ) (38)

Uwzgledniajac dzialajaca na wezel zewngtrzna sitg S,
sktadowe wypadkowej sily R dzialajacej na wegzel opisane
Sq wzorami

R(u;) = S(u;) = F(u;) . (39)

Dla wezta w polozeniu rownowagi sita wypadkowa
powinna by¢ rowna zero. Polozenie réwnowagi wezta
w kroku iteracyjnym wyznaczamy z zaleznosci

w_ w—1 + R(ui)

TN k) (40)

We wzorach tych indeks w oznacza numer kolejnej
iteracji, natomiast indeks i oznacza kierunek zgodny ze
stopniami swobody.

4. PROGRAMOWANIE OBIEKTOWE —
HIERARCHIA KLAS

4.1 Material i energia wlasciwa odksztalcenia

Mechaniczne wlasciwosci materialu opisuje klasa
TMaterial.

class TMaterial

s
t

TStrainEnergy *f strain_energy;
public:



double Kirchoff;
double Poison;
double Young;
double *C;

int C_size;

TMaterial(),

TMaterial(TStrainEnergy *);

virtual ~TMaterial();

TStrainEnergy *get strain_energy() const;
void set_strain_energy(TStrainEnergy *);

4

Zawiera ona podstawowe sktadowe — parametry
i funkcje — opisujace mechaniczne wtasciwosci materiatu.
Poniewaz material, ktory bedziemy uzywali jest materiatem
o charakterystyce nieliniowej, opisywanym przez funkcjg
energii odksztatcenia, to w klasie TMaterial zamiescilismy
sktadowa o nazwie f strain_energy, ktora jest typu
TStrainEnergy*. Jest ona klasa abstrakcyjna zdefiniowana
jako kontener funkcji, ktére reprezentuja ogolny zbior
modeli  funkcji  energii wlasciwych  odksztatcenia.
Rozwazania na temat tej klasy opisali Jeremi¢ B. i inni
(1999).

class TStrainEnergy

{

protected:
TMaterial *f parent_material;
public:
TStrainEnergy();
TStrainEnergy(TMaterial *);
virtual ~TStrainEnergy();
TMaterial *get parent_material() const;
void set_parent _material(TMaterial *);
virtual double W(const TDeformationTensor &) const=NULL;
virtual double dev_W{(const TDeformationTensor &)
const=NULL;,
virtual double vol_W(const TDeformationTensor &)
const=NULL;

IR

Zadeklarowane w tej klasie funkcje W(TdeformationTensor
&), dev W(TDeformationTensor &) oraz vol W
(TDeformationTensor &) sa wirtualne 1 przyjmuja
argument w postaci tensora deformacji, a zwracaja
w odpowiedniej kolejnosci wartosci energii wlasciwej
catkowitej, odksztalcenia postaciowego i odksztatcenia
objetosciowego, ktore zaleza od wartosci elementéw
tensora odksztalcenia. Z klasy TStrainEnergy nalezy
wydziedzicza¢ klasy, ktore beda w bezposredni lub
posredni sposob definiowaly modele energii wtasciwych
odksztatcenia dla interesujacych nas materiatow. Klasa
TModifiedMooneyRivlin jest klasa abstrakcyjna i1 zostala
wprowadzona wylacznie z powodow  formalnych.
Reprezentuje ona zbiér zmodyfikowanych energii
odksztalcenia Mooneya—Rivlina opisanych w pracy
Wegnera (1997). Z klasy tej wydziedziczono klasg
pochodna, ktora reprezentuje uzyty w obliczeniach model
funkcji energii wlasciwej 1 jest reprezentowany przez klasg
TModels.
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TStrainEnergy

T

TModifiedMooneyRivlin

T

TModel5

Rys. 3. Hierarchia klas reprezentujacych model energii
odksztalcenia

Pole parent_material zawarte w klasie TStrainEnergy jest
wypelniane w jej konstruktorze lub poprzez metodg
set_parent material(TMaterial*). Zapewnia ono dostgp
obiektom typu TStrainEnergy do statych materialowych.

4.2 Element

Klasy stopnia swobody, wegzla oraz elementu pierwszy
wprowadzit w swoich pracach Zimmerman i inni (1991,
1992a, 1992b, 1993).

Element reprezentuje mechaniczne wlasciwosci
materiatu, ktory opisuje funkcja energii wlasciwej
odksztatcenia oraz jest odpowiedzialny za relacje pomigdzy
weztami (i ich stopniami swobody), ktéore z nim
stowarzyszono. Klasa TEnergElement jest klasa bazowa
wszelkich klas reprezentujacych dowolnego rodzaju
energetyczne elementy skonczone. W  klasie tej
zrezygnowano z metod stuzacych do budowania macierzy
sztywno§ci pojedynczego elementu, natomiast
wprowadzono metodg obliczajaca jego energie wlasciwa

oraz energi¢ odksztalcenia. Definicja tej klasy
jest nastgpujaca

class TEnergElement

{

protected:

unsigned int f dimension;

unsigned int f subelements;

TMaterial *f material;

TExtNodes *f nodes;

vector<TlIntegrationPoint> *f integration_points;

TDeformationTensor | deformation_tensor,

virtual void precalculate_integration_points();
public:

TEnergElement (),

TEnergElement (TMaterial *) ;

virtual ~TEnergElement (),

TMaterial *get_material() const;

void set_material(TMaterial *);

virtual void set_subelements(unsigned int);

int add_node(TNode *);

void delete_node(int);

void remove_node(TNode *);

int node_index();

TExtNode *get node(unsigned int) const ;

bool set_node(TNode *, unsigned int);

TExtNodes *get nodes() ;

virtual double energy() = NULL;

double strain_energy();

virtual void calculate_shape_funct coeff{();

virtual TDeformationTensor &calculate deformation_ten-

sor_at(TIntegrationPoint &);

}’.
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Poniewaz kazdy 2z eclementow  reprezentuje
fragment materiatu, 2z  ktorego jest wykonany,
to nieodlaczng sktadowa klasy elementu jest zmienna
f material, ktéra jest wskaznikiem na typ opisujacy
material. Dostgp do tego pola zapewniaja funkcje
get_material() oraz  set_material(TMaterial*), ktére
w odpowiedniej kolejnosci zwracaja oraz ustawiaja
materiat elementu. Wymiar elementu okresla f* dimension,
a liczbg jego podelementéw zmienna f* subelements. Liczbg
podelementéow  ustala si¢ za  pomoca funkcji
set_subelements(unsigned int).

Kazdy element posiada wezty. Sktadowa f nodes jest
lista weztéw, do ktorych dostep uzyskuje si¢ za pomoca
procedury get nodes(void). Aby stowarzyszyé wezel
z elementem wykorzystuje sig procedurg
add node(TNode*), przyjmujaca jako argument wegzel,
ktory ma by¢ z elementem stowarzyszony. Do usunigcia
wezla z elementu uzywa sig¢ procedur delete node(int)
lub  remove node(TNode*).  Argumentem  funkcji
delete_node(int) jest numer wezta, natomiast argumentem
funkcji remove node(TNode *) jest instancja wezta, ktory
chcemy z elementu usuna¢, Metoda node_index(TNode*)
zwraca si¢ indeks wybranego wezta stowarzyszonego
z eclementem. Funkcja set node(TNode*, unsigned int)
wstawia wezel na okre§lona pozycje w liscie weztow
elementu, get node(unsigned int) zwraca  wezel
z okreslonej pozycji w liscie.

Catkowita energic wlasciwa odksztalcenia elementu
okresla sig¢ za pomoca deklaracji strain_energy(). Poniewaz
w tej klasie nie okresla si¢ jakiego rodzaju element bedzie
wykorzystany, ile bedzie posiadal weztéw oraz ile stopni
swobody beda posiadaly wezly, to nie mozna
okresli¢ jakiego rodzaju funkcje ksztaltu zostang uzyte
do opisania przemieszczen wezlow elementu. Powoduje
to niemozliwo$¢ okreslenia funkcji energii wlasciwej, ktora
zalezy bezposrednio od przemieszczen wegztow, a nastgpnie
energii odksztatcenia, ktora bedziemy oblicza¢ za pomoca
funkcji energy(). Deklaracja funkcji energy() jako czystej
metody wirtualnej zabezpiecza przed nieumyslnym
utworzeniem instancji klasy TEnergElement, poniewaz
bylaby ona bezuzyteczna ze wzgledu na brak definicji
funkcji  energii odksztalcenia. Zadanie dostarczenia
definicji tej funkcji nalezy do projektanta, ktory musi
zaimplementowa¢ ja w klasie potomnej projektujac
potrzebny element.

TElement

T

T8NodeElement

) )

T3DElement

T8NBrick

Rys. 4. Hierarchia klas reprezentujacych modele elementow
skonczonych

Z klasy TEnergElement wyprowadzono dwie klasy

potomne: T3DFElement, T8NodeElement (rys. 4). Pierwsza
z nich reprezentuje elementy przestrzenne, a druga
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elementy z o$mioma wezlami. Klasy te sa klasami
abstrakcyjnymi 1 nie mozna tworzy¢ ich instancji.
Nastgpnie korzystajac z dziedziczenia wielokrotnego
utworzono klas¢ T8NBrick reprezentujaca o$miowe¢ztowe
elementy przestrzenne typu ,,brick” (réwnolegloboki).

Klasa ta jest reprezentacja tréjwymiarowego elementu
przedstawionego na rysunku (rys. 2). Zazwyczaj
w literaturze opisane sa hierarchie klas elementow
z wykorzystaniem dziedziczenia pojedynczego. Zapewne
jednym z powodow takiego przyblizenia jest niedostgpnosc¢
mechanizmu wielokrotnego dziedziczenia w innych
jezykach. Dzigki mechanizmowi wielokrotnego
dziedziczenia tatwiejsze jest unikanie powielania kodu,
jednak nalezy si¢ nim postugiwaé z nalezyta uwaga
1 ostrozno$cia.

Definicja klasy T8NBrick jest nastgpujaca:

class TSNBrick : public T3DElement, TSNodeElement

double *f delta_x;
public:

TBrick ();

TBrick (TNodes *);

~TBrick ();
double energy(void),
}’.

Funkcja obliczajaca energi¢ wlasciwa elementu
zostata  zadeklarowana w  klasie = TEnergElement
W nastepujacy sposob

double TEnergElement: :strain_energy()

{
double EnergyValue=0.0;

calculate_shape funct coeff{();

for(unsigned int i=0; i<f integration_points->size(); i++){
TIntegrationPoint &ip=(*f integration_points)[i];
TDeformationTensor &D=calculate_deformation_tensor_at(ip);
EnergyValue+=(f material->get_strain_energy())->W(D);

/

return EnergyValue;

/

Najpierw  procedura  strain_energy()  oblicza
wartosci wspotczynnikow funkcjii ksztattu za pomoca
funkcji calculate _shape funct coeff{(). Nastepnie,
z wykorzystaniem tensora deformacji obliczanego
w kazdym wybranym punkcie elementu, sumuje warto$ci
energii wilasciwej i na koncu warto$¢ ta jest zwracana.
Oczywiscie punkty, w ktorych funkcja oblicza wartosci
energii  wlasciwej  trzeba  uprzednio  wyliczy¢,
np. w konstruktorze klasy elementu. Jedyna czynnoscia
jaka nalezy wykonaé, aby w prawidlowy sposob funkcje
t¢ wykorzysta¢c w klasach elementow innego typu, jest
przedefiniowanie procedur obliczajacych wspotczynniki
funkcji ksztaltow oraz tensora deformacji, w taki sposob,
aby byly one zgodne z rodzajem stosowanego elementu
skonczonego. Zaletami tej funkcji sa szybkos$¢ dzialania,
zwigzlo$¢, czytelno$¢ i uniwersalnos¢, bo funkcja jest
wspolna dla innych klas elementéw energetycznych
i mozna dzigki niej oblicza¢ energi¢ wtasciwg dowolnego
elementu.

W klasie T8NBrick przedefiniowano funkcje energy()
odpowiedzialng za obliczanie energii odksztalcenia
elementu. Jak wida¢ obliczenie energii odksztalcenia
elementu jest niezwykle proste i sprowadza si¢ wpierw do



obliczenia energii wlasciwej elementu dzigki wywolaniu
metody strain_energy() z bazowej klasy TEnergElement,
a nastgpnie do przemnozenia przez odpowiednia warto$¢
cztonu wyrazenia (30).

double TSNBrick::energy()

double EnergyValue = TEnergElement ::strain_energy();
for(unsigned int i=0; i<f dimension; i++)

EnergyValue *=(f delta_x[i]/f subelements),

return EnergyValue;

/

4.3 Stopien swobody

Standardowa klasa TDOF reprezentuje stopnie
swobody i1 zamyka w obrgbie klasy powiazane z nimi dane
takie jak przemieszczenia i sily zewngtrzne, w postaci
danych nie powiazanych ze wspotrzednymi
geometrycznymi. Zmienna f value zawiera warto$¢ stopnia
swobody, czyli w naszym przyblizeniu jest to wartos¢
przemieszczenia, a zmienna f saved value przechowuje
warto$¢ przemieszczenia obliczonego w poprzednim kroku
iteracyjnym. Sktadowa f load jest skladowa obciazenia
czyli sila zewngtrzna przytozona do wezta. Zapis wartosci
do tych zmiennych realizuje si¢ odpowiednio przez funkcje
set_value(double), save value() oraz set load(double),
natomiast zmienne te mozna odczyta¢ za pomoca funkcji
get value(), get saved value() 1 get load(). Procedura
add_load(double) dodaje wartos¢ obciazenia do sktadowej
sity zewngtrznej.

class TDOF

{
double f value;
double [ saved value;
double [ load;
public:
TDOF();
virtual ~TDOF();
void add _load(double) ;
double get _load() const;
void set_load(double);
double get value() const;
void set_value(double);
void save_value();
double get saved value() const;

4

Z wykorzystaniem klasy TDOF utworzono klasg
TExtDOF. Klasa ta jest rozszerzona o nowe funkcje
i zmienne wykorzystywane w rozpatrywanym przez nas
zagadnieniu.  Procedura  void  apply constrain(bool)
utwierdza lub uwalnia z wigzé6w wybrany stopien swobody,
a funkcja is constrained() zwraca warto$¢ informujaca,
czy wybrany stopien swobody jest utwierdzony, czy tez nie.
W naszym przyblizeniu te dwie procedury wykorzystano
wykonujac obliczenia nowych pozycji wybranych stopni
swobody wezla.

class TExtDOF : public TDOF

{

double f delta;

bool " constrained;
public:

TExtDOF();

virtual ~TExtDOF();
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void apply constrain(bool);
bool is_constrained() const;
double get_delta() const;
void set_delta(double);

1.

s

4.4 Wezel

Klasa TNode reprezentuje wezet, ktory posiada pewne
wspolrzedne  geometryczne oraz stopnie  swobody.
Z wykorzystaniem dziedziczenia klase ta utworzono z klasy
TPoint. Standardowo w klasie wezla zawarty jest zbior
stopni swobody. Stopnie swobody wezta przechowywane
sa w liscie f dofs, a dostgp do wezlow uzyskuje sig za
pomoca funkcji get dof list(). Liczbg stopni swobody
mozna ustawi¢ wywolujac funkcje set dof number(int),
a uzyska¢ za pomoca funkcji get dof number(). Instancje
klasy wezta zazwyczaj tworzy si¢ podajac wspolrzedne
wezta w  konstruktorze klasy. Kazdy wgzet nalezy
do jednego lub kilku elementéw skonczonych.
Obiekty je reprezentujace umieszcza si¢ w indeksowanej
liscie o nazwie f elements, ktéra jest skladowa klasy
TNode. Dostgp do listy elementow wezla zapewnia
procedura get elements(void). Aby doda¢ element do listy
elementow  wezta  nalezy  wywota¢  procedurg
add_element(TEnergElement*), ktora zwraca numer wezta
po dodaniu do elementu. Do usunigcia elementu z listy
elementow shuza procedury delete_element(int)
oraz remove_element(TEnergElement *). Nie ma powodu,
dla ktorego procedury te powinny znajdowaé si¢ w sekcji
publicznej, gdyz elementy tworzy si¢ wykorzystujac
juz istniejace wezty, poniewaz to one opisuja jego
geometryczny ksztalt i potozenie. Zadaniem elementu jest
przekazanie informacji wezlowi, ze bedzie z nim
stowarzyszony. W podobny sposob element musi
poinformowa¢ wezel, ze nie bedzie on juz dluzej z nim
stowarzyszony. Osiaga si¢ to wywolujac procedury
do dodawania i usuwania wezta. Procedura get _element(int)
udostgpnia wybrany element wezta, a procedura
element_index(TEnergElement*) zwraca jego numer. Inne
informacje na temat klasy wezla mozna znalezé w
literaturze (Mackie R. 1., 2001).

class TNode : public TPoint
{
TEnergElements *f elements;
vector<TDOF *> *f dofs;
protected:
void delete_dofs();
public:
TNode();
TNode(double x, double y, double z);
TNode(TPoint *Point);
virtual ~TNode(),
void add_element(TEnergElement *);
void delete_element(int);
void remove_element(TEnergElement *);
vector<TDOF *> *get dof list() const;
virtual int get_dof number() const;
virtual void set_dof number(int);
TEnergElements *get _elements() const;
TEnergElement *get element(int) const;

4

Z klasy TNode wydziedziczono rozszerzong klasg
wezta TExtNode, w ktorej przedefiniowano zmienng f~ dofs
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w taki sposob, aby mozliwy byt dostep do rozszerzonych
weztow, ktorymi bedziemy si¢ poshugiwali. Cel ten
osiagnigto przecigzajac operator indeksowania w klasie
typu list_of extended nodes<TDOF *>. Rozwiazanie
to zwalnia programist¢ z kazdorazowego rzutowania typu
TDOF * na typ TExtDOF *.

class TExtNode : public TNode

{

double *f right side_ force;

double *f left side_ force,

list_of extended dofs<TDOF *> *f dofs;
public:

TExtNode(),

TExtNode(double x, double y, double z);

TExtNode(TPoint *);

virtual ~TExtNode();

list_of extended dofs<TDOF *> * get dof list() const;

double calculate();

virtual int get_dof number();

virtual void set_dof number(int);

b

W  klasie TExtNode zadeklarowano  funkcjg
calculate(void). Jest to procedura, dzigki ktorej wezet
samodzielnie koryguje swoja pozycje wykorzystujac
uprzednio opisany algorytm. Funkcja ta oblicza nowe
warto$ci przemieszczenia wezta. Przykladowa definicja
procedury obliczajacej nowe polozenie wegzta moze
wyglada¢ tak

void TExtNode: :calculate()
{
unsigned int i,j;
double F,k,ResidualForce,energy, last_energy = 0.0;
TEnergElements *Elements = get_elements();
TEnergElement *pElement;
TExtDOF *dof;
/X1*
for (i=0; i<Elements->Count, i++)
last_energy += Elements->Items[i]->energy(),
/X2.%
for(i=0; i<get_dof number(); i++) {
dof = (*f_dofs)[i];
if(!dof->is_constrained()) {
dof->save_value();
dof->set value(dof->get value() + dof->get delta());
energy = 0.0;
for (j=0; j<Elements->Count; j++)
energy += Elements->Items[j]->energy();
[ right side force[i]=(energy-last_energy)/dof->get delta();
dof->set_value(dof-> get_saved_value());
dof->set_value(dof->get value() - dof->get delta());
energy = 0.0;
for (j=0, j<Elements->Count; j++)
energy += Elements->Items[j]->energy();
f left side force[i]=(last_energy-energy)/dof->get delta();
dof->set value(dof-> get_saved _value());
/

/
/x3.%
for(i=0; i< get_dof number(); i++){
dof = (*f dof$)[il;
if(!dof->is_constrained()){
F=(f right_side_force[i]+f left side force[i])/2.0;
k=(f right _side_force[i]-f left side force[i])/dof->get delta();
ResidualForce=dof->get load()-F;
if (k!=0.0)
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dof->set value(dof-> get saved value ()+(ResidualForce/k));
/

/

/

W procedurze tej mozna wyodrebnié trzy gldwne
etapy obliczen. W pierwszym etapie sumuje si¢ w petli
energie odksztalcenia elementow rozpatrywanego wezta.
Poniewaz funkcja energii odksztalcenia jest wirtualna, wigc
energia odksztatcenia zostanie policzona dla dowolnego
rodzaju elementu, ktory jest powiazany z weztem.

W drugim etapie, dla kazdego dostgpnego stopnia
swobody wezta, funkcja sprawdza czy stopien swobody
zostal utwierdzony. Jezeli wybrany stopien swobody
nie zostal utwierdzony, to po przesunigciu wezla wzdluz
dodatniego oraz ujemnego kierunku stopnia swobody,
a nastgpnie znalezieniu warto$ci energii odksztatcenia
elementéw otaczajacych wezel, obliczane sa prawo i lewo
stronne sity w wezle. W przeciwnym wypadku obliczenia
sa pomijane.

W trzecim 1 ostatnim etapie funkcja ponownie
sprawdza, czy kolejne stopniec swobody zostaly
utwierdzone, jednak w przypadku gdy stopien swobody nie
zostal utwierdzony, obliczane sa sita wezlowa oraz
sztywno$¢ lokalna, dzigki ktorym mozna obliczy¢ nowa
pozycje wezla.

Zaleta zastosowanej procedury jest to, ze dziala ona
niezaleznie od liczby stopni swobody wezta oraz od rodzaju
i liczby elementéw go otaczajacych. Dzigki temu mozliwe
jest naliczanie energii odksztatcenia dla réznych rodzajow
elementow stowarzyszonych z wezlem bez zbednych
komplikacji i dodatkowego kodu w programie.

W  celu wykonania obliczen wywoluje sig
wielokrotnie funkcj¢ calculate() dla kazdego wezta, ktdrego
nowa pozycj¢ chcemy obliczy¢.

5. MODEL OBLICZENIOWY

Jako obliczeniowy model ciata stalego wybrano obiekt
o wymiarach 20 x 20 x 8 mm, w ktorego srodku wydrazono
otwor o przekroju kwadratowym. Do goérnej oraz dolnej
powierzchni modelu przymocowano sztywne
nieodksztalcalne plyty. Nastgpnie model odksztatcono
poprzez przemieszczenie plyt wzglgdem siebie. Przekroj
obiektu reprezentowano przez siatke, ktorej wezly okreslaty
punkty przekroju rzeczywistego (rys. 5).

Yy
A\ F

Rys. 5. Przekroj kostki z widocznym podzialem na elementy
skonczone

Model wykonano z 3200 elementéw tzn. podzielono go
na 20 elementow w kierunku osi x;, 8 w kierunku osi x;
oraz 20 w kierunku osi x;. Material, ktory usunigto,
posiadat wymiar 8 elementow w kazdym z kierunkow osi
uktadu wspoétrzednych. Wymiary Ax;, Ax, oraz Ax;



pojedynczego elementu skonczonego wynosity 1,0mm.
Kazdy wezet siatki poddano 100 iteracjom.
Jako funkcje¢ energii wlasciwej odksztalcenia przyjeto

12
U=Cyl -1 )+ Cxl, —12V)+%KQ. (41)

Za state C,, C,, K przyjeto wartosci C; = 1,92 MPa,
C,=0,08 MPa oraz K =200 MPa.

Na rysunkach (rys. 6-8) przedstawiono przekroj
modelu obliczeniowego w wybranych fazach odksztatcenia.
Pokazano deformacj¢ obiektu pod wptywem hipotetycznie
narastajacej sily zewngtrznej F' powodujacej rownomierne
przemieszczenie weztow gornej i dolnej powierzchni
zewngtrznej kostki.

Rys. 6. Przekrdj modelu w stanie nicodksztalconym

Rys. 7. Przekrdj modelu $cisnigtego o 2,0 mm

Rys. 8. Przekr6j modelu rozciagnigtego o 2,0 mm
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6. PODSUMOWANIE

Z wykorzystaniem uznanych rozwiazan,
zaproponowano zastosowanie programowania obiektowego
w jezyku C++ do rozszerzenia systemoéw MES o elementy
skoniczone modelowane za pomoca funkcji energii
wilasciwej odksztatcenia.

Stosujac trdjliniowe funkcje ksztaltu oraz funkcje
energii  wlasciwej odksztatcenia ~ zaprezentowano
matematyczny ~ model  tréjwymiarowego  elementu
energetycznego typu ,brick”. Nastgpnie wykorzystujac
takie pojecia jak: stopien swobody, wezel, element
i material przedstawiono sposob integracji opisanego
modelu z systemem komputerowym. Dokonano tego
poprzez rozszerzenie standardowych klas o nowe zmienne
i funkcje. Przyblizono klas¢ reprezentujaca material
hiperelastyczny opisywany za pomoca funkcji energii
wilasciwej odksztatcenia.

W klasie elementu energetycznego zamieszczono
uniwersalng funkcj¢ obliczajaca jego energic wlasciwa
odksztalcenia oraz funkcjg obliczajaca jego energig
odksztatcenia. Nastegpnie wydziedziczono klasg
reprezentujaca opisany w pracy element energetyczny,
w ktorej przedefiniowano funkcje¢, dzigki ktorej obliczano
energi¢ odksztalcenia tego elementu.

Przyblizono rozszerzona klas¢ wezta, w ktorej
zaproponowano metod¢ obliczajaca jego nowa pozycje,
niezaleznie od ilosci i rodzaju elementow otaczajacych
wezel, oraz liczby jego stopni swobody.

Z wykorzystaniem wybranej funkcji energii wiasciwej
odksztalcenia przedstawiono prosty numeryczny model
ciata stalego wykonanego z materiatu hiperelastycznego
poddanego duzym odksztalceniom.

Zaleta rozwiazan, ktore zaproponowano, sa: tatwos¢
zastosowania w celu rozszerzenia istniejacych systemow
MES o elementy skonczone modelowane energetycznie,
zgodno$¢ z uznanymi $wiatowymi rozwigzaniami, a takze
czytelno$¢, zwiezto§¢, uniwersalno$¢ oraz szybkosé
wykonywania kodow.
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EXTENSIBILITY OF OBJECT-ORIENTED FINITE
ELEMENT CLASS SYSTEM WITH A CONCEPTION
OF FINITE ELEMENT BASED ON A STRAIN ENERGY
DENSITY FUNCTION.

Abstract: The main purpose of this article is a presentation
of the computational method of finite element based on a strain
energy density function and its implementation in an object—
oriented environment. The original adaptation of the nonlinear
finite element is introduced. The different use of the finite element
is basing on the old-style framework of classes. Properties
of a material are modeled with the modified strain energy density
function. The local relaxing procedure is introduced as a solving
method implemented in C++ language. The application of the
proposed finite element is exposed on the example
of computational object made of nearly incompressible
hyperelastic material.



