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Streszczenie: W pracy przedstawiono analiz¢ poréwnawcza wybranych modeli obliczeniowych ptyt warstwowych,
zgodnych z koncepcja zastepczego modelu jednowarstwowego (Equivalent Single Layer - ESL). Rozwazono trzy modele
bazujace na teorii §cinania pierwszego rzedu: dwa modele autorskie oraz model paneli laminowanych dostgpny w systemie
MSC/NASTRAN. Zréznicowanie modeli wynika z odmiennego podej$cia do tzw. korekty $cinania. Przeprowadzono
obliczenia dla szeregu przyktadéw testowych dostgpnych w literaturze. Jesli byto to mozliwe, dokonano poréownan z innymi
modelami typu ESL, zwlaszcza bazujacymi na teorii $cinania wyzszych rzedow. Analizg ograniczono do statyki liniowe;.

1. WPROWADZENIE

Przedmiotem rozwazan sa modele obliczeniowe
stosowane w liniowej analizie ptyt laminowanych
zbudowanych na drodze idealnego potfaczenia kilku lub
kilkunastu warstw. Najpopularniejszymi odmianami ptyt
warstwowych sa phity sandwiczowe oraz kompozyty
laminowane. W skali makroskopowej obydwie odmiany
mozna potraktowac jako plyty anizotropowe, przyjmujac
do ich analizy zastgpcze modele jednowarstwowe (ESL),
w ktorych wilasno$ci mechaniczne warstwy zastgpczej
sa wypadkowa parametrow poszczegblnych warstw.
Bardziej zaawansowanymi dwuwymiarowymi modelami
obliczeniowymi sa dyskretne modele wielowarstwowe
(Layer-Wise — LW), w ktorych bezposrednio uwzglednia sig
warstwowa struktur¢ laminatu, co powoduje niestety,
ze liczba niewiadomych zalezy od liczby warstw.
Najbardziej zaawansowane modele trojwymiarowe
charakteryzuja si¢ jeszcze wigksza liczba niewiadomych,
dlatego ich zastosowanie jest praktycznie ograniczone
do analizowania  wyselekcjonowanych  fragmentow
konstrukcji, w ktorych ze wzgledu na istotne zaburzenia
(np. potaczenia z innymi obiektami) taka szczegdtowa
analiza jest niezbgdna.

Liczne przyktady w literaturze wykazuja, ze mimo
do$¢ ostrych zatozen upraszczajacych, modele ESL okazuja
si¢ czesto bardzo efektywne w analizie ptyt warstwowych
w skali makro, tj. np. przy obliczaniu ugi¢¢ czy obciazen
krytycznych. Niewatpliwa zaleta modeli ESL, z punktu
widzenia obliczen numerycznych, jest niezalezna od liczby
warstw liczba stopni swobody.

W pracy przetestowano kilka wybranych zastgpczych
modeli jednowarstwowych, w tym takze model dostgpny
w programie MSC/Nastran. Prezentowane wyniki sa
zestawione — tam gdzie to mozliwe — z rezultatami bardziej
zaawansowanych modeli, gléwnie wielowarstwowych
bazujacych na teoriach $cinania wyzszych rzgdow.

2. ZASTEPCZE MODELE JEDNOWARSTWOWE

Plyty warstwowe znamionuje skokowa zmienno$é
parametrow materiatlowych w przekroju plyty, jak rowniez
znaczna odksztalcalno$¢ poprzeczna materialow warstw.
Cechy te powoduja, ze pod wplywem obciazenia przekroje
plyty przyjmuja postac linii tamanej, co okresla si¢ czgsto
mianem efektu  zig-zag. Istotnym  problemem
w modelowaniu plyt uwarstwionych jest spelnienie
warunkow ciaglo$ci naprgzen poprzecznych na granicach
warstw. Opisanie zachowania tak ztozonych struktur przy
pomocy zastgpczego modelu jednowarstwowego zwiazane
jest zatem ze znacznym uproszczeniem, ktore moze istotnie
ograniczy¢ doktadno$¢ uzyskiwanych wynikow.

Wigkszo$¢ zastgpczych modeli jednowarstwowych
bazuje na teorii $cinania pierwszego rzgdu (First Order
Shear Deformation — FOSD), w ktorej przyjmuje si¢
liniowa na  wysokosci  deformacj¢  przekrojow
poprzecznych. Zaleta takiego podejscia jest niewielka
liczba tatwo interpretowalnych fizycznie stopni swobody.
Powazna wade stanowi natomiast staly na wysokosci
rozkltad  odksztalcen  postaciowych w  warstwach,
co utrudnia spehlnienie warunkow rownowagi na ich
granicach. W przypadku standardowych sformutowan
przemieszczeniowych modele FOSD wymagaja
specjalnych procedur obliczania sztywno$ci $cinania
poprzecznego lub wprowadzenia wspotczynnikéw korekty
$cinania (Jemielita, 2002).

Istnieja tez podejscia, w ktorych podstawa jest teoria
$cinania wyzszego rzedu (Higher Order Shear Deformation
— HOSD). Zaktadana tu nieliniowa deformacja przekroju
wydaje si¢ bardziej odpowiednia dla osrodka warstwowego
niz liniowa w FOSD. Eliminuje ona potrzebg stosowania
wspotczynnikow  korekty  $cinania. Warto  jednak
podkresli¢, ze modele bazujace na HOSD charakteryzuje
wigksza niz podejscia wychodzace od FOSD liczba stopni
swobody, czegsto o nieokreslonej interpretacji fizycznej
oraz, ze w przypadku najchetniej stosowanych w analizie
MES  sformulowan przemieszczeniowych,  warunki
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rownowagi na granicach warstw nadal pozostaja
niespetnione.

3. ANALIZOWANE MODELE

W pracy porownywane sa podejscia wychodzace
od FOSD jak i HOSD. W przypadku modeli HOSD
ograniczono si¢ jedynie do cytowania wynikow z literatury,
natomiast w celu poréwnania modeli FOSD prezentuje si¢
réwniez wyniki analizy wiasnej, w ktorej zastosowano dwa
modele autorskie oraz pakiet MSC/Nastran. Szczegblnie
interesujace wydaje si¢ porownanie modeli FOSD z ro6znie
przyjetym  sposobem modyfikacji czlonu $cinania
W macierzy sztywnosci.

3.1. Modele wykorzystane w obliczeniach

W przyjetych  modelach  pomijamy  efekt
poprzecznego rozciggania oraz zaktadamy, ze materiat
pojedynczej warstwy wykazuje wlasnosci ortotropowe
w uktadzie osi materiatowych a, b1 c:
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gdzie: s=1-v,vp,; E, oraz E, reprezentuja odpowiednie
moduty Younga, v, 1 v, - wspotczynniki Poissona, G,
Gy, G., - moduly $cinania. Wspolczynnik korekcyjny x
redukuje sztywnos$¢ odksztalcenia poprzecznego warstwy,
podobnie jak w znanych modelach ptyt jednorodnych
Mindlina (x = 77/12) czy Reissnera (x = 5/6).

Przyjmujac pewien kat obrotu osi materialowych
a i b, wzgledem osi X 1 X; jak na rys. 1, ogdlny zwiazek
konstytutywny pomigdzy napr¢zeniami i odksztalceniami
wyrazonymi w ukladzie osi x; zapisa¢ mozna nastgpujaco:
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Calkujac po grubosci plyty naprezenia poprzecznego
$cinania otrzymamy odpowiednie sktadowe sit tnacych
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gdzie wspolczynniki a; reprezentuja globalna sztywnos¢
$cinania poprzecznego catego laminatu:

h

a = J.cijdx3, i=4,5. )

_h

Rys. 1. Orientacja osi materialowych

W modelach opartych na sformutowaniu FOSD sztywnos$¢
(5) nalezy skorygowac, np. przez wprowadzenie w zwiazku
(4) globalnych wspotczynnikéw korekcyjnych (Whitney,
1973; Vlachoutsis, 1992)
{QZ3}_|:(k23)2a44 (k23k13)a45]{723} ;
Q3] [Uhaskindags  (ki3)’ass |1731)° ©
lub ewentualnie przez zmodyfikowanie sposobu obliczania
wspotczynnikow a;; (Rolfes i Rohwer, 1997).

Punktem wyj$cia do obliczenia skorygowanej
sztywno$ci  $cinania  poprzecznego jest najczesciej
poréwnanie energii tego stanu, obliczanej raz jako
scatkowana praca napr¢zen stycznych na odksztalceniach
postaciowych, a nastgpnie jako praca sily tnacej
na usrednionym w przekroju kacie odksztalcenia
postaciowego. Niewiadome naprezenia styczne uzaleznia
si¢ tu na ogdt od naprgzen normalnych wykorzystujac
lokalne réwnania réwnowagi. Zroéznicowanie podejsé
uwarunkowane jest dalszymi zatozeniami i uproszczeniami.
W zastosowanym w obliczeniach programie MSC/Nastran
wyznaczane s poszczegolne  skladniki  macierzy
globalnych moduléw S$cinania (2x2) przy zalozeniu
zginania  cylindrycznego  plyty (MSC/NASTRAN
Encyclopedia, 1996). Przyjmuje si¢ przy tym szereg
dodatkowych uproszczen, ktore odpowiadaja rozprze¢zeniu
dwukierunkowej pracy ptyty na dwa niezalezne modele
typu ,,belkowego”. Schemat takiego postgpowania zostat
nakreSlony w 1973 roku przez Whitney’a (1973),
a nastgpnie rozwinigty przez Vlachoutsis’a (1992), ktory
podat zamknigte formuly na globalne wspotczynniki
korekcyjne oddzielnie dla kazdej z dwoch plaszczyzn
poprzecznego $cinania, obliczane przy zatozeniu zginania
walcowego, jednak z  uwzglednieniem  wplywu
wspotczynnika Poissona. Podobna taktyke zastosowali
Rolfes i Rohwer (1997) wyznaczajac macierze (2x2)
zastgpczych sztywno$ci S$cinania poprzecznego; warto
podkresli¢, ze w rownaniach rownowagi uwzglednili oni
napr¢zenia styczne w plaszezyznie plyty (o)), jednak
zaktadajac rozprzgzenie momentdow w dwoch kierunkach,
takze oni nie ujgli w pelni dwukierunkowej pracy plyty.
Analogiczne podej$cie odnalezé mozna w pracy Jemielity
(2002), ktory w swojej teorii plyt Sredniej grubosci



wprowadzit az 9 korekcyjnych wspotczynnikoéw Scinania.

Nalezy zauwazyé, ze wykorzystanie innej postaci
stabej problemu brzegowego niz najczeéciej stosowana
zasada przemieszczen wirtualnych, np. naprezeniowego lub
mieszanego sformutowania wariacyjnego, pozwala przyjac
niezalezna od przemieszczen interpolacj¢ naprezen
poprzecznych w przekroju. Umozliwia to zalozenie
praktycznie dowolnych, w tym zréwnowazonych
na granicach warstw, profili napr¢zen poprzecznych. Warto
dodaé, ze zupelnie wystarczajace sa sformulowania
mieszane, w ktorych niezaleznie od przemieszczen
interpolowane sa jedynie sktadowe naprezeniowe zwiazane
Z poprzecznym S$cinaniem i ewentualnie rozciaganiem.
Popularna jest tu zmodyfikowana zasada wariacyjna
Reissner’a, tzw. Reissner’s Mixed Variational Theorem
(RMVT) (Carrera, 2001), zgodnie z ktora energia
odksztatconej ptyty dana jest nastgpujaco:

NL
W =[O [ b0 i+l +dols-@o—emndndas (D
A k=lp,

gdzie e-odksztalcenia, o-naprgzenia, k-numer warstwy,
N;- liczba warstw, A-pole powierzchni srodkowej, indeksy
b, s oznaczaja odpowiednio zginanie i $cinanie, a indeks H
wyroéznia wielkosci obliczane zgodnie z prawem Hooke’a.
Podkreslmy, ze naprezenia poprzecznego Scinania w (7)
dane sa dowolnym rozkladem w kierunku grubosci
warstwy. Pierwszy skladnik sumy w  wyrazeniu
podcatkowym stanowi energi¢ zwiazana ze zginaniem
ptyty, drugi jest energia S$cinania poprzecznego. Trzeci
czton natomiast jest dodatkowym warunkiem minimalizacji

funkcjonatu
i wyraza zgodno$¢ naprezen poprzecznych na granicach
warstw. Pozwala on  wyeliminowa¢ niewiadome

naprgzeniowe poprzez uzaleznienie ich od przemieszczen.
Finalny model posiada jedynie kinematyczne stopnie
swobody. Wprowadzony w (7) warunek zgodnosci
napr¢zen pelni wige podobna funkcj¢ do opisanych
wczesniej wspotczynnikéw korekcyjnych (Carrera, 2001).

3.2. Modele zastosowane w analizie wlasnej

Zastosowane w obliczeniach modele autorskie ptyt
laminowanych oraz model dostgpny w programie
MSC/Nastran bazuja na teorii $cinania pierwszego rzedu
(FOSD). Modele autorskie rozréznia przede wszystkim
posta¢ sformutowania stabego problemu brzegowego.

Pierwsze podejscie  (Fc) jest standardowym
sformutowaniem przemieszczeniowym o 5 stopniach
swobody; bazuje na zasadzie przemieszczen wirtualnych
i jako takie wymaga procedur korygujacych czton macierzy
sztywnoS$ci zwiazany ze $cinaniem. Dokonujac korekty na
kilka sposobow uzyskano nastgpujace warianty modelu
FSD:

e FcO0 — przyjeto lokalny wspotczynnik korekcyjny
$cinania x =5/6 dla kazdej z warstw (Kreja i inni,
1997);

e Fcl — zastosowano globalne wspotczynniki korekcyjne
$cinania dla catego przekroju, ich wartosci obliczono
zgodnie z propozycja Vlachoutsis’a (1992);
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e Fc2 — zastosowano globalne wspdtczynniki korekcyjne
Scinania dla catego przekroju, ich wartosci liczbowe
przyjeto ze wskazanych zrodet literatury;

e Fc3 — zastosowano globalne wspdtczynniki korekcyjne
Scinania dla catego przekroju; wartosci
wspotczynnikow obliczono zgodnie z podejsciem
opisanym przez Rolfes’a i innych (1997);

e Fc4 — zastosowano lokalny wspotczynnik korekcyjny
$cinania x =1 dla catego przekroju (‘czysta’ teoria
FOSD bez korekty sztywno$ci Scinania poprzecznego).
W drugim modelu autorskim (ZZ-IC) (Sabik i Kreja,

2006) pigcioparametrowe pole przemieszczen FOSD

wzbogacono dwoma stopniami swobody D; i D, (Sabik

i Kreja, 2006; Carrera, 1998):

U; (0, %0,%3) = 43 (51, 3) + 01001, 00) + (<1 - & - Dy (3, x,),
i=1,2 3

W (x1,%2,%3) = w(x), %)

Rozktad dodatkowych stopni w kierunku grubosci
ptyty dany jest funkcja typu zig-zag Murakami’ego
(Carrera, 1998). Posta¢ slaba w modelu stanowi zasada
wariacyjna (7). Poniewaz we wszystkich podejsciach efekt
poprzecznego rozciagania jest pomijany, narzucany rozktad
naprezen w ZZ-1C dotyczy jedynie sktadowych zwigzanych
z poprzecznym S$cinaniem. Przyjgto  paraboliczny
na wysokosci warstwy rozklad sktadowych o3 1 653 (Sabik
i Kreja, 2006; Carrera, 1998). Po eliminacji niewiadomych
napregzeniowych elementy skonczone posiadaja
7 kinematycznych stopni swobody w wezle.

4. PRZYKLADY NUMERYCZNE

W obliczeniach z wykorzystaniem programéw
autorskich stosowano 9-weztowy element
izoparametryczny z interpolacja Lagrange’a. Ze wzgledu na
efekt blokady (shear locking) na etapie obliczen macierzy
sztywnos$ci  niezbedna  byla technika calkowania
selektywnie zredukowanego. W programie MSC/Nastran
dyskretyzacj¢ przeprowadzono przy pomocy elementow
4-wezlowych QUAD4. Zakres analizy ograniczony
jest do statyki liniowej.

4.1. Swobodnie podparta plyta cross-ply (0/90/0)

Przyktad zaczerpnigto z pracy Reddy’ego (1984).
Analizowane jest maksymalne ugigcie kwadratowej,
swobodnie podpartej trojwarstwowe] plyty cross-ply
(0/90/0) pod obciazeniem réwnomiernym ¢ dla réznych
proporcji a’h, gdzie a - dlugos¢ boku ptyty, 4 - catkowita
grubos¢ plyty. Wszystkie warstwy maja jednakowa
grubo$¢. Przyjeto parametry materialowe: E\/E, =25,
Glz/Ez = G]}/Ez = 05, G23/E2 = 02, Vi = 0.25. W pracy
zastosowano nastepujaca normalizacj¢ wynikow:

w*:w~(m~E2h3/qa4), )
gdzie m przyjmuje rozne warto$ci w zalezno$ci od zadania;
w tym przyktadzie m=10. Przyklad ten jest klasycznym

benchmarkiem analizowanym m.in. w pracach (Carrera
i Ciuffreda, 2005; Carrera i Demasi, 2002; Kong i Cheung,
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1995; Sheikha 1 Chakrabartib, 2003). W ponizszych
tabelach przedstawiono wyniki analizy wilasnej (tab. 1),
oraz rozwiazania dost¢gpne w literaturze (tab. 2). Warto
dodac, ze nie wszystkie cytowane wyniki uzyskano metoda
elementow skonczonych, totez informacje¢ o siatce
elementow dla tych rezultatéw pomija sig.

W tab. 2 uzyto nastgpujacych oznaczen: HOSD 3
— model teorii $cinania trzeciego rzedu, LM3 — dyskretny
model warstwowy, w ktorym wykorzystano zasadg
wariacyjna (7), a rozktad przemieszczen 1 naprgzen
poprzecznych w warstwie opisano wielomianem trzeciego
stopnia oraz uwzgledniono efekt poprzecznego rozciagania.
W nawiasach okraglych podano numer pozycji w spisie
literatury, z ktorej wyniki zostaty zaczerpnigte.

Tab. 1. Znormalizowane ugigcie w* swobodnie podpartej plyty
cross-ply (0/90/0), analiza wlasna, ¢wiartka plyty

FcO Fcl Fc3 Fc4 ZZ-I1C | Nastran
4x4 4x4 4x4 4x4 4x4 10x10

10 | 1.0220 | 1.1677 | 1.1676 | 0.9642 | 1.1545 | 1.1693
20 | 0.7577 | 0.7968 | 0.7968 | 0.7426 | 0.7948 | 0.7972
50 | 0.6818 | 0.6882 | 0.6882 | 0.6793 | 0.6871 | 0.6877
100 | 0.6697 | 0.6713 | 0.6713 | 0.6691 [ 0.6713 | 0.6718

a/h

Tab. 2. Znormalizowane ugigcie w* swobodnie podpartej plyty
cross-ply (0/90/0), rozwiazania odniesienia

HOSD 3] FOSD | LM3 | LM3 [HOSD 3[HOSD 3
(10) (10) “) 3) 13) (6)

10 | 1.0900 | 1.0219 | 1.1541 | 1.1593 | 1.0910 | 1.0898

20 | 07760 | 0.7573 | - - o763 | -

50 | 0.6838 | 0.6807 [ - - | 0.6841 -

100 | 0.6705 | 0.6697 | 0.6713 | 0.6743 | 0.6708 | 0.6699

a/h

Model LM3 ze wzgledu na swe rozbudowanie moze
by¢ traktowany jako podejScie quasi 3D i stanowié
rozwigzanie odniesienia w tym przykladzie, mimo,
ze rezultaty nim otrzymane znane sa jedynie dla ptyt
o proporcjach a/h=10 i1 a/h=100. Latwo bowiem
zauwazy¢ w tab. 1 i tab. 2, ze wraz ze wzrostem a/h réznice
migdzy wynikami z poszczegdlnych modeli maleja.
Niezaleznie od zastosowanego podejscia dla najcienszej
z badanych plyt otrzymano praktycznie identyczna warto$¢
ugigcia. Bardziej zrdéznicowane sa wyniki dla plyt
grubszych, w przypadku ktorych efekt $cinania
poprzecznego zaczyna odgrywaé znaczniejsza rolg.
Uzasadniona  jest zatem ocena efektywnosci
poszczegdlnych modeli jedynie na podstawie wynikow dla
ptyty umiarkowanie grubej (a/h=10), dla ktorej
dysponujemy rozwiazaniem quasi 3D. Mozna zauwazyc¢,
ze najmniej efektywny jest model ‘czystej’ teorii $cinania
pierwszego rzedu (Fc4), nieco lepsze sa modele, w ktorych
zastosowano lokalne wspotczynniki korekcyjne (FcO
i FOSD (10)), nastgpnie podejscia zgodne z teoria $cinania
WYZSZego rzedu (HOSD _3). Zdecydowanie
najskuteczniejsze jednak okazuja si¢ modele bazujace na
FOSD, w ktorych ‘ulepszono’ czlon macierzy sztywnosci
zwiazany ze Scinaniem. Najwigksza zgodno$¢ z podejsciem
LM3 wykazuje model ZZ-IC. Modele Fcl, Fc3 oraz
Nastran zawyzaja nieco warto$¢ ugigcia, co moze wynikac
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z rozprzezenia w ich sformutowaniu dwukierunkowej pracy
pyty.

4.2. Swobodnie podparta plyta sandwicz

Przyktad zaczerpnigto z pracy (Carrera i Ciuffreda,
2005). Porownywane sa wyniki maksymalnych ugigé
kwadratowej ptyty sandwiczowej zbudowanej z trzech
warstw dla réznych proporcji a/h. Plyta jest swobodnie
podparta i obcigzona ci$nieniem réwnomiernym g. Dane
okladek: ho = Olh, E[/Ez = 25, G[z/Ez = G13/E2 = 05,
Gy/Ey,=0.2, v;;=0.25. Dane wypehienia: #, =0.84,
El/Ez = 1, G13/E2 = G23/E2 = 006, Glz/Ez = 0016,
v, =0.25. Przyjeto normalizacjg¢ wynikow wg wzoru (9)
z mnoznikiem m=100. Tab. 3 ilustruje rezultaty obliczen
wlasnych oraz rozwiazanie odniesienia uzyskane przy
zastosowaniu modelu LM4 (Carrera i Ciuffreda, 2005),
gdzie LM4 jest podejsciem podobnym do LM3 jak w 4.1,
z tym, ze w LM4 przyjeto wielomian czwartego stopnia
do interpolacji przemieszczen i napr¢zen poprzecznych
w warstwie. Wyniki z tego modelu przyjeto za rozwiazania
odniesienia. Analiza wynikow otrzymanych w tym
przyktadzie potwierdza wnioski z zadania poprzedniego.
Tym razem jednak model Fc3 daje rozwiazanie blizsze
ZZ-1C1iLM4.

Tab. 3. Znormalizowane ugigcie w* swobodnie podpartej ptyty
sandwicz, ¢wiartka plyty

LM4 | FcO Fcl Fc3 Fc4 |ZZ-1C| Nastran
(4) 4x4 4x4 4x4 4x4 | 4x4 | 10x10

4 110.68216.5601|11.0060 | 10.6080 [5.7287(10.698| 11.0259
10 | 3.083 |2.1823( 3.0944 | 3.0023 |2.0301( 3.087 | 3.0994
100 | 1.262 |1.2517| 1.2621 | 1.2610 [1.2501 1.262 | 1.2517

a/h

4.3. 3-warstwowa swobodnie podparta plyta sandwicz

Rozwazane sa dwa warianty trojwarstwowej
swobodnie podpartej ptyty sandwiczowej pod obciazeniem
rownomiernym ¢ =6.895 kPa. Rozpigto§¢ boku plyty
wynosi a=0.254 m. W pierwszym wariancie materiaty
warstw sa izotropowe, natomiast w wariancie drugim
— ortotropowe. Grubo$¢ oktadek wynosi 4, =0.7112 mm,
a wypehienia /,=19.05 mm. Parametry materialowe
dla wariantu materialéw izotropowych: oktadki (MATizol)
~E=6.895'10" kPa, G =2.652:10" kPa, v=0.3;
wypetnienie (MATizo02)-E = 0.689 kPa, G = 2.068-10° kPa,
v=0.3. W wariancie materialow ortotropowych: oktadki
(MATortol) — E,=6.895-10"kPa, E,=2.758-10" kPa,
via=0.3, Gp=Gp;=Gy=129310" kPa; wypelienie
(MATOl’tOz)-El = Ez =0.689 kPa, V12:0.3, G12 =0.689 kPa,
Gy;=827410"kPa,  G;3=2.06810°kPa.  Przyktad
zaczerpnigto z pracy (Mawenya i Davies, 1974), gdzie
przedstawiono rozwigzania otrzymane dla dyskretnego
sformutowania wieclowarstwowego (Layer-Wise Theory)
przy zastosowaniu metody elementéw skonczonych,
a takze szeregébw Fouriera. Wyniki obliczen maksymalnych
ugie¢ dla obydwoch wariantow materialowych zawiera
tab. 4.

Analizowana w przykladzie plyta jest stosunkowo
gruba (a/h=12.4). Przy tej grubosci wplyw $cinania
na ugigcie jest znaczny, co ttumaczy duze btedy wynikow



otrzymanych modelami Fc4 oraz Fc0. Porownanie
rezultatbw  uzyskanych tymi modelami wskazuje,
ze stosowanie lokalnych wspdtczynnikéw korekcyjnych
dla poszczegdlnych warstw jest mato efektywne. Wyniki
uzyskane przy zastosowaniu modeli o ‘ulepszonym’ opisie
$cinania sa znacznie lepsze i zblizone do siebie. Tym razem
model ZZ-IC i Fcl daja identyczne rezultaty. Poréwnujac
do LWT (Mawenya i Davies, 1974) najwigksza warto$¢
ugigcia otrzymano programem MSC/Nastran. Podejscie
Fc3 nieco odbiega od pozostatych rozwiazan.

Tab. 4. Maksymalne ugigcie 3-warstwowych plyt sandwicz
[mm], ¢wiartka ptyty

Model Wariant izotropowy | Wariant ortotropowy

LWT (8) 0.01880 0.03099
Fourier (8) 0.01880 0.03124
Nastran (10x10) 0.01885 0.03111
Fc0 4x4 0.01189 0.02179
Fcl 4x4 0.01867 0.03104
Fc3 4x4 0.01811 0.03020
Fc4 4x4 0.01173 0.02146
ZZ-1C 4x4 0.01867 0.03104

4.4. 5-warstwowa swobodnie podparta plyta sandwicz

Podobnie jak poprzedni przyklad, zadanie to takze
zaczerpnigto z pracy (Mawenya i Davies, 1974). Tym
razem analizowane jest ugigcie srodka pigciowarstwowej
plyty  sandwiczowej dla  wariantéw  materialow
izo- 1 ortotropowych. Rozpigtos¢ ptyty, obciazenie
oraz dane materialowe sa identyczne jak w zadaniu 4.3.
Warstwy o numerach nieparzystych maja grubo$é
h,=0.508 mm i wykonane sa materiatdbw odpowiednio
MATizol i MATortol w zalezno$ci od wariantu zadania,
natomiast wysoko$¢ warstw parzystych zbudowanych
z MATizo2 i MATorto2 wynosi - £, =10.16 mm. Wyniki
analizy zawiera tab. 5. Wnioski z analizy tego przykladu
sa identyczne jak w zadaniu 4.4. Podsumowujac zadanie
4.3 i 4.4 warto podkresli¢, ze rozktad efektywnosci modeli
ksztaltuje si¢ w obydwoch wariantach — izotropowym
i ortotropowym - tak samo. Lokalna ortotropia i zwiazany
Z nig sposob pracy warstw nie maja wptywu na skutecznosc¢
badanych podejs¢. Uzasadnia to stosowanie modeli ESL
w analizie przemieszczen kompozytow laminowanych.

Tab. 5. Maksymalne ugigcie 5-warstwowych plyt sandwicz
[mm], ¢wiartka ptyty

Model Wariant izotropowy | Wariant ortotropowy

LWT (8) 0.02037 0.03404
Fourier (8) 0.02035 0.03378
Nastran 10x10 0.02042 0.03416
Fc0 4x4 0.01394 0.02565
Fcl 4x4 0.02014 0.03409
Fc3 4x4 0.01961 0.03335
Fcd 4x4 0.01379 0.02535
77-1C 4x4 0.02014 0.03409

4.5. 9-warstwowa symetrycznie uwarstwiona plyta
cross-ply

W  zadaniu analizowana jest symetrycznie
uwarstwiona 9-warstwowa kwadratowa plyta cross-ply
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(0/90/0/90/0/90/0/90/0)  dla  wariantu  swobodnego
podparcia i utwierdzenia. Plyta jest poddana dziataniu
obcigzenia roéwnomiernie rozlozonego ¢. Przyktad
pochodzi z pracy (Zhang i Kim, 2004). Suma grubosci
warstw o orientacji wiokien 0° jest identyczna z suma
grubosci warstw o orientacji 90°. Warstwy o tej samej
orientacji maja identyczne grubosci. Dane materiatlowe':
E =310, E,=0.75-10°, G2 = G3=0.45-10°,
G23:0.375~106, vi2=0.3. Przeprowadzono analizg
maksymalnego ugigcia dla réznych proporcji A/a. Wyniki
znormalizowano wg wzoru (9) z mnoznikiem m=1000.
Rezultaty wlasne zestawiono w tab. 6 i tab. 8. Rozwiazania
dostepne w literaturze zawieraja tab. 7 i tab. 9.

Tab. 6. Znormalizowane ugiecia w" 9-warstwowej plyty cross-ply
swobodnie podpartej, ¢wiartka plyty, wyniki wtasne

W FcO Fcl Fc2? Fc3 Fc4 |ZZ-IC| Nastran
a 8x8 8x8 8x8 8x8 8x8 8x8 10x10

0.1 16.1218[6.1595]5.8410[6.1588(5.8483]5.9138| 6.1652

0.01 |4.4883]4.4885]4.4854 [4.4885[4.4855[4.4862| 4.4908

0.001 14.471814.4718(4.4718 |4.471814.4718|4.4718| 4.4737

0.0001[4.4716(4.471614.47164.4716 |4.4716|4.4716| 4.4733

W  zadaniu analizowane sa plyty cienkie oraz
umiarkowanie gruba (h/a=0.1). W tab. 6 i tab. 8 mozna
zauwazy¢, ze w zakresie analizy plyt cienkich
w obliczeniach wiasnych otrzymano bardzo zblizone
wyniki, zwlaszcza dla h/a=0.01 1 A/a=0.001. Pewne
odchylenia wykazuja rezultaty z programu MSC/Nastran.
Wyniki dla badanych plyt cytowane z literatury w tab. 7
i tab. 9 nieznacznie odbiegaja od rozwiazan wlasnych.
Roznice nie sa jednak znaczne i wynikaja zapewne z rdznic
sformutowan zastosowanych elementéw skonczonych.

Tab. 7. Znormalizowane ugigcia w" 9-warstwowej plyty cross-ply
swobodnie podpartej, rozwiazania z literatury

Wa Rozwiazanie dokladne | RDKQL-20 | HLCTS'
(17) (17 (14)
0.1 5.8500 5.851 7.4053
0.01 4.4900 4.488 4.4897
0.001 4.4700 4.475 4.4602
0.0001 4.4700 4.475 -

Tab. 8. Znormalizowane ugigcia w" 9-warstwowej plyty cross-ply
utwierdzonej, ¢wiartka plyty, wyniki wlasne

W FcO0 | Fel | Fe2? | Fe3 | Fed4 |ZZ-1C| Nastran
a 8x8 8x8 8x8 8x8 8x8 8x8 10x10

0.1 ]2.5892(2.6455]2.3233[2.6450(2.3191]2.3782| 2.6535

0.01 [0.9662[0.9664]0.9632|0.9664 [0.9634]0.9641| 0.9719

0.001 10.9494(0.9494 [ 0.949410.9494 10.9494]0.9494| 0.9544

0.0001]0.9492{0.949210.9492 | 0.9492 10.9492]0.9493| 0.9540

Tab. 9. Znormalizowane ugigcia w" 9-warstwowej plyty cross-ply
utwierdzonej, rozwiazania z literatury

wa | RDKQL-20 HLCTSY
a7 (14)
0.1 2.351 3.8857
0.01 [ 09832 0.9536
0.001 | 0.9695 0.9148
0.0001]  0.9694 -

' W pracy (Zhang i Kim, 2004) podano dane bez jednostek.
? Wartoé¢ wspotczynnikow korekcji $cinania poprzecznego przyjgto
za (Zhang i Kim, 2004).
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Istotne rozbieznosci wynikow pojawiaja si¢ dla plyt
umiarkowanie grubych. Najwigksze ugigcia otrzymano
modelami Fcl, Fec3, Nastran oraz, co jest warte
podkreslenia, Fc0. Jak wynika z poréwnania modeli FcO
i Fc4, w tym przykladzie zastosowanie lokalnych
wspolczynnikéow korekcyjnych wpltywa dos¢é znacznie
na zmian¢ wyniku. Dla wariantu swobodnego podparcia
badanej plyty dysponujemy rozwiazaniem dokladnym,
cytowanym z pracy (Zhang i Kim, 2004). Niestety, w
zroédle nie podano informacji na temat jego pochodzenia.
Zgodno$¢ tego rozwiazania dla przypadku plyty
umiarkowanie grubej z wynikiem modelu Fc4 poddaje jego
‘doktadnos¢’ w watpliwos¢. Nalezy tez zauwazyC, ze
Zhang i Kim (2004) nie przedstawili sposobu wyznaczenia
warto$ci globalnych wspdtczynnikéw korekcji $cinania,
ktore przyjeto w modelu RDKQL-20 (i powtorzone pdzniej
w Fc2). Warto zaznaczy¢, ze model ZZ-IC daje wyniki
na poziomie posrednim z wszystkich zastosowanych
podejsé.

5. PODSUMOWANIE

W pracy zaprezentowano kilka zastgpczych modeli
jednowarstwowych wykorzystywanych w analizie ptyt
laminowanych. Szczegodlna uwagg zwrocono na sposoby
opisu $cinania w modelach bazujacych na zatozeniach
teorii $cinania pierwszego rzedu. Poddano dyskusji kilka
mozliwosci tzw. korekty Scinania charakterystycznej dla
tego typu modeli, poczawszy od zastosowania lokalnych
wspotezynnikow korekcyjnych poprzez réznie kalkulowane
wspotczynniki globalne w modelach o sformutowaniu
przemieszczeniowym, az po przyjecie odpowiedniego
sformutowania slabego  dopuszczajacego niezalezna
od przemieszczen interpolacje napr¢zen poprzecznych.
W celu poréwnania skutecznosci wymienionych metod
korekcyjnych przeprowadzono analiz¢ numeryczna kilku
przyktadoéw z zastosowaniem dwoch programoéw autorskich
oraz pakietu komercyjnego MSC/Nastran. Analize
ograniczono do statyki liniowej. W obliczeniach stosowano
9-wezlowy izoparametryczny eclement Lagrange’a oraz
4-weztowy element powlokowy QUAD4  dostgpny
w programie MSC/Nastran. Otrzymane wyniki poréwnano
z rozwigzaniami dostgpnymi w literaturze.
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ANALYSIS OF LAMINATED PLATES USING
EQUIVALENT SINGLE LAYER MODELS

Abstract: The aim of the paper is to evaluate the performance
of several equivalent single-layer models in the framework
of linear static analysis of multilayered plates. The effectiveness
of approaches based on the first-order as well as on the higher-
order shear deformation theories is discussed. Special attention
is paid to various techniques of shear correction, which is required
in the case of first-order shear deformation based models. To test
the efficiency of several shear correction methods, the authors
perform computations with their own programs and commercial
package MSC/Nastran.



