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Streszczenie: Otrzymano analityczne rozuwdanie zagadnienia przewodnictwa cieplnego i odpdmiego zagadnienia
quasi-statycznej termosgystasci dla uktadu tarciowego, zionego z podiza (potprzestrzeni) klizgajacej sk po jego
powierzchni ze statpredkoscia warstwy. Dla pary tarciowej aluminium—stal zbadawolucg i rozklad po gtbokdici
od powierzchni tarcia temperatur, strumieni ciepmyprzemieszcze

1. WPROWADZENIE

Wspdiczénie, formutowanie zagadniecieplnych tarcia
jest realizowane w dwéch wariantach. W pierwszym -
elementy pary tarciowej as umysinie rozdzielane
i na kadej z roboczych powierzchni zadawana
jest intensywn& strumieni cieplnych w takiej postaci,
zeby ich suma byla réwna mocy sit tarcia.
Wspétczynnik rozdzielenia strumieni cieplnych wyeza s¢
eksperymentalnie lub obliczagsta pomog empirycznych
wzorow (Block i Jaeger, 1942). Przy takich zaloiach
otrzymano  rozwizanie  zagadnienia  przewodnictwa
cieplnego tarcia dla podstawy z naniegioma jej

powierzchn¢ warstwy kompozytowy (Yevtushenko et al., Rys. 1.Schemat zagadnienia
2004, Matysiak et al., 2005) oraz zagadnienia poziictwa
cieplnego tarcia podczas hamowania dla ciata zojextim Pole temperatury w warstwig(z,) i poiprzestrzeni
lub kompozytow warstwg ochrgnra (Yevtushenko et.al., Tiz,) otrzymamy z rozwizania zagadnienia pagkowo-
2005a, 2005b). Rozktad _napen termlc;nych powstagy brzegowego przewodnictwa cieplnego:
pod wplywem nagrzewania impulsem cieplnym powienzch
warstwy pogczonej idealnie z poiprzestrzenizbadano T(z®) 10T(z
w pracy (Matysiak et al., 2007). = , 0<z<d, t=0, (1)
Drugi wariant formutowania zagadnig@rzewodnictwa 0z k ot
cieplnego tarcia przewiduje réwnoczesne ra@zanie
rownan przewodnictwa cieplnego i termospystaici 0T (zt) 10T (z
dla kazdego z elementdéw tarciowych oraz wyznaczenie . » <250, t20, (@)
. . L 0z k ot
intensywndci strumieni cieplnych (Johnson, 1985). !
Celem pracy jest rozwzanie w ramach drugiego aT
S ) T ; . aT
podefcia niestacjonarnego zagadnienia cieplnego tateia d K — -K—2 =fVpy t>0, (3)
uktadu warstwa-podice. 0z | o 0Z | 104
2. ZAGADNIENIE PRZEWODNICTWA CIEPLA TrOH=T00. t>0 @
_ N . To(dH)=0 t>0 (5)
Niech po powierzchni polprzestrzeni ze stal
predkoscia V $lizga sk w kierunku osiy warstwa Ti(zt) -0, z- -, t>0, (6)
o grubdci d (rys. 1). Na zewgtrznej powierzchni warstwy
oraz na nieskiiczondgci w poétprzestrzeni przytmno Ts(z0)=0, 0<z<d, T¢(z0)=0, -w<z<O0. @)
cisnienie p,, dziatapce w kierunku zgodnym z asiz. o
Na powierzchni kontaktz = 0, pod wplywem sit tarcia Z uwzgkdnieniem oznacze
generuj sie strumienie ciepta skierowane odpowiednio s K.t Vpod K, Tes
do wewnitrz elementdw pary tarcia. Wszystkie wiedkd Z:E, T:d_SZ’ To Rl KD:K—, TSE,'f = T;) , (8)
S S

i parametry odnosze s¢ do warstwy hdziemy oznacza
indeksami dolnymi ,s” a do péiprzestrzenif-
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Zagadnienie poatkowo-brzegowe
cieplnego (1) — (7) przyjmuje posta

przewodnictwa

a-I—S(ZZ'T):a-I;(Z'T),o<(<1,r> 0, 9)
a7 ar
T (¢, aT (¢,
'(ir):i '(Zr), —0<(<0,7>0, (20)
a7 kK®  oar
T O
Daa_zf _"aT; =1, 7>0 (11)
7=0- =0+
O =101, >0 (12)
THar =0 r>0 (13)
THC.1) - 0, ¢ - —0,7>0, (14)
THZ0)=0, 0<<1 THC0)=0, -w<{<0. (15)

Stosujc do zagadnienia nieustalonego przewodnictwa
cieplnego (9) — (15) transformacjcatkons Laplace’a
wzgledem liczby Fouriera f, otrzymano wartri
bezwymiarowych temperatur w warstwie i padio

THe T )_F > A'Ten(¢,7), 0s¢ <1, 720, (16)
o
. 2n+¢ | . 2n+2-¢
T (T :2\/? ierf —ierfg ——— ||,
n=0212......
TA(.T )—ﬁzN‘Tf n({.1), —0<{<0, 720, (18)
n=0
o_ o_
TP (¢, 1) = 247 ierf Zm/k_—Z —ierf M © (19)
2Jkr 2kr
n=02%2....
gdzie
-)"A",  0<A
A=l n) <1 (20)
1", -1<A<0,
£ KD Ke [k
-l<i=""<1, e=—==— | = (22)
+ \/ﬁ K \ k¢
Intensywndci strumieni cieplnych w warstwie
i pOtprzestrzeni:
qs(z,t)E—KS@,Oszsd, t=0,
z
ek, &Y <0, t20 2
= —o<Z< 2
as (z,t) =K PE z<0, )
z uwzgkdnieniem oznacze(8) przyjmy posta:
ds(zt) __0T(¢.1)
)= ,0€{ <1 r=0, 23
s(é.7) = oy Yo ¢ (23)
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qf (zt) KDaTP(Z,r)
a

Podstawiajc do wzoru (23) i (24) warkgoi temperatur

q7(¢,7) =

, —0<{<0,720. (24)

T'sf (16) — (19), otrzymano bezwymiarowe intensy¥gio
strumieni cieplnych:
Hder= A9S,(¢,1), 0= <1 120, 25
ds(¢.7) (1+)n§ dsn({.7), 0<¢ (25)
O 2n+¢ 2n+2-¢
Z,7)=erf +erfg ——— | ,n=012,..... , (26
qf(( )——ZAan n(( T) _°°<5501T201 (27)

1+ &) n=0

2k -7 @n+2WkP -7
an(Z,r)zerf ——|-er ,
" { 2Vkr ] { 2Vkr ] (28)

n=02%2,.....
Na powierzchni tarcid = 0 ze wzorow (25) — (28)
wynika, ze
N e 2n+2)_
Y (0,1)+q)(0,1) = Z_(:)/\ erfc{ ﬁj %/\ erf{?ﬁj
= erfc(0 Nerf Nerf =
erc()+z erc( \Ej Z_; erc( \Ej 1

czyli spetnienie warunku brzegowego (11).

Rozwhzanie (16) — (21) zagadnienia przewodnictwa
cieplnego (9) — (15) otrzymano dla przypadku zejowe
temperatury na powierzchii 1 warstwy (warunek brzegowy
(13)). Jeeli powierzchnia ta jest izolatorem cieplnym, tzn.

ot>
o7,

=0, 7>0, (29)

to rozwihzanie rowna przewodnictwa cieplnego (9) i (10),
z uwzgkdnieniem brzegowych i pogkowych warunkow
(12), (12), (14), (15) i (29), réwniema postéa (16) i (18),

gdzie:
. 2n+2-¢
fe) ————1|,
]( L H

Ts, ()= Zx/?{lerfc(
TEn(¢. 1) = Zﬁ{ierf{ 2n/k” - Z] {(2n+ 2)\/ﬁ —ZH’

2t (30)

2vk-r 20k r (31)
n=0212....
Odpowiednie intensywrgi strumieni cieplnych

obliczamy za pomacwzordw (25) i (27), gdzie:
0 2n+J¢ 2n+2-¢
J, 1) =erf -erfg ———|,

q?n(m):em{znr ZJ [{(2n +2K0 - z]’ -

(32)
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3. ZAGADNIENIE TERMOSPR EZYSTOSCI

Znajgc pola temperatury (16) — (19) sformutowano
odpowiednie quasi-statyczne zagadnienie tern@gpiosci
W postaci:

a;";’S:,BS%, 0<z<d,t>0, (34)
62Wf 0T

a7= f?’ -00<z<0,t>0, (35)
o0t =0 (Ot), t>0, (36)
we (0t) =ws (O,t), t>0, (37)
Os(d,t) =0 (-o,t)=-py, t>0, (38)
gdzie

O£ (2,8) = Hs 1 Xs, w_ﬂs,f-rs,f(zvt) (39)

_Os(tvgy) Es f _2-vgf)

ST e S Ty M T

Z uwzgkdnieniem oznacze(8) zagadnienie brzegowe
termospezystosci (34) — (38) i relag (39) zapiszemy
w postaci bezwymiarowej

02w, aTD
, 0s7<1r>0, 40
6( ¥ (40)
92w g
-/3 -—0<<0,7>0, (41)
Y o5 Z
USD(O, )= afD ©,7), >0, (42)
WSD(O, T)= w? ©,7), >0, (43)
USD(:LT):O—If](_OO,T):_l, >0, (44)
Hs  Xs, | OWS £ (,7)
ogi(¢ =l S g T (¢ |, (45)
Po (14
gdzie wd; ==, of; =25 (46)
d ' Po

Rozwigzanie brzegowego zagadnienia quasi-statycznej
termospezystasci (40) — (41) otrzymano przy pomocy
transformacji catkowej Laplace’a:

_ ﬁgb m AP
WD(( )= s)(s (1+£) n— [Wsn(Z - Wsn(o 0], (47)
0<{<1 =0
0 __ 2n+¢ 2n+2-¢ _ 48
Wsn({,7) Z{I( ol ]+I( N H, n=0212,...,(48)
/5f 0
W n=—_¢ N -w
r({.n)= CL )Z Wi n(¢,7)-Ws , Q7)], (49)

—0<({<0 120
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Wf],n(i.r)=2r\/ﬁ{|[2”‘/ﬁ‘f] [(2n+2f z}

(50)

20T 20T

gdzie 1(x) = 05erfc(x) — xierfc(x) . Prawe strony rozwran
(47) i (49) zawiergj liniowe i nieliniowe (wzgédem

zmiennej () skiadniki, odpowiadage spezystej
i termospezystej czsci przemieszcze
W przypadku izolacji cieplnej na zewmznej

p0W|erzchn| warstwy (29) bezwymlarowe przemiesnize
W ¢¢ Obliczamy ze wzoréw (47) i (49) z uwzdhieniem
wartasci temperatur (16), (18), (30) i (31):

WSD,n(Z,T)=—2T|:|[2;\7?Zj—|(2n;/2?_5]:|, n=042,..., (51)

Wi n({.1) = 2T\/ﬁ{| [zn;/;JkiD;ZJ [(Zn ;7‘/7; Z]} (52)

4. ANALIZA NUMERYCZNA

Bezwymiarowymi parametrami wagjiowymi
zagadnienia & wspoétrzdna przestrzenng oraz czast
(liczba Fouriera) (8). Obliczenia ~bezwymiarowych
temperatuﬂ”}h intensywnéci strumieni cieplnychy’s oraz
przemieszcze W ; przeprowadzono dla  warstwy
i podicza z alumlnlum \=0.34, ﬂ 0027MPa,
K=209W/(mK), k=8610"° m?/s, a=1300"°K )i stali
(v=0.3, 1=0.08MPa, K=22W/(mK), k=1100"°> m?s,
a=1310°K?" dla dwéch wariantéw  warunkéw
brzegowych na zewetrznej powierzchni  warstwy,
przy zerowej: temperaturze (13) Ilub intensysgio
strumienia ciepta (29). Wyniki oblicie przedstawiono
na wykresach, gdzie linie agle oznaczaj wartdsci
obliczone dla podita, a przerywane — dla warstwy.
Izotermy bezwymiarowych temperatur pokazano na 2ys.
Na tej samej odlegksi od powierzchni tarcia, dla dwdch
wariantow  warunkOéw brzegowych na zemmnej
powierzchni  warstwy, temperatura w elemencie
z aluminium jest zawsze wgza od temperatury elementu
ze stali. Na powierzchni tarcia= 0 temperatury warstwy
i podtaza s réwne, zgodnie z warunkiem brzegowym (12).

Efektywna  gtbokas¢ nagrzewania  (odlegio
od powierzchni tarcia, na ktoérej temperatura jéstna 5%
od maksymalnej na powierzchni) dla elementu pary
tarciowej z aluminium jest zawsze ¢ksza nk dla
elementu ze stali. W przypadku podtrzymania
na zewrtrznej powierzchni warstwy zerowej temperatury,
efektywna gtbokas¢ nagrzewania aluminiowego elementu
jest rébwna 0.9 (rys. 2a) i 2.3 (rys. 2c), odpowiedn
dla stalowego — 0.52 oraz 0.67.z¢k zewretrzna
powierzchnia  warstwy jest izolatorem cieplnym,
to temperatura przyjmuje znace wartéci na calej
grubasci warstwy (rys. 2b, d), a efektywna ebgbkas¢
nagrzania podstawy z aluminium jest zawszeksda nk
warstwy ze stali (rys. 2d). Poréwngjrys. 2a i 2b oraz 2c
i 2d manna zauway¢, ze rodzaj warunkdéw brzegowych
na zewmtrznej powierzchni warstwy praktycznie
nie wptywa na temperatgisv podiazu.
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Zmiare w czasie bezwymiarowych intensyvwéco
strumieni cieplnych w warstwieq() i podiazu (q’)
pokazano na rys. 3. Wymaie wida dwa etapy tej zmiany
w warstwie: przéjciowy (0<r<03) i ustalony ¢ >03).
Intensywnd¢ strumienia ciepta w podstawie wzrasta
monotonicznie z uptywem czasu. W stosunkigciowym
intensywna@¢ strumienia ciepta dla zadanych wadio (]

w elemencie z aluminium jest zawsze ek@iza nk
w elemencie ze stali.

Rozkiad intensywngi strumieni ciepta w warstwie
i podiozu w zalenosci od gkbokasci od powierzchni tarcia
pokazano na rys. 4. Wraz ze zk$zeniem odlegkei
od powierzchni tarcia, intensywfm strumieni ciepta
monotonicznie zmniejszaj sie. Warunki brzegowe na
zewretrznej powierzchni warstwy mapardzo maty wptyw
na rozklad intensywrsci  strumienia  cieplnego
w podiczu g W przypadku zerowej temperatury
na powierzchni warstwy, intensyw§to strumienia
cieplnegoq’s ze zwikszeniem zmniejsza si do pewnej
niezerowej wartéci (rys. 4a, c). Jeli zewretrzna
powierzchnia warstwy jest izolowana, s zmniejsza
sig  niemal liniowo od maksymalnej wakm
na powierzchni tarcia do zera (rys. 4b, d). Intewsyé
strumienia cieplnegog’s w stalowej podstawie szybko
zmniejsza & ze zwkkszeniem { od wartdci 0.22
na powierzchni roboczej do zerag{(00 przy (>0.8)
(rys. 4a, b). W podstawie z aluminium intensyého
strumienia cieptal ; zmniejsza si liniowo wzgkdem(.

Obliczenia bezwymiarowych przemieszaze ; (46)
przeprowadzono dla parametrow wepwych: f=0.3,
d=0.01m, V=5m/s, pp=1MPa i przedstawiono na rys. 5.
W podstawie ze stali, przemieszczenia na ustalonych
odlegtgciach od powierzchni tarcia as dodatnie
i zwickszap sig¢ z uptywem czasu liniowo (rys. 5a, b).
W pocatkowej fazie nagrzewania, przemieszczenia
w warstwie z aluminium a ujemne, a ich wartei
bezwzgédne zwekszap sie wraz ze zwikszeniem
odlegtaici od powierzchni tarcia. Przy 0015 w poblizu
powierzchni (=0 pojawia s} i zaczyna rozszerza
sig obszar dodatnich przemieszfizeRozklad ujemnych
przemieszcze w podstawie z aluminium jest nieliniowy
(rys. 5c, d). Przemieszczenia w stalowej warstwie
sa ujemne tylko w pocgkowym czasie nagrzewania
(0<r<0.1), a naspnie zmieniai znak i zwikszap
sig nieliniowo z uplywem czasu oraz z odlegia
od powierzchni tarcia.

5. WNIOSKI

Otrzymano analityczne rozwdanie zagadnienia
cieplnego tarcia dla warstwylizgajacej skt ze stad
predkoscia po powierzchni podia. Zbadano ewolugj
i rozklad (po odlegtéci od powierzchni tarcia) temperatury,
intensywnd@ci strumieni cieplnych oraz przemieszfaze
w elementach pary aluminium — stal. Ustalare,

e na tej samej odlegioi od powierzchni tarcia,
temperatura elementu aluminiowego jestzsaa ni
stalowego;

* niezalenie od warunkdw brzegowych na zenanej
powierzchni warstwy, intensywsé strumienia ciepta
i efektywna o¢bokas¢ nagrzewania w elemencie
z aluminium jest zawsze wksza nk w elemencie
ze stali;
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e przemieszczenia w elementach pary tarciowej
zwiekszap sie wraz ze zwgkszaniem odlegkei
od powierzchni tarcia. Przemieszczenia w pagho
z aluminium § wigksze nk przemieszczenia stalowej
warstwy.

OZNACZENIA

erf(x) — funkcja bédu Gaussa;

erfc(x) = 1 — erf); ierfc(x) = 7 %exp(=®) — x erfc K);

f — wspotczynnik tarcia;

K — wspotczynnik przewodnictwa cieplnedos wspétczynnik
dyfuzji cieplnej;po — cénienie;

T — temperatural =T/T, — temperatura bezwymiarowa;
t — czasV — prdkos¢; z— wspoétrzdna przestrzenna;
W — przemieszczenie w kierunku asi

w =w/d — przemieszczenie bezwymiarowe;

a — wspotczynnik rozszerzaléa liniowej;

0 = 0 5, — hapezenia normalne;

o = olpy — bezwymiarowe naptenia normalne;

=kd/d? — bezwymiarowy czas (liczba Fouriera);

{=z/d — bezwymiarowa wspotgna;d — gruba¢ warstwy,
E — modut Youngay — wspétczynnik Poissona.

NON-STATIONARY THERMAL PROBLEM
IN FRICTIONAL ELEMENTS

Abstract: The analytical solution of a boundary-value prable
of heat conductivity and corresponding boundary bfmm
of thermoelasticity for tribosystem, consisting sémi-infinity
substrate and sliding on its surface a layer isaiabt.
For materials of frictional pair aluminum-steel i studied
evolution and distribution on depth from a surfagfe friction
of temperatures, thermal fluxes and thermoelasticlaicements.
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