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Streszczenie W pracy dokonano analizy rozkltadéw asymptotychnpol napezen, przemieszczei energii potencjalnej
odksztatcenia w otoczeniu wspélnego wierzchotkdwlaczonych w ciato speyste klinow w warunkach odksztatcenia
antyptaskiego. Jako przyktad podano rozktady asgtypzne napzen i przemieszcae w otoczeniu wierzchotka uktadu,
zlozonego z dwdch oraz trzech klinbw. Metodumerycza zbadano rad osobliwgci napezen i poziom potencjalnej

energii odksztatcenia w tych uktadach.

1. WSTEP

Elementy konstrukcji budowlanych,gaty oraz czsci
maszyn i mechanizméw ¢zo @ modelowane jako
niejednorodne wielosktadnikowe struktury. \\gmija
réwniez klinopodobne zalamania powierzchni gzdenia
réznych materiatléw, ciata ktdre miesacw sobie cienkie
wady podobne do szczelin albo inkluzji z innych
materiatow, szczegolnie przy naruszeniu kontakéalidego
migdzy sktadnikami. Analogicznymi strukturami tma
modelow& styki piyt litosfery, stref polczenia ziaren
w polikrysztatach, okolice spiczastych inkluzji wetalach
i inne. Jakswiadcz dane z eksperymentOw, zniszczenie
w takich systemach najeiej zaczyna si wiasnie
w miejscach palczenia kilku materiatéw albo w miejscach,
w ktérych wady (szczegOlnie cienkie) dotykagranic
potaczenia materialéw. Dlategaztezeba rozwija metody
analityczne oraz analityczno-numerycznego progneniav
wytrzymataici elementow konstrukcji, w ktérych madpye
inicjowane procesy zniszczenia lukkania

Konstrukcje, ztaone z kilku materiatow, ktére
zbiegaj sie do jednego wspolnego punktu, badali Bogy
(1971, 1971b), Gridenko i Ulitko (1998), Ulitko
i Lovejkin (1999, 2000), Zadoan (1987). Zagadnidsiarii
szczelin, wychodcych na granig podziatu materiatow
rozwazane w pracach Rice i Sih (1965), Bogy (1971b),
Dunders(1969). Defekty na granicach podziatu materiatéw
przeanalizowano w artykutach Denysika (1992),
Butvinnika i innych (1989, 1983), Savruka i Shkaray
(1999); Savruka (2002). B6 doktadr, ale tym nie mniej
niepelry analiz tego pytania, mma znalé¢ w pracach
Sinclair (2004a, 2004b). Modelowali oni kompozyakg

uktady pohkczonych ze sab klinow przy odpowiednich
sposobach obgienia w nieskaczongci lub na
powierzchniach  brzegowych  ukladu.  Rozmédnia
odpowiednich zagadnie brzegowych otrzymywano przy

pomocy metody kompleksowych potencjatéw
Kotosowa-Muschieliszwiliego albo 2z wykorzystaniem
funkcji  Eri. Wobec  konieczrimi  wykonywania

skomplikowanych przeksztalte ptaskie zadanie bylo
otrzymane dla dwuklinowych bimateriatéw (Bogy, 1871
oraz szczeliny na granice tamanej podzialu matesiat
(Bogy, 1971b), a w warunkach zagadnienia antypéagki
— dla kompozytu trzyklinowego (Butvinnik i inni, &9),
oraz dla defektu, lacego na linii podziatu faz (Savruk,
2002). Autorzy ci ograniczali si do badania rdu
osobliwaici w otoczeniu punktéw osobliwych.

Dla oceny wytrzymaléci ukladow mechanicznych
z koncentratorami nagren, ktore powoduj
niepierwiastkow osobliwg¢ napkzen, celowo jest
stosowa kryteria energetyczne, w ktérych zasadaiemg;
odgrywa zupetna lub wiéaiwa energia odksztalcania
w otoczeniu badanego koncentratora. Autorzy nin@js
publikacji nie znalgi prac, w ktérych podégie
energetyczne bytoby omawiane z uveiylieniem pakietow
klinow.

W pracach szkoty naukowej Ja. S. Pidstegh@usnir
i inni, 2003; Podstriga i inni, 1984) zaproponowano
i rozwinigto metodylk modelowania uktadu ziwnego
z r&nych jednorodnych (warstwowych) materiatow
z wykorzystaniem jednolitego wzoru, ktéry e funkcje
skokowe. Wykorzystup takie podejcie oraz aparat funkcji
uogOlnionych  zaproponowano  uniwersaln metog
otrzymania  rozkladow  asymptotycznych  ngen
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i przemieszcze dla uktadéw ztaonych z dowolnej iléci 3) rébwnania rownowagi

klinbw z jednym wspélnym punktem (rys. 1) przy

podiuznym $cinaniu  (zagadnienie antyptaskie). Jako ; : i

przyktad przeanalizowano uktady, sklagta sé z dwdch rz =z ° =0 ()
i trzech klinéw, dla ktérych zbadano réwaieharakter o r r 0d¢

rozktadu potencjalnej energii odksztatcenia.

4) warunki  kontaktu mechanicznego doskonatego

na liniachg, =a, +a, +...+ a; pokczenia klindw
2.  POSTAWIENIE ZAGADNIENIA

=0,y

Niech d&rodek nieograniczony w postaci uktadu W|¢ ‘W+1|¢' U¢Z (|=1,n—1); 4)
klinéw (rys. 1), skltada siz wycinka lktowego o kcie

wierzchotkowym a,.; oraz dowolnej iléci n klinéw . i i

z katami wierzchotkowymi ¢ (o+ast ... +0m=2m) _ 5) warunki brzegowe na brzegach wycinka klinowego
i znajdup sic w warunkach odksztaicenia antyptaskiego, (ieden komplet z czterech movych)

gdy u=u(r,p)=0, v=v((r,p)=0, w=w(r,p). Zagadnienie

wyznaczenia naggen i odksztalcé osrodka w otoczeniu | =4 =0 W| =V\i| =0
punktu nar@nego ledziemy rozwizywat w ukladzie ¢Z¢ lg=0 " e g=0 )
biegunowym oérodku w punkcie wierzchotkowym uktadu o" | wl =g -0
klindw. 7, =W, =0, Wyl g = O
A Rozwamy caly obszar z petzonych klindw
n
S=U $ jako jedym catas¢. Dla niego wedtug metody
S i=L
2 Sl przedstawionej w publikacjach (KuSnir i inni, 2003;
[0) Podstriga i inni, 1984), za pomac funkcji skokowej
1 Heaviside'a przeditymy zdefiniowane w obszarach
0) > funkcje przemieszce w;, oraz stale wspdiczynniki
S i Kirchhoffau; na caty obszasw postaci
i S
n
n

w(g,r)=w (g.r)+ > (Wa-W)S (9-4)

Rys.1.Schemat geometryczny zagadnienia =1

u(p)= ﬂ1+2(,1-1|+1+l4) L (9-4), (6)
Podejcie ogblne do formutowania klasycznym _ 1_
modelu matematycznego zagadnieniacsmmia ze Sof S ‘{1(5>0)’ 0(5S O)} :
czesci uktadu o réanych wiaciwosciach mechanicznych
sformutowane w wielu podcznikach z teorii sgrystcci Po uwzgtdnieniu zwizku pomedzy Klasycznymi
(Bozydarnyk i Sulym, 1994). Zgodnie z nim w zkigm pochodnymi oraz uogdlnionymi (Ku$nir i inni, 2003),
z elementow uktadu spetniong s zamiast uktadu réwra (3) z warunkami (4) otrzymamy
o réwnania w postaci (Kusnir i inni, 2003; Podsttiganni,
1) zwiazki geometryczne 1984)
i i - i i low ; _low 2 2
£ =Eyy=6,=E45=06,,=—— g =——1; 1 9w low 109°w 0
R #z= 2rog’ " 20r @ o2 rar r2 ZC 5(¢ ¢‘) (7)

2) zwiazki fizyczne (prawo Hooka)
i . . . C.. :_,Ui+1—l4 G_W

Tty =0y =07, =01y =0, T b 04, @®)
MW ow @) —o(i=17=

0'¢z_r a¢, UJrz /uar1 V\4¢=¢i+O—V\4¢:¢I_0—O(I—l,n—])y

z warunkami brzegowymi (5).
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Tak sformutowane zagadnienie wedtug (Kusnir i inni,
2003; Podstrigai inni, 1984), nazywa si uogdélnionym
zagadnieniem spzenia.

3. ROZWIAZANIE ZAGADNIENIA

Rozwiazywanie
w postaci (6), gdzie

zagadnienia  (7) poszukujemy

=Y (A cosGer g singe)=> Ay ©
= =

Zaznaczmy,ze parametrq w otoczeniu wierzchotka
uktadu klinowego okrdajacy rzad osobliwgci napezen
za pomog zaleznosci A=1-q, jest w przypadku ogd6lnym
wielkoscia zespolon. Dlatego z catego zbioru movych
wartasci ¢ bedziemy wybierd tylko te, ktére nabiy
do zbioru (0;1). Decydagy wptyw na warté¢ napezen
w otoczeniu punktu osoblivego ma paramet
0 minimalnej wartéci (Bogy, 1971a, 1971b;
Liebovitz, 1968). Wobec tego niegtiziemy dalej stosowa
sumowania  wzgdem  wskanika ], zakladajc,
ze w otoczeniu punktu osobliwego asymptaetylapezen
okresla wspotczynnik znajdapy sk obok najwekszej
osobliwaici. Jezeli zajdzie potrzeba, taksung nietrudno
uzyska. Rozwizanie  ogdlne  zagadnienia  (7)
z uwzgkdnieniem (9) zapiszemy jak paeij:

rﬂq: A cos(ap) + B sin( p) +

S Weos o)+ & si( )] $ (4-4)
A'=Aq-h B'=By-B

(10)

Spetniajc warunek (8), z uwzgtinieniem (10)
wyznaczamy Wsp(’)’rczynnikﬁf, B, wskutek czego dla
asymptotyk napren i przemieszcze otrzymujemy
nastpujace wyraenia

w(r,g)r** = A coqag) + B, sir{ ap) -
"g(ﬂ:;—__ﬂm(ﬂ'-iﬁ Bul)sin[ a(¢-41)]S @ -4):

(11)

' u(p) oy, (r.4) = -Awsin(ag)+ q B, cof ap) -

n-1, —_ . ) ) (12)
‘ZM('A&L‘PL B1|-'2)COS[Q(¢‘¢i S @-4);

i=1

i+1

u(p)r' o, (r.¢) = A cos{ag) + B, sirag) -
S A) (01 g Jsinf olg-8)]s G-

i=1 q/‘1| +1
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gdzie L{ sz okreslaja zaleznosci rekurencyjne

: Iy -
: Ha—HK) i
L =—qsm(q¢j)—zwl_'1co{q b -9 )] ‘
im Hia
SICER) o
L} = qcos(@g; )~ > L1 co%q 6 -4 ] :
i=1 1+1
W celu wyznaczenia niewiadomychA;, B;
wykorzystamy warunki (5), spetnienie ktérych daje
jednorodny uklad réwnma algebraicznych. Warunek

istnienia rozwazania nietrywialnego stanowi jednoéme
réwnanie charakterystyczne dla wyznaczenia zbioru
wartasci parametru q. Poniewa uktad rowna jest
jednorodny, to jaki jeden wspoéiczynnik pozostaje
nieokrglony i zaleey on w rzeczywistéci od stanu
napkzen uktadu spgzystego (w catéci). Jego wyznaczenie
jest odebnym zagadnieniem wykracaaym poza tematyke
niniejszej publikacji. Jeden ze sposobow jego razania
jest opisany w pracy (Parton and Perlin, 1984).

W zaleznosci od tego, jakie doktadnieasprzyjete
warunki brzegowe (5) na brzegach uktadu klinowego,

okreslimy  wartosci  wspotczynnikbw i réwnania
charakterystyczne do obliczenia paramegtru
1) brzegi wycinka gwolne od napyzen -
U¢Z|¢=¢n = U¢Z|¢=O =0:
B, =0,
. - (15)
~gsin(agy)- 3 H2H 1 cof a6, -, )= 0
im Hia
2) brzegi wycinka $ na sztywno zamocowane
\N|¢n = \,\4¢:O =0:
A =0,
) Nl (16)
sin(agn)- Y. AL 1 sif ¢, - ¢ )]= O

i=1 1+1

3) jeden brzeg wycinka jest wolny od negan, a drugi —

sztywnie zamocowany\4¢:¢ = (7¢Z|¢:0 =0:
B =0,
n-1 1= . 17
cosag) -5 ) sifq(g,-g)]=0 @
i=1 q/'/i+1
badz J¢Z|¢:¢n =W, =0:
A =0,
el 18
acod )~ X 49 1y cofag,-g)= 0 0
i=1 i+1
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Na podstawie relacji (11) — (13) z uwedhieniem
(15) — (18) mana stwierdz, ze dla dowolnej iléci klindw
zaleznosci asymptotyczne, przemieszéze napezen przy
antyptaskim odksztatceniu mgposta

w(r,g) ="K £,(¢), o4, (r 8)=r K 1,(),

N (19)
0, (r.¢) =r 7K f5(9),

gdzie K - wspéiczynnik, okrélajacy stan napgenia
uktadu,A=1-q — rzad osobliwgci napezen, q — najmniejsza
wartas¢ rozwigzania odpowiedniego réwnania (15) - (18),
nalezaca do przedziatu (0;1)i(p) (i=1, 2, 3) — funkcja,
ktéra wystpuje w zalenosci asymptotycznej obok
najmniejszej wart&i rzadu osobliwdci i charakteryzuje
rozktad lkatowy napezen.

Warto szczeg6lnie zaznagzye wspoiczynnikK jest
odpowiednikiem wspétczynnika intensywétonapezen dla
defektu cienkiego, pofmnego w érodku jednorodnym
(Bozydarnyk i Sulym, 1994). Podczas obliczania gman
dla jednakowych modutéwicinania klindw u=u,=...=u,
lub =0 (=1, 2, ...,j-1, j+1, ..., n) wartdici K oraz
wspotczynnikbéw intensywrigi napezen pokrywap Sie,
. mozna uwaaé K jako uogdblniony wspéiczynnik
intensywndci napkzen w otoczeniu punktu osobliwego
uktadu wieloklinowego.

Korzystapc ze wzorow (15) - (19) i relacji (1)
wyznaczymy energi wiasciwa odksztalcenia w otoczeniu
punktu osobliwego uktadu klinowego oraz energie
odksztatcenia w kalym z elementow ukladu wedtug
wzorow (Liebovitz,1968)

W—l(e - )_1(J ow, 10w]
T S\cpzY 9z rz” rz) T, 1Z 5. 0z .|’
2 2 or r 0@ (20)
W= [[wds
S

Uwzgledniajac przedstawienie nagten
i przemieszcze (19) oraz przyjmujc, ze catkowanie
odbywa st po matym obszarz8 (ds=rdrdg) dla wartgci r
od 0 dorg i ¢ od 6, do 6,, to przyAl(0,1) zalenaos¢ (20)
mozna zapisé nastpujaco:

52 2(1-1)

W = r 2K 2 f4(¢), WD:KrOT fD,
fa(9)= ﬁ( t2(¢)+ 12(0)). 1)
= ol ORI
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Poniewa 6, i 6, %1 liczbami okrélonymi, to wartéé f dla
zadanej geometrii i statych spystych jest stat Okresla
ona warté¢ energii odksztatcenia, a funkcjds(yp)
charakteryzuje rozklad energii wtawej jako funkciji kata.

Dla uktadu zbudowanego z dwéch lub trzech klinobw
na podstawie wzoréw (14) otrzymujemy r@sijaca postd

funkcji L, L:

L1 =-gsin(agy), L5 =-qsin( ap,)+

+@q5in((¢1)00{ a2 - ¢1)J ;

. 2 , (22)
L =qcos(q¢1), L2=q00$0752)‘

_@qcos(qqﬁl )CO% o(#2- ¢1)]

2

Wykorzystupc zaleznosé (22) i w oparciu ha wzory
(11)—(13), (19), (21) wyznaczamy wadtd funkcji fi(¢)
i =1,4 wewrtrz uktadu oraz wartg f, dla kadego z jej

elementow§ (izl,_S) .

4. ANALIZA NUMERYCZNA

Numeryczne  obliczenia  potencjalnej  energii
odksztalcenia w otoczeniu wierzchotkazéego z klinbw
uktadu przeprowadzono dla przypadku, gdyat k

wierzchotkowy wycinka klinowego byt rowny zero ige
brzegi byty wolne od napren (szczelina potieskzona)
lub sztywnie zamocowane (p6tieskazona doskonale
sztywna inkluzja). Wyniki oblicze przedstawiono w
tab. 1-2

W tab.1 przedstawiono wyniki bafla uktadu
zbudowanego z dwoch pgkonych klinow. Obliczenia
wykazaly,ze przy stosunku modutd¥cinaniay=0,1; 0,01;
0,001 obraz jak@wiowy rozkiadu energii potencjalnej
odksztatcenia wewatrz klindw stabo zaley ody. Obecnéé
potnieskaiczonej  szczeliny powoduje  koncentracj
najwigkszej ildsci potencjalnej energii odksztatcenia w
klinie o mniejszym modulescinania dopoki jego d
wierzchotkowy nie zacznie spetdiavarunku z/4<a;,<6r/4.
Wtedy w zalenosci od stosunku modutdwcinania, przy
pewnych wartéciach kta z tego przedzialu, wisza ilgé¢
energii skupia si w klinie z wigkszym moduterngcinania.
Dla doskonale sztywnej inkluzji podobna sytuacjavg@mje
przy katach n/2<0,<3z/4. Otrzymane raly osobliwdci
pokrywap sie z wynikami pracy (Butvinnik i inni, 1983).



Tab. 1. Potencjalna energia odksztatcenia, nagromadzona

w komponentach uktadu dwuklinowego

n=2;#2 =y=0.0L0,0(0;21) ;0,= -,

H
a| o | m2 | nm |3m2]| on
Szczelina poétnieskazona

A 0,500 0,634 0,500 0,365 0,500
fl* 0 1,430 1,960 3,230 3,924
fz* 0,392 7,541 19,63 0,435 0

Doskonale sztywna cienka inkluzja pétnies&mona
A 0,500 0,365 0,500 0.634 0,500

fi 0 0,886 1,963 2,850 3,924

fy 39,27 10,27

0,196 0,115 0

Tab. 2. Potencjalna energia odksztalcenia, nagromadzona

w komponentach uktadu trzyklinowego

U3/ 1=y o= 0.1,
atas,+tagz=21

n=3; t4/u,=y;=0.001
m=kaz k=2; a,0[0;27];
a, | 0 |7T/2| m ‘371/2| 2
Szczelina pétnieskazona

A 0352 | 0,496] 0,254 0,335 0500
f, m0° | 1,570 | 1,350| 0960 051 0

f, 0 | 0670| 1,150/ 2,99| 3920
f, 10° | 0,001 | 49,12 42,31 0014 0

Doskonale sztywna cienka inkluzja pétnieskpona

A 0,603 | 0950[ 0,957 0,950 0,500
f; M0 | 683,0| 6,890| 2,590 1,37 0
f, 0 | 9320| 6220 3,070 0,004

f, 10° | 13,86 | 0,800 0,020/ 0,0008 0

Tab. 2 obrazuje niektére wyniki obliazedla uktadu

trzyklinowego. Dla inkluzji sztywnej i dla szczejin
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5. WNIOSKI

Sformutowano uogdlnione zagadnienie egpnia
dla obszaru, zimnego =z dowolnej il&ci klindw
i odnaleziono jego rozwikanie ogodlne. Zaproponowana
zostata efektywna metoda konstruowania rozkladow
asymptotycznych pdl fizyko-mechanicznych w otocaeni
srodka ukfadu klinowego. Wyprowadzono pdstawn
réwnaa charakterystycznych dla obliczenia eddw
osobliwaci napezen w punkcie osobliwym. Wprowadzono
pojecie uogoélnionego wspoétczynnika napen w otoczeniu
wierzchotka ukltadu wieloklinowego. Przeprowadzono
analiz numeryczn rzedu osobliwdci oraz charakteru
rozktadu potencjalnej energii odksztatcenia
w dwuklinowym oraz trzyklinowym uktadach.
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najwieksza ilg¢ potencjalnej energii odksztatcenia skupia
sie w klinie o lacie wierzchotkowym wikszym odr.

Zmniejszenie stosunku modutévicinania ys,

V2

lub stosunku &6w wierzchotkowychx powoduje zmiag
nagromadzonej w klinach energii. Nie ma to jednakywu

na jakdéciowe prawo rozdzielenia energii na poszczegéline
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ASYMPTOTIC DISTRIBUTION OF STRESSES,
DISPLACEMENTS AND POTENTIAL DEFORMATION
ENERGY IN THE VICINITY OF CORNER POINT IN
MULTIWEDGE ELASTIC BODY

Abstract: The asymptotic distribution of stresses, displaas
and strain potential energy in the vicinity of cernpoint

in a multi-wedge system under antiplane strain een studied.
As an example the asymptotic presentation of steesand

displacements near the top in a two- and three-e/asgigtems are
constructed. The order of stress singularity ané thvel

of strain potential energy have been investigataderically
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