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Streszczenie:W pracy przedstawiono zaeos¢ wspOfczynnika intensywroi napgzen w ostrym wierzchotku otworu
w ksztatcie rombu oddta wierzchotkowego. Rozwano dwa przypadki obgtenia — jedno- i dwukierunkowe rozganie
ptaszczyzny. Wykorzystag meto@d osobliwych rowna catkowych otrzymano rozazanie dla rozeiganej ptaszczyzny
sprzystej ostabionej rombowym otworem o wierzchotkaalokaglonych tukiem o matym promieniu krzywizny. Prasg
graniczne w rozwzaniu numerycznym umabwito uzyskanie wartéci wspotczynnikdw intensywrigi napezen
w odpowiednich ostrych natach dla dowolnychdtéw rozwarcia wierzchotka otworu.

1. WPROWADZENIE

Zgodnie z liniovy teorh sprzystasci w wierzchotkach
ostrych nargy powstaj nieskdiczone napzzenia. Rownig
przy matym promieniu krzywizny zaaiglenia brzegu obszaru
sprezystego, powstale sgiizenie napgzen znacznie przekracza
wytrzymatai¢ materiatu nawet przy stosunkowo niskich pozio-
mach obcizenia. W takich przypadkach
do oceny néncici elementu konstrukcji stosujegsimetody
mechaniki gkania.

Rozwhzywanie  zagadnie teorii  sprzystcici
w obszarach, ktorych brzeg nie jest gtadki, prowadz
do znacznych truddoi matematycznych, wynikagych
Z istnienia osobliwgi pola napgzen w punktach ktowych
brzegu (wierzchotkach karbu). Podobne problemy pajws
w zagadnieniach koncentracji najen w otoczeniu karbow
zaokgglonych tukami o diej krzywiznie. Dlatego die
znaczenie maj metody przyblione rozwizywania zada
tej klasy na podstawie wspotczynnikéw koncentracji
napezen obliczanych w zaoliglonych wierzchotkach
karbow o niewielkim promieniu krzywizny, ktére ograuje
si¢ réznymi metodami. W pogpowaniu tym, niezédna jest
znajomd¢ zalenosci o charakterze asymptotycznym
pomiedzy wspofczynnikiem koncentracji napen w
wierzchotku karbu zaokglonego a wspofczynnikiem
intensywndci napgzen w wierzchotku odpowiedniego
ostrego koncentratora napen.

2. ZALEZNOSC POMIEDZY WSPOLCZYNNIKAMI
INTENSYWNO $CI | KONCENTRACJI
NAPREZEN DLA KARBOW OSTRYCH
| ZAOKR AGLONYCH

Przeprowadzone badania wlasne (Savruk i Kazberuk,

2006) wykazaly, ze na stosunek wspoétczynnikow
intensywndci i koncentracji namzen wptywa nie tylko

wielkos¢ promienia krzywizny w wierzchotku karbu lecz
réwniez ksztalt karbu w pewnym otoczeniu wierzchotka.

Zaleznosé ta zapisuje si w postaci wzoru:

UmaszYRlp_/‘/\/ZT, (1)
gdzie p — promié krzywizny a KY to uogdlniony
wspotczynnik intensywniei napezen w wierzchotku karbu.
Wystepujacy tu bezwymiarowy parametR, nazywany
réwniez wspoétczynnikiem wygtadzenia nagen (Benthem
1987), charakteryzuje przeje od wspoiczynnika
intensywndci napkzen w wierzchotku karbu ostrego
(lub  szczeliny), poddanego rozganiu typu |,
do maksymalnych normalnych napen w wierzchotku
karbu zaokiglonego. Wyktadnik osobliwaei 4 przyjmuje
sic jako najmniejszy dodatni pierwiastek réwnania
charakterystycznego

(1—/l)sin2a + sin(2a(1—/l)) =0, a=m-0,

gdzie 2 jest katem rozwarcia karbu.

Wartcsci wspotczynnika wygtadzenia napen R
otrzymano rozwizujac zagadnienie nieskozonego klina
w plaszczynie z zadam w nieskaiczondci asymptotyk
pola napezen (Savruk i Kazberuk 2006). Pasej w tab. 1
podano niektére warfoi parametréwR, i A dla karbow
o krawedziach prostych zaokglonych tukiem kotowym.

Pierwsa zaleznoscia typu (1) byt wzoér cgsto
stosowany w praktyce ignierskiej do oszacowania
wielkosci napezen maksymalnych w wierzchotkuaskiego
U-podobnego karbu

Umax=2KI /\/%, (2)

gdzie K, — wspoéiczynnik intensywrici napezen
dla szczeliny. W postaci (2) wz6ér wgptje w wielu
pracach m.in. Creagera i Parisa (1967) i Neube®a L
tatwo go uzyské& korzystajc ze znanego rozwiania
zadania o koncentracji nagen wokét otworu eliptycznego
(np.  Savruk, 1989). Do niedawna u&ao,
ze jest to zalenos¢ dokfadna. Ostatnio przeprowadzone
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badania (Savruk, Kazberuk 2006) dowiodty,
ze przy jednakowej krzyvie w wierzchotku uzyskuje @i
rézne zaleénosci dla r@&nych ksztaltow konturu karbu.

Tab. 1. Wartdsci wspotczynnikaR, dla wybranych katéw rozwar-
cia karbu 2

23 A R 20 A R

o° 0,5000 2,989 s 0,4753 2,957
1° 0,5000 2,991 g0 0.4555 2,901
5° 0,5000 2,993 105 0,4261 2,807
10° 0,4999 2,994 120 0,3843 2,659
15° 0,4998 2,995 135 0,3264 2,440
30° 0,4985 2,999 150 0,2480 2,124
45° 0,4950 2,997 165 0,1427 1,678
60° 0,4878 2,986 180 0 1,000

Uogolnienie wzoru (1) na przypadki karbow awjch
w otoczeniu wierzchotka zmienny promiekrzywizny
(karby paraboliczne, hiperboliczne) publikowato Mwie
autorow, m. in. Benthem (1987), Lazzarin i Tovo 968
Filippi i inni (2002), Strandberg (1999). Préby
wykorzystania ich zalemosci do obliczé wspotczynnikow
intensywndci napkzen w wierzchotkach karbow ostrych
prowadzity do wartéci o niewystarczajcej doktadnéci.
Stad konieczné¢ opracowania wiasnej zaileosci.

3. KONCENTRACJA NAPREZEN
WOKOL. GLADKIEGO OTWORU

Rozwaa sk nieograniczogn plaszczyza sprzysta
ostabiora otworem w ksztalcie rombu o wierzchotkach
zaokgglonych tukami kotowymi o promieniach; i p,.
Calkowity dlugas¢ otworu odpowiadaca dluzszej
przelgtnej rombu, oznaczono | 2(rys.1). Zaklada sj
ze brzeg otworu (gtadki kontur) jest wolny od obeizen
zewretrznych. Plaszczyzna poddana jest reganiu

napkzeniami oy =q, a§’,° = pw hieskaiczondci.
Potencjaly zespolone nagen (Muskhelishvili, 2003)

przyjeto w nastpujacej postaci:

P (2) = Pg(2) +P(2), W(2)=Yy(2)+¥W(2), 3)

gdzie ®4(z) i Wo(2) — funkcje opisujce jednorodny stan

napezen w ptaszczynie spezystej

Po(2) =(p+a)/4 Wo(2)=(p-0)/2, 4)

a ®(2) i W(2 — okrealaja zaburzenie napzen. Poszukuje

sie przedstawig catkowych potencjatowd(2) ¥Y(2)
W nastpujacej postaci (Savruk, 1981):
o(z)=L (90 g
277 t-z
j[tg dt - tg itjd]
L
©)

+ij{gl—td_t— o) dt}

2mi|t-z (t—z)

Wtedy warunek graniczny na brzegyprzyjmuje posté&
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Op +ilTpg = p(t)

= —{¢0(t)+ ®ot)+ %[wo )+ LIJO(t)]}, oL ©

a w nieskaczondci napezenia diza zera.

ARRRRARRRERERRRRREY

p
Rys. 1.0twér rombowy w rozeiganej ptaszcznie

ERAARE

Tak sformutowane zagadnienie brzegowe sprowadza
sic do rozwhzania osobliwego réwnania catkowego
(Savruk, 1981)

—j[K (t.t)g

ktérego fdra maj postd

'(t)dt+ L(t,t")g tdt] p(t), tOL, 7)

~ 1 1 dtf 1t 1 _ds

K t,tl = —F— | ——-— | |+ = ,

) 2[ t-t dt[t_t- G)ZJ [ dt

_ ) (8)

~ 1] 1 dt'| t-t' t

Ltt)==]| ———— | ——— -
AR
gdzie s jest odcita tukowa punktu t' na brzegulL.

W jadrach (8) obecneasdodatkowe zerowe funkcjonaty
zapewniajce w przypadku zamketego konturu L
jednoznaczn&® rozwigzania réwnania catkowego dla
dowolnej prawej strony.

Uwzgledniajac symetré konturuL wzgledem osix i y,
réwnanie parametryczne brzegu zapisano w postaci

w(§),0<é<m2,
~w(n-¢&), m2<é<m,
—w(E-m), m< <32,
w (2~ ¢&),3m2< &< 2,

t=laefé)=1 ©)

gdzie funkcja aw (&) opisuje konturlL lezacy w czwartej

¢wiartce ukltadu wspokginych (kierunek obégia konturu
brzegu jest zgodny z kierunkiem ruchu wskazowekzgg
Dokonupc zamiany zmiennych

t=|w(£), 0<é<2n; t'=|a)(/7), 0<n<2n

réwnanie catkowe (6) zapisujezsiv postaci kanonicznej



&)+ (@ = pln), 0 <2

%ZﬂM (&7)u(é)

gdzie wprowadzono oznaczenia

M (&) =K (@(é).@(n)), N(£7)=IE(w(£) w(7):
u(¢) = g'(w(¢))@'(€). P = petm).
Poszukiwana  f-okresowa cigta funkcja u(é)

ma quasi-osoblivei w otoczeniu wierzchotkéw rombu,
co komplikuje uzyskanie dostatecznie dokladnego
rozwigzania dla matych warfci promienia p. Ostatnio

w celu poprawienia dokltadéc rozwiazan tego typu
réwnahr stosuje i réznorodne nieliniowe odwzorowania
zmiennych prowadge do zagszczenia wztow kwadratur
calkowania i wzléw kolokacji w otoczeniu wierzchotkow
otworu. W rozwaanym przypadku zastosowano
nastpujaca zamiar zmiennych (Johnston, 1999)

E=G(r)=1-@4)sindr, 0<r<2r7;
n=G(6), O<sf@=<am

Funkcja G(r) jednoznacznie odwzorowuje odcinek
r0[02n1] w odcinek & 0[027].

W rezultacie uzyskuje srownanie catkowe postaci

2B (enl 0+ Nk () e ar = (6),

gdzie0< 6 < 27 orazu™(7) =u(G()), p™(7) = p(G(H)) .

Dyskretnym analogiem roéwnania catkowego jest
algebraiczny uktad réwmdiniowych (Savruk, 1981)
Ml ) N b ) 160 = ' (60), 10)

k=1

gdziem= 14n oraz

fe=oln) n="EY =1
In=0l0n). 6n=2"" m=Tan

Uwzgledniajac  symetrg zadania wzgiddem osi Ox
i Oy, rzad ukltadu réwna (10) zostaje zmniejszony
czterokrotnie. Nakladag warunki wynikajgce z symetrii
na poszukiwa#p posta funkcji rozwigzania

uD(Zn— r) =uD_(r) , uD(rr— r) = —uD_(r),

a take warunki zerowania i napezen stycznych
w punktach leacych na osiach symetrii, otrzymujeesi
uktadn zespolonych réwnaalgebraicznych

(11)

sReX M Genh B @0 =P (o) =1

2 3l (o)

N (G o) 8110 = o (0
203 OGN JOSREC

m) m=n+1
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dla n niewiadomych wartgi funkcji u* (7)) (k =1,...,n) .
Tutaj:

M (& Tm) = M (& Tm) = N(T= & 1Tim)
=M (77 + &) + N (7T = & 1),

N (& 7m) = N(&Tm) =M (1= & 17m)
- N(”"’ Ctki”m) +M (Zn_fki”m)-

Nalezy zauway¢, ze wartgci funkcji p* (6) w weztach
6 =0i 6,41 =m/2 ;rzeczywiste;

Po uzyskaniu rozwzania uktadu algebraicznych rovina
liniowych (12) mana wyznacz§ zespolone potencjaly napr
zen 5), okralajace stan nageen
i odksztalcé w calej plaszcznie spezystej. Obliczenie
wartcici napezenia normalnegoss w punktach leacych
na brzegu otworu przeprowadza korzystajc bezpérednio
ze znalezionej funkcjil (z) (Savruk i inni, 1989)

Os(t) = 4Re[Po(t) + D™ (1)] = 4Red(t) —4Img'(t) =
= 4Red(t) - 4Im[u(é)/w (&) =
= 4Re®q(t) - 4Im|u” (r) cd(f)], toL.

Wspotczynnik koncentracji nagten w wierzchotku A
(rys.1) otworu oblicza gize wzoru

ka = -4Im{u" (0)/w (0],
przy czym warté¢ u(0) wyznacza si korzystajc
Zz wielomianu interpolacyjnego Lagrange’a (patrz
np. Savruk i inni, 1989)
r—Tyg
>

Uwzgledniajac warunki symetrii (11), otrzymano

1
D Z()

n k=1 SinTy

u(z) = 4_1n fu* (1) sin(2n(r - 1 )] co(

k=1

k+1 .
Reu (7y) .

Obliczenia przeprowadzono dla dwdch przypadkow
obciazenia — jednokierunkowego rozagania (=0)
w kierunku osi Oy (prostopadle do diszej przektnej
rombu) oraz wszechstronnegg=p) rozciagania. Przyjto,
ze promienie zaokglenia wierzchotkéw sréwnep;=p,=p.
Kat rozwarcia ramion rombug2okreslany w wierzchotku
A zmieniano w przedziale od 8o 175 uzyskujc stabilne
rozwiazania dlae=p/l >0,0001.

Uogdlnione wspotczynniki intensywdc napezen
KY w ostrym nareu otworu obliczono ze wzoru

= (\/ET/R| );iino /0/] (Ts)max

Przebieg wart@&i bezwymiarowego
intensywng@ci napezen F|V:K|V/(pl"\/7_r) w funkcji
kata 28 rozwarcia bokéw rombu przedstawiono na rys. 2.
Otrzymane wartéci wspotczynnikéw intensywrigi
napezen w wierzchotku rombu poddanego
jednokierunkowemu  rozgjaniu  dobrze  zgadzgj
sie z wynikami opublikowanymi przez Dunna i innych
(1997) dla ktow 28 <150° (z krokiem 15).

(13)

wspotczynnika
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W szczegblnym przypadku otworu kwadratowegts 22
podstawiagc do wzoru (13) wspoiczynnik R = 2,901
i A =0,4555 otrzymano nagtujace wzory:

K\ =1266pl1* V7 (q=0),

K\ = 0989V (q=p),

ktore @ praktycznie identyczne z opublikowanymi
w pracach Noda i inni 1996 i Kraviec’ 2002.

1.8
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Rys. 2. Uogo6lniony bezwymiarowy wspoétczynnik intensywind

napkzen F|Vw funkcji kata wierzchotkowego 243 rombu:
1 - wszechstronne roaganie, 2 - jednokierunkowe rozganie.

4. PODSUMOWANIE

W  pracy przedstawiono aplikacj metody
numerycznego obliczania wspétczynnikow intensy§eno
napezen w wierzchotku karbu ostrego na postawie
rozwigzania  zadania o koncentracji negEn
w wierzchotku odpowiedniego zaakjonego narga.
Otrzymano  wartéci  wspoéiczynnikbw  intensywrigi
napezenh w ostrych nargach otworu ostabiagego
rozciagamy ptaszczyza. Otwér ma ksztatt rombu oakie
rozwarcia wierzchotka zmienigym st od 5 do 175.
Pocatkowo przyjmuje si gtadki brzeg otworu zakfadgj
zaokunglenie wierzchotkéw tukami o dej krzywiznie.
Wykorzystupc meto@d osobliwych réwna catkowych
i transformacje nieliniowe do numerycznego oblidéaan
calek quasi-osobliwych otrzymano rozktad regph woko6t
krawedzi otworu przy dowolnej warfoi promienia
zaoknglenia wierzchotka. Nagbnie, na podstawie
zaleznosci  pomidzy  wspélczynnikami  koncentracji
i intensywndci napezen dla karbéw  ostrych
i zaokmglonych tukiem kotowym, przechodz do granicy
(pb—0) uzyskano wspotczynniki intensyw§td napezen
w  wierzcholku  odpowiedniego  ostrego  nzao

Przeprowadzone pordwnania szczegélnych przypadkow

z wynikami uzyskiwanymi innymi metodami wykazaty
wysoka doktadnd¢ oraz efektywné¢ obliczeniovs
prezentowanego podeja.
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STRESS INTENSITY FACTORS FOR DIAMOND-SHAPED
HOLE IN ELASTIC PLANE UNDER TENSION

Abstract: The unified approach to solve problems of stress
concentration around sharp and rounded diamondeshaple

in elastic plane based on singular integral eqnoatiethod
was proposed. At first, the problem was solved dar elastic
domain with diamond hole with rounded vertex oftacurvature.
The method based on passage to the limit (wheratune radius
tends to zero), was used to obtain stress inteffaitipr at the
vertex of sharp diamond hole in a plane under tensi
The numerical results of stress intensity factorsafdiamond hole

of arbitrary vertex angle were discussed.

Prag wykonano w ramach realizacji projektu nr S/IWMA/0



