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Streszczenie:W pracy przedstawiono rozgzanie zagadnienia rozaganej ptaszczyzny ostabionej otworem o ksztalcie

owalnym z wierzchotkami o dowolnej krzyiiie. Wykorzystano metedednolitego podégia do rozwazywania zagadnie
koncentracji napzen wokét karbow ostrych i zaokglonych. Dla parametréw, charakteryamjch geomets otworu,
zmieniajcych s&é w bardzo szerokim zakresie obliczono wspoéiczynii@ncentracji napzen w wierzchotku owalu.
Wykorzystupc zalenos¢ wiazaca wspoétczynniki koncentracji nagren ze wspoétczynnikami intensywid napezen,
wyznaczono wartei wspotczynnikow intensywrigi dla odpowiedniego otworu o wierzchotkach ostryerzeprowadzag
poréwnanie wynikéw obliczeze znanym rozwzaniem analitycznym dla otworu soczewkowego, wykazaie tylko dua
precyzj zastosowanej metody lecz rowhidej uniwersalnét i efektywndé.  Otrzymane rezultaty posiyy
do skonstruowania przydatnych w praktyceyimerskiej wzorow aproksymacyjnych gheych do oszacowania wasto
wspotczynnikdw intensywrigi napezen w wierzchotku soczewki oraz koncentracji ngeh w wierzchotku otworu

owalnego.

1. WPROWADZENIE

Geometryczne niegitosci wyskpujace w elementach
konstrukcyjnych ~ wywoly, jak wiadomo, lokalne
zaburzenia pola nagren. W wierzchotkach ostrych
koncentratoréw, naptenia zgodnie z liniow teori
Sprzystcsci, osagaja wartdsci nieskaiczone. W przypadku
karbow zaokiglonych dochodzi rownie do znacznej
koncentracji napzen w otoczeniu karbu. Pomimo,
ze napezenia te § skaiczone, trudngi rachunkowe przy
rozwiazywaniu tego typu zagadmiesa czsto wiksze
niz w przypadku wyspowania osobliwéci pola napgzen.
Wiedza o rozkladzie pola nagen w ciele spgzystym
w poblizu koncentratorow jest niezthha w procesie
prawidtowego projektowania, poniewa nawet
w przypadku, gdy pole napren nie zawiera osoblinei
to wartgdci maksymalnych napfen mog znacznie
przekroczy¢ nosnos¢ materiatu elementu konstrukcyjnego.

W pracy zaprezentowano zastosowanie metody
przedstawionej w pracach Savruka i Kazberuka z 2006
i 2007, do rozwizania problemu koncentracji napen
wokét  owalnego otworu ostabigego rozcigam
ptaszczyzn sprzysta. Do obliczenia nageen wokot
otworu wykorzystano meted osobliwych réwna
calkowych (Savruk, 1981). Stoguj zalenos¢ pomigdzy
wspotczynnikami intensywrigi oraz koncentracji nagien
dla karbéw o diej krzywiznie wierzchotkbw wyznaczono
wartagsci  wspotczynnikbw  intensywrioi  napezen
w odpowiednim otworze o wierzchotkach ostrych. Fakt
istnienia rozwizan analitycznych zagadnienia rozganego
otworu w ksztalcie soczewki umlonit przeprowadzenie
poréwna i oceny efektywnéci oraz doktadnéci metody.
Korzystajc z otrzymanych wynikéw zaproponowano wzory
przydatne w praktyce #ynierskiej.

2. ZALEZNOSC POMIEDZY WSPOLCZYNNIKAMI
INTENSYWNO SCI | KONCENTRACJI
NAPREZEN DLA KARBOW OSTRYCH
| ZAOKR AGLONYCH

Wielkos¢ napezen w wierzchotku karbu o dcie
rozwarcia 2 zaokaglonego krzyw o niewielkim
promieniup okresla wzér

-A

Omax =KL R &)
max \/57 P

gdzie KY to uogolniony wspétczynnik intensywém
napezen dla odpowiedniego karbu ostregoRanazywany
jest wspotczynnikiem wygtadzenia napen (Benthem
1987). Dolne indeksy odnosz sie do typu pola nagten
wywolanego przez obgienia rozcigajace w otoczeniu
wierzchotka karbu. Wykfadnik osobliwoi 1 przyjmuje st

jako  najmniejszy  dodatni  pierwiastek  réwnania
charakterystycznego
(1—/1)sin2a+sin(2a(1—/l)): 0 a=n-p (2

Pierwsza zaleznoscia typu (1), szeroko stosowan
w praktyce idynierskiej do oszacowania wiek@
maksymalnych napgen normalnycho,.c W wierzchotku
waskiego U-podobnego karbu poprzez wspéiczynnik
intensywndci napezen K;, w wierzchotku odpowiedniej
szczeliny byt wzor

Omax = 2K, I, ®3)

wystepujacy w wielu publikacjach m.in. Creagera i Parisa
(1967) i Neubera (1977). Ltatwo go uzyékkorzystajc
Ze znanego rozwrania zadania o koncentracji najmn
wokot otworu eliptycznego (np. Savruk 1989). Wynika
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z niego,ze dla karbu o 4cie rozwarcia =0 wspotczynnik 3. KONCENTRACJA NAPREZEN
WOKOt OWALNEGO OTWORU

R; ma warté¢ 242 . Do niedawna uw@no, ze wzor 3)
jest doktadny dla karbéw U-podobnych. Dopiero ostat
przeprowadzone badania (Savruk, Kazberuk 2006)
dowiodly, =ze relacja pomidzy wspéiczynnikami
intensywndci a  koncentracji napgen  powinna
uwzgkdnia¢ nie tylko wielk@d¢ promienia krzywizny

w wierzchotku karbu, jak do tej porydzono, lecz rownie
ksztatt karbu w otoczeniu wierzchotka. Uwagghienie tego
faktu prowadzi do wartewi R,;=2.989 dla zagadnienia
tzw. szczeliny fizycznej (2=0).

W pracy (Savruk, Kazberuk 2006) zaproponowano
nastpujaca formuk aproksymacyjm na wyznaczanie
wartasci wspétczynnika wygtadzenia napen R . Wzér Fribiidbeey
dotyczy karbow  zaokglonych tukiem  kotowym P
i umozliwia oszacowani€R z bkdem nie przekraczagym Rys. 2.0walny otwor w rozeiganej ptaszcznie
0.1% dlag < 165"

Rozwaa sk nieograniczoan plaszczyza sprzysta

_ 1+2875/+9804)° -1021)° +474y* 8436 ostabiom owalnym otworem (rys. 2). Kontur brzedu

R 1+2071y ) sktada s} z tukow kotowych o promieniachR
przecinagcych st pod katem a. Wierzchotki w ten sposob
gdziey=m/2-0. utworzonej soczewki zaokglono tukami o promieniup.

Wzory postaci (1) publikowato wielu autoréw, Stosunki wielkdci tych promieni do potowy rzutu diugci
m. in. Benthem 1987, Lazzarin, Tovo 1996, Strangber ©Owalu na é x okrelaja parametrye=p/l orazd =R/l .
1999, Filippi i in. 2002, oblicza wartdici wspétczynnika Zaktada sj, ze brzeg otworu (gtadki kontur) jest wolny
wygtadzenia naggen badz jego analogéw. Niektére z nich ~ od  obcizef  zewrtrznych.  Plaszczyzna  poddana
przedstawiono na rys.1 poréwnagjz przebiegiem funkcji jest rozciganiu napgzeniami oy =q, g';o =p
(4). W celu rozwizania zagadnienia wlasnego (Williams

1952) na drodze analitycznej adz numerycznej, W nieskaiczongci.

Potencjaly zespolone nagen (Muskhelishvili, 2003)

odwzorowywano ksztalt nieskozonego klina ot T taci-
wykorzystupc réene krzywe gtadkie mage w otoczeniu przyjeto w nastpujacej postact:
wierzchotka  zmienny promie krzywizny (karby Di(2) = Pp(2 +P(2), V(2 =W(2D+¥(2), (5)
paraboliczne, hiperboliczne). Proby  wykorzystania
ich zalenosci do qblicze wsp()’rczynnikéw intensywrﬁoi' gdzie ®4(2) i Wo(2) — funkcje opisujce jednorodny stan
napkzen prowadzity do wartéci o niewystarczagej napkzeh w plaszczynie spezystej
doktadndgci. Z kolei wycie bardzo specyficznych funkciji
do opisu karbu lub otworu o dowolnej geometrii stea ®o(2) =(p+0)/4 Wo(2)=(p-0q)/2, (6)
znaczne trudn@i matematyczne. & wynikrela ) . . . )
konieczné¢  opracowania  wiasnej  zal@oiCi a®(z) i ¥(7) - okrélaja zaburzenie napteh. Poszukuje
dla najbardziej oczywistego sposobu zaglenia si¢ przedstawig catkowych potencjalow®(?) i ¥(2)
wierzchotka karbu. w nastpujacej postaci (Savruk 1981):

ST T T T T T T of2)=L [2Wq,

R, : : : L3 : : : 2 t-z
: pommmmmmn : : : L
3= , ———sL T o A 1 F
O e R U w(z)=—= [ (et - g ]

P9 RS S LTSRN Coi ] 2" |

' S/ _/ TN : - @)

o TN +if{£a—tg—®2dt}

LY rft-z (-2
15_ ______ N Wtedy warunek graniczny na brzeggprzyjmuje posta
On +ilps = p(t)

! 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 d_t 1 (8)
8 =- ¢0(t)+¢0(t)+a[td)‘o(t)+ llJo(t)] ,toL

Rys. 1.Wspéiczynnik wygtadzenia nagen R, w funkcji kata 8 dla

réznych krzywych zaokglajacych wierzchotek karbu; 1- Savruk, a w nieskaczondci napezenia dza zera.
Kazberuk 2006, 2- Benthem 1987, 3- Filippi, Lazzafiovo 2002
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Tak sformutowane zagadnienie brzegowe sprowadza M (&,7)=IK

sic do rozwhzania osobliwego rownania catkowego

(Savruk, 1981)

—j[K (t.t)g

ktérego pdra maj posta

)= Lo B e | 1k

'(t)dt+ L(t,t)g tdt] p(t), tOL, (9)

(10)
1 1 de| t-t ot
Lit,t)==| —=——| =
- H )
gdzie s' jest odcita tukowa punktu t' na brzegulL.

W jadrach (8) obecneasdodatkowe skiladniki twonze
w réwnaniu (9) zerowe funkcjonaty zapewnizg
w przypadku zamkgtego konturu L jednoznaczng
rozwigzania réwnania catkowego dla dowolnej prawej
strony.

Uwzgledniajac symetr¢ konturu L wzgledem osi x
i y, rbwnanie parametryczne brzegu zapisano w postaci

0< <2,
n2<é<m,

< &<3m2,
3mf2< & < 2m,

@y ($),

|) =@ (= 4),
— ap($ - 7),
@y (271-§),

t=laf¢)=

(11)

gdzie funkcje ay (<)
&k . . &

(L-¢&) +cos——isin—,
£ £

z9cos{cﬂ + HBj +
4
+ i[cosﬁ - sin(c% +6p ﬂ

opisuje kontur L lezacy w czwartej ¢wiartce ukladu
wspohrzdnych (kierunek obégia konturu brzegu jest
zgodny z kierunkiem ruchu wskazéwek zegara). Znaeze
uzytych oznacze objaniono poniej

=B c=2 HB+19(1 2ij Og =
T

0<é<ép,

ap($) =
fg<és<ml2,

Jcos
arctan—’g

Diugos¢ krzywejAC jest rownd e = 7ic /2.

Dokonupc koniecznej zamiany zmiennych
t=laf¢), t'=ledn)

réwnanie catkowe (8) zapisujezsiv postaci kanonicznej

L w(eante

0<é<2nm; 0<n<2n

)+ N(EnJElE = ply).  0sn <27

gdzie wprowadzono oznaczenia
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(@().000)). N (e)=IC(wfe) ()

u(é)=g'(w(&))w'(¢), Pm)= Hewl(n)).

Poszukiwana #2okresowa cigta funkcja u(¢) ma
quasi-osobliwéci w otoczeniu wierzchotkéw rombu,
co komplikuje uzyskanie dostatecznie doktadnego
rozwigzania dla matych warfci promienia p. Ostatnio
w celu poprawienia dokladdc rozwiazan tego typu
rébwnaa stosuje s rdznorodne nieliniowe odwzorowania
zmiennych prowadge do zagszczenia wziéw kwadratur
catkowania i wztéw kolokacji w otoczeniu wierzchotkéw
otworu. W rozwaanym przypadku zastosowano
nastpujaca zamiar zmiennych (Johnston 1999)

é=G(r)=1-@l/2)sin2r, 0<r1<27,
n=G(9), O<f<2m
Funkcja G(r) jednoznacznie odwzorowuje odcinek
r0[02n1] w odcinek & 0[027].
W rezultacie uzyskuje sréwnanie catkowe postaci
1,2
2 e T(enhs @)+ Nl () e oar = ')
gdzie 0< 6 < 2n orazu™(r) =u(G(7)), p7) = p(G(6)) .

Dyskretnym analogiem réwnania catkowego
algebraiczny uktad réwmdiniowych (Savruk, 1981)

jest

5 MG )+ b o 0 = B (6. (12)

2kl

gdziem= 14n oraz

_ _ n(2k-1) T
& =6(ry), ¢ == k=l
mm=cla.) 6, =%, m=1an

Uwzgledniajac symetré zadania wzglddem osi Ox
i Oy, rzad ukltadu réwna (12) zostaje zmniejszony
czterokrotnie. Nakladag warunki wynikajgce z symetrii
na poszukiwa#p posta funkcji rozwigzania

-u(r),

zerowania i napezen stycznych
otrzymujeg Si

UD(27T—T)=UD(T), UD(IT—T)= (13)
a take warunki
w punktach leacych na osiach symetrii,
uktadn zespolonych réwnaalgebraicznych

I
H

2R3 lu (rk)}s(rk)- o) m

Zizi:[ fk ’7m

) m=2,...n,

N (@) 6160 = o' ),
m), m=n+1

Lred T =
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dla n niewiadomych warti funkcji u* (1) (k =1...,n) .
Tutaj:

M (& Tm) = M (& 1Tm) = N(T= & 1Tim)
=M (77+ & 1) + N (7T = & 1),

N (& 7m) = N(&Tm) =M (1= & 17m)
- N(”"’ Ctki”m) +M (Zn_fki”m)-

Nalezy zauwayé, ze wartgci funkcji p'(6) w weztachd,=0
i 0 1=7/2 4 rzeczywiste;

Po uzyskaniu rozwrzania uktadu algebraicznych
réwnaa liniowych (14) mana wyznaczy zespolone
potencjaly napgzen (7), okrélajace stan nageen
i odksztalcé w catej ptaszczsnie spezystej. Obliczenie
wartasci napezenia normalnegass w punktach leacych

na brzegu otworu przeprowadza e sikorzystajc
bezpdrednio ze znalezionej funkcjiu'(z) (Savruk
i inni 1989)

O(t) = 4Re[@g(t) + D™ ()] = 4Redy(t) - 4Img'(t) =
= 4Redq(t) — 4Im[u(é)/w (&) =
= 4Red(t) - 4lm|u” (r)/w(f)],

Wspotczynnik koncentracji nagren w wierzchotku A
(rys.1) otworu oblicza gize wzoru

toL.

ka = —4Im[u"(0)/w(0)1,

przy czym wartéc uD(O) wyznacza & korzystajc
z wielomianu interpolacyjnego Lagrange’a (patrz
np. Savruk i inni 1989)

uD(r) = 4_1n %n: u (ry) sin[2n(7 — 1 )] co( r _Zrk j .

k=1

Uwzgledniajac warunki symetrii (13), otrzymano

P R e R
u0==>» ——Reu (1) .
© ngl sin7y (i)

Obliczenia przeprowadzono dla dwoch przypadkéw
obciazenia — jednokierunkowego roagania (=0)
w kierunku osiOy (prostopadle do diszej przektnej
owalu) oraz wszechstronnegog=f) rozciagania. Kat
rozwarcia  wierzchotka  soczewki p2 okreslany
w wierzchotku A zmieniano w przedziale od® @o 1806
uzyskupc stabilne rozwizania dlas=p/l >0,0001.

Uogdlnione wspotczynniki intensywdc napezen

KY w ostrym nareu otworu obliczono ze wzoru

kY = (V2r/Rr) im0 (@ (15)

28

Przebieg wart@&i bezwymiarowego wspotczynnika

intensywnd@ci napezen F|V :K|V/(pl"\/7_r) w funkcji
kata 28 w wierzchotku owalu przedstawiono na rys. 3.
5

0 1 1 1 1 1 1 1 1

100 120 140 160

180
Rys. 3.Uogolniony bezwymiarowy wspétczynnik intensyvéed
napkzen F|VW funkcji kata wierzchotkowego 2/ owalu:
1 - wszechstronne rozgjanie, 2 - jednokierunkowe rozganie.

Poréwnano obliczone wspoiczynniki intensywcio

napezen z rozwhzaniami analitycznymi. Korzystgg
z zalenoici przytaczanych w monografiach Savina
z 1968 Ilub Morozova z 1984 roku, w przypadku

jednokierunkowego rozgjania, napgzenia w ostrym
wierzchotku soczewki oblicza est nastpujacego wzoru:

- -1
cweny=retol ] 5]

Podstawiajc wyrazenie (16) do definicji wspétczynnika
intensywndci napezen wg Grossa i Mendelsona (1972)
otrzymano

(16)

FV — KY - 2/‘+1/2

I_pl’]\/7_T

gdzie

a(a), 17)

n
X
2acos@- A)a) +sin2a

ala) =
x{Z/I—K[(l—A)Zsinza' —sin?(L- A)a)] +

~1-2)?@2-A)sin? a}

a wspoiczynnik K oblicza s¢ z nastpujacej zaleénosci
catkowej:

™r
sinh2ra + rsin2a

®  sinh’ra -r?sina
4] dr

0 r(r2 +1)(sinh2ra + rsin2a)

1-2sin? a]?
0

K =




Otrzymane rénice w wynikach  wspotczynnikéw
intensywndci napezen obliczonych ze wzoréw (15) oraz
(17) we wszystkich analizowanych przypadkach rozisar
wierzchotka soczewki nie przekroczyty 0.1%.

Poniewa procedura obliczania wspoétczynnikow
intensywndci napezen ze wzoru (17) jest dosy
klopotliwa, opracowano wzory przybbne aproksymug
poszukiwane wielkéci wielomianami 5-tego stopnia
w funkcji kata rozwarcia wierzchotka. Oznaczaj

a(a@) =c(y)
gdziey=Aa otrzymano przy jednokierunkowym rozganiu

c,(y) =3- 553y + 606y° - 431)° + 178y* - 0303° (18)
oraz

Co(y) = 2- 314y + 318y% - 221° +0.954/* -0.173° (19)

w przypadku wszechstronnego ragmniu ptaszczyzny.
Btad oszacowania wspéitczynnika intensyécionapezen
w przedzialer/2<a<z ze wzordw (18) i (19) nie przekracza
0.5%.

Wartas¢ wyktadnika osobliwéci (2) mazna przybliaé
nastpujaca zaleznoscia:

A =05-0.097614F3576%4

Z bledem nie przekraczgym 0.5%.

Przyktadowe wspéiczynniki intensywfm napezen
przy jednokierunkowym i wszechstronnym rag@aniu
oraz wartdci partametrowR; i A R, podano w tablicy 1.
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Tab. 1. Wartdsci wykladnika osobliwéci 2, wspdtczynnika
wygtadzenia nageen R, oraz bezwymiarowego, uogdélnionego

wspolfczynnika intensywrigi napezen FIV (jedno- i wielo-
kierunkowe rozciganie otworu owalnego), dla wybranychtdw
rozwarcia karbu 2

R
A

& R q=0 q=p

0 05000 | 2.989 1.000 1.000
15 04998 | 2.995 1.005 1.000
30° 04986 | 2.999 1.020 1.004
45° 04950 | 2.997 1.048 1.015
60° 04878 | 2.986 1.096 1.035
75 04753 | 2.957 1.161 1.069
90° 04555 | 2.901 1.260 1.125

Tab. 2. Wartasci wspoétczynnikéw we wzorze aproksymacyjnym
(20) dla wybranych &o6w rozwarcia karbu 2

g=0,a=1 g=p,a=0

28 b c b [

0° 0.0568 0.3718 0.0568 0.6502
15 0.0644 0.2859 0.0591 0.5991
3¢ 0.0816 0.2245 0.0646 0.5658
45° 0.1108 0.1963 0.0757 0.5377
60° 0.1571 0.1895 0.0927 0.5331
75 0.2137 0.2070 0.1176 0.5467
o 0.2923 0.2281 0.1535 0.5648

4. PODSUMOWANIE

W prezentowanej pracy, metoda jednolitego péda]

Na podstawie uzyskanych wynikbw numerycznych do problemoéw koncentracji nagen wokot karbéw ostrych

uwzgkdniajac przedstawione wczgnriej zwiazki
wspotczynnikow koncentracji i intensywfm napezen
w wierzchotkach wyei¢ ostrych i zaokgglonych
skonstruowano zat@os¢ aproksymacyjs postaci

kp =a+2l-btanhging)le™, 0<e<1 (20)
Otrzymana formuta pozwala na oszacowanie warto
wspotczynnika koncentracji nagien w wierzchotku owalu

z blkdem nie przekraczagym 0,5% w calym zakresie
zmienndci parametru. Stah b wyznacza siz réwndaci

_KYRI™

- 2p\/51

wynikajacej z zalenosci (1) i (20). Statac obliczana jest
metod; najmniejszych kwadratéw przyzyciu nieliniowego
algorytmu Marquardt-Levenberga. Waidd statychb i ¢

dla jednokierunkowego i wszechstronnego rggania dla
kilku reprezentatywnych warfoi kata 28 przedstawiono
w tablicy 2.

b -1=F'R /(2J2) -1 (21)

i zaokmglonych (Savruk, Kazberuk 2006, 2007) zostata
zastosowana do rozygania zagadnienia roaganej
ptaszczyzny ostabionej otworem o owalnym ksztalcie.
Dla parametréw, charakteryasych geomets otworu,
zmieniapcych st w bardzo szerokim zakresie, obliczono
wspotczynniki koncentracji nagiren w wierzchotku owalu.
Wykorzystupc  zaleno$¢  wiazaca  wspoétczynniki
koncentracji napzen ze wspoétczynnikami intensywsa,
wyznaczono warkei wspélczynnikbw intensywrigi
dla odpowiedniego otworu o wierzchotkach ostrych.
Przeprowadzafg poréwnanie wynikow obliczeze znanym
rozwiazaniem analitycznym dla otworu soczewkowego,
wykazano nie tylko dia precyzg zastosowanej metody
lecz rownie jej uniwersalné¢ i efektywnadé. Wykazano
rébwniez, ze wartdci wspoélczynnikow wygtadzenia
napezen (4) okralone dla karboéw o kragdziach prostych,
zachowuy waznos¢ dla innych geometrii  brzegu
(tuk kotowy). Otrzymane rezultaty uraowity zbudowanie
zwartych wzorow aproksymacyjnych haych
do oszacowania waroi wspotczynnikéw intensywrigi
napezen w wierzchotku soczewki, ktére mag by¢

Z powodzeniem stosowane w praktycezyimerskiej.
Przedstawiono réwniezaleznosci aproksymujce wielkaié
koncentracji napzen w wierzchotku otworu owalnego dla
kilku reprezentatywnych warfoi kata
rozwarcia przy dowolnym promieniu zaagtenia
wierzchotka otworu.
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naprazenij okoto

zada yprugosti

STRESS CONCENTRATION AROUND OVAL HOLE

Abstract: In the paper the application of the unified apploa
method to solve problems of stress concentratiaurat sharp
and rounded oval hole in elastic plane was predefitee stress
field distribution was obtained for various verteangles
and curvature radii using singular integral equatimethod.
The method based on passage to the limit (wheratune radius
tends to zero), was used to obtain stress intenfsittor
at the vertex of sharp lens hole in a plane unelesion. Accuracy
of the new method was analyzed by comparing nuieréasults
of stress intensity factors to well known analyticmlution.
The approximation formulas for estimation of stresgensity
and concentration factors were presented.
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