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Streszczenie:W pracy przedstawiono metecelementéw analitycznych, shca do wyznaczania warfoi parametrow
opisupcych osobliwe pola nagten w poblizu wierzchotkéw ostrych nazy. Wykorzystanog do wyznaczenia klasycznych
i uogodlnionych wspotczynnikéw intensyw§m napezen oraz wspotczynnikéw stagych przy cztonach wgzych redéw
rozwinigcia asymptotycznego opisgego pole naggen w poblizu wierzchotkow szczelin oraz karbow tréjlych.

Otrzymane wyniki
napkzeniowego kryterium kruchega:kania.

1. WPROWADZENIE

Identyfikacja osobliwych p6l nagren w poblizu
wierzchotkéw szczelin lub karbéw jest nieodzownym
elementem prognozowaniack@ania. Sprowadza eiona
do wyznaczenia warfoi parametrow analitycznych
opisupcych te pola, a wykorzystywane do tego techniki
obliczeniowe podzieli mozna na trzy grupy (Seweryn,
2003). W metodach asymptotycznych  poszukiwane
parametry analityczne wyznaczanea $a podstawie
poréwnania wynikbw oblicze np. metody elementow
skonczonych z rozktadami teoretycznymi (He i inni, 1297
W metodach energetycznych waidb poszukiwanych
parametréw wyznaczanea S1a podstawie zmian energii
potencjalnej uktadu wywotanej zmiany wymiaru szazel
(np. Yang iinni, 2001) lub wykorzystania twierdizen
0 wzajemnéci prac (np. Sinclair iinni, 1984).

Prezentowana w pracy metoda elementéw analitycznych

(Seweryn, Adamowicz, 2005), obok elementéw
hybrydowych (Lin, Tong, 1980) imetody g¢uow
analitycznych (Seweryn, 2002), nafedo trzeciej grupy

- metod bezpaednich. Poszukiwane parametry analityczne
znajdup sie w wektorze niewiadomych zagadnienia metody
elementéw skiaczonych, obok skladowych przemiesztze
weztdw elementéw skiiczonych i wyznaczanea ¢ uktadu
réwnai rownowagi sit veztowych.

2. OSOBLIWE POLA NAPR EZEN

2.1. Rozkfad pdl naprezen w otoczeniu wierzchotka
szczeliny

Opis osobliwego pola nagten i przemieszcze
w poblizu wierzchotka szczeliny, w zagadnieniach liniowej
teorii spezystcsci moze by przedstawiony w ukfadzie
wspotrzdnych  biegunowych r(#) (rys.1) w postaci
rozwiniecia (Williams, 1957):

postiyly do wyznaczenia warunkéw krytycznychek@ania przy zastosowaniu nielokalnego
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gdzie K,,, K;, — wspéiczynniki przy n-tym czlonie
rozwiagzania asymptotycznego, K i K;; odpowiadaj
klasycznym wspoiczynnikom intensywétd napezen
K, i Ki:
K, +iK, = lim [V2m (g5, +i7,,)]. )

§=0r-0"
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Rys. 1.Szczelina z biegunowym uktadem wspééaych ¢, )

Wyrazenia opisane wzorami (1) zostarrapisane
W postaci macierzowej:

o=fu,, u=gu,,

®)

gdzie o i u s wektorami kolumnami zawiergymi
odpowiednio skladowe tensora ngmn iskladowe
przemieszcag f i g s3 macierzami funkcji wspoteinych,
a ug jest wektorem parametréw analitycznych, opisygh
osobliwe pole nagren i przemieszcze

K Ki K oKy ) (@)

Ue | Ucs Sa sktadowymi przemieszczenia wierzchotka
szczeliny.
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2.2. Rozkfad pdl naprezen w otoczeniu wierzchotka W wektorze kolumnie parametrow emowych q

karbu tréjk atnego zagadnieniaMES wydzielono podwektomo, zawierajcy
sktadowe przemieszciaaveztéw standardowych elementow

skonczonych (obszar 25 — rys. 3), podwektor ua

sktadowych przemieszcaeweztow lezacych na granicy
obszaru analityczneg@, orazuy — wektor poszukiwanych
parametréw analitycznych (8):

T

B a = {uoT’uAT !UKT} 9)

Rys. 2.Karb tréjkatny o kacie wierzchotkowym 2.

Osobliwe pole napgen i przemieszcae w poblizu
wierzchotka ostrego karbu o kacie rozwarciaw uktadzie
wspotrzdnych  biegunowych () (rys.2), mae
by¢ przedstawione w postaci ngstijacego rozwingcia
(Seweryn, Molski, 1996):

Rys. 3.Cialo ze szczelioraz obszanf2, i Q.

m K/r‘1 my K/‘n
9 = Re{;(ml)u.n A (‘9 An )+;(2";1—A.m B (‘9 An )1 ' Energia odksztalcenia sgystego rozpatrywanego
) ) uktadu przyjmie posta
— r < KI/|]1 < KI/I‘n
u =_——Re z—l_/\IQj(ﬁlAln)+ o N j(ﬂ’Alln) : Koo Koa 0O Uo
2/'1 n:1(2TIT) " n=1(2Tl’) " _ 1 T T T O O
© u —E{uo U, LUy } Ko Kaa U, (10)
0 0 K, ||uk
. A A . . i :
gdz'? K'”_’ Kin Wspoiczynm_kl przyn tym_ cz_%ome_ gdzie K, jest macierz sztywndci elementu analitycznego
rozwiazania asymptotycznegol, i Ain - n-te pierwiastki Q,, ktérej posta wyprowadzona zostata z wyenia
o dodatnich agciach rzeczywistych rowima na energi odksztatcenia spzystego obszaru analitycznego
charakterystycznych: Q, przy wykorzystaniu zwizk6w pomédzy wektorami
Asin2zr-sinZa= 0, A sin2- snka= | ©6) kolumnami odksztalde € i napkzea G oraz przy

zastosowaniu opisu pola napen za pomog parametrow

A;. By, C; i D; — kombinacje funkcji trygonometrycznych ~ analitycznych (4) lub (8):

kata .
Wystepujace W Wyraeniu (5) uogOlnione

U, :% I ¢'stdQ :—; '[ ¢' CletdQ
wspotczynniki intensywnézi napezen dla rozrywania A O

11
(przypadek 1) Ecinania wzdhanego (przypadek II) 1 e 1 (11)
sa  zdefiniowane w naspujacy sposob  (Seweryn ‘EUK '[fC tdQ juy ‘EUK KUk
9

i Zwolinski, 1993):
gdzie t — grubad¢ elementu. S macierz sztywnizi

. 1-A
K= lim [(ZW) Uw(l‘,ﬂ):l, elementu analitycznego:

d=0r-0
A . 1-A (7)
Ki = lim [ (@)™ 7,(r.9)]: K, = [fCFde. (12)
On

Wyrazenia (5) mana zapisaw postaci macierzowej (3), wektor ) o . ) o )

parametréw analitycznyalx przybierze wowczas posta Ciagtos¢ pola przemieszcze i napkzen pomkidzy
obszarem analitycznym@, a obszarem modelowanym

U ={ KKK K KD K W s (8) za pomog standardowych elementéw skazonych 2,
zapewniono przez zastosowanie metody ez
analitycznych (Seweryn i Adamowicz, 2005).

3. METODA ELEMENTOW ANALITYCZNYCH Wykorzystano  wymuszenie  przemiesatze weztow

granicznych obu obszaréw zgodnie z zadanym rozkiade
teoretycznym, uzaimiajac je od poszukiwanych wagci
parametréw analitycznych:

Metoda elementéw analitycznych jest teclanik
wyznaczania warkzi parametrow opisagych osobliwe
pola napgzen, opart na metodzie elementow siazonych

i polegajca na wykorzystaniu specjalnego elementu Ug | O
; i u
skmf:zonego w obszarze przywierzchotkowym ostrego u t=lo ¥ { o}’ u, ='Yu, . (13)
naraa. Uy
Uy 0 I



Postg macierzy wgzow analitycznychW wynika
bezpdrednio z przytego opisu osobliwego pola
przemieszcze (1) lub (5). Wprowadzenie macierzyazdw
analitycznych spowoduje modyfikacglobalnej macierzy
sztywndci. Ostatecznie energia odksztaiceniagspstego
uktadu przybierze posta

— 1 T T o) Yo
u —E{uo WUy }K {UK}’
gdzieK” jest zmodyfikowan maciera sztywndci uktadu:

K =|: KOO KOA\P :|
Y'K,, PK,LP+K,

(14)

(15)

4. PROGNOZOWANIE P EKANIA ELEMENTOW
Z KARBAMI

W nielokalnym napgzeniowym kryterium pkania,
zaproponowanym przez Seweryna i Mroza (1995), dakta
sieg, ze inicjacja lub propagacja szczeliny rasije
wowczas, gdy fredniona na odcinkud, diugaici strefy
pekania (rys. 4), funkcja nagren normalnychg, i thacych
I, w plaszczynie fizycznej osignie wartd¢ krytyczr,
czyli;

=1, (16)

1%
p;%{do !Rg (0, 7,)
gdzie,x, — pocatek lokalnego uktadu wspokdnych ¢, J)
okreslajacy miejsce pkania.

Do przewidywania gkania materiatdbw kruchych
z wykorzystaniem  kryterium (16), wystarczeg jest
przyjccie lokalnej funkcji gkania w postaci warunku
napezen normalnych (Seweryn, 2003):

RY(Jn)za-n/a-C :

Dlugos¢  strefy mkania dy wyznacza s
z rbwnowanosci kryterium Griffitha — Irwina K, = K¢)
oraz nielokalnego kryteriumegania (16) dla przypadku
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rozrywanej szczeliny (Seweryn, 2003):

2
d :E &
° mlo. )’
gdzie o, Kic — napezenia niszczce i krytyczna wart
wspotczynnika intensywr$oi napezen.

(18)

Rys. 4. Lokalny biegunowy uktad wspoékdnych ¢,9) o pocatku
w miejscu przewidywanej inicjacji szczeliny, naf@mia ¢, i 1,
wywotujace dekohezjmateriatu w strefie uszkodzerdg

Nielokalne kryterium kruchego e¢gania postiayto
do wyznaczenia warunkéw krytycznychekania dla
zagadnienia tarczy ze szczalioraz tarczy z karbami
trojkatnymi w ztazonych stanach ohgienia a wyniki
poréwnano z literaturowymi badaniamissadczalnymi.

4.1.Zagadnienie tarczy ze szczelin

W pracy Williamsa i Ewinga (1971) przedstawiono
wyniki bada eksperymentalnych c¢gania tarczy
wykonanej z polimetakrylanu metylu, ze szczeglin
nachylon w stosunku do kierunku dzialania ofp@nia

(rys. 5).

109 . . e . .
Ky, Ky, f__ Ky, Ky K.

0.5 037

0.1+

30 60 90
7[deg 7[degf

Rys. 5. Tarcza ze szczehn ukosna oraz wartéci wspotczynnikéw intensywrici napezen i wspoétczynnikdéw stajcych przy
czlonach wyszych redéw rozwinkcia asymptotycznego dla szczeliny o digid = 12.7 mm w funkcji kta pochylenia szczeliny
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Zmieniapc kat nachylenia szczeliny uzyskiwano rény
udziat obcizen rozrywapcych iscinajpcych. Dla
prezentowanego zagadnienia, przy wykorzystaniu dayeto
elementow analitycznych, obliczono waiib
wspotczynnikéw intensywrigi napezen i wspotczynnikow
stoacych przy czionach wagzych rzdéw rozwizania

asymptotycznego przy uwzglnieniu rénej liczby m
cztonéw rozwazania asymptotycznego. Wyniki
unormowano zgodnie z zatesciami:

K:n = Kln/a(m)kE 1 K; n = KII n/a(ﬂ )1772 (19)

i przedstawiono na rys. 5.

Wyznaczona w daiadczeniu krytyczna wargéd
wspotczynnika intensywrioi napezen wyniosta
Kc=1.370 MPan®. W obliczeniach przgjo wartg¢
napezen krytycznych o- =102.8 MPa, co na podstawie
zaleznoéci (18) dato wartéc strefy gkaniady = 0.113 mm.
Kryterium pkania (16) pozwolito wyznaczy kierunki,

w ktorych nasipowa® bedzie propagacja szczeliny.Wybrane
wyniki obliczer przeprowadzonych przy uwzghieniu
roznej liczby cztondbw rozwizania asymptotycznegon
zestawiono z wynikami dwiadczalnyminarys. 61 7.

-90- [=7.62 mm
element analityczny

A A& A dane doswiadczalne

'80'%&
-70- m=2

¥
= m=1
o

7[deg]
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Rys. 6.Kat propagacji szczeliny, w funkcji kata nachylenig/
szczeliny odlugéci |1=7.62mm (dane dwiadczalne:
Williams, Ewing; 1971)

90 [=12.7 mm
element analityczny

0 0 0 dane doswiadczalne

o m=2

2304 m=3 N

7[deg]
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Rys. 7.Kat propagacji szczeling, w funkcji kata nachylenig/
szczeliny odiugéci |1=12.7 mm (dane dwiadczalne:
Williams, Ewing; 1971)

W przypadku, gdy - 0°, wartagci wspotczynnikdw
intensywndci napezen powinny dizy¢ do zera i, — O
i Ky - 0) oraz stosunekK/K; - 0, co sugerowatoby
przypadek czystegoscinania wzdtanego (Il sposéb
obcizania) i wartéci kata propagacji szczeliny,
zawierajce st w przedziale -8D- -7(°. Liczne badania
doswiadczalne wykazaj ze kat propagacji w takim
przypadku zbliony jest do -90 (Williams i Ewing, 1971).
Uzycie do obliczé numerycznych opisu pola napen
wykorzystupcego nie tylko cztony osobliwe rozagiania
asymptotycznego, ale tak wyzszych rzdow, daje
rezultaty zgodne z eksperymentalnymi (linim=2, 3
- 1ys. 6, 7).

Kryterium (16) pozwolito wyznaczypoziom obci-
zen krytycznych, przy ktorych nagiuje pkanie. Wyniki
tych obliczé, razem z rezultatami bagldcswiadczalnych,
przedstawiono na rys. 8 i 9. Krytyczne wadioobcihzen
osiigajp minimum dla lgta pochylenia szczeliny
y=70+60°, co zgodne jest z wynikami bada
dodwiadczalnych. Jest to wyiaie widoczne jedynie
w przypadku oblicz& uwzgkdniajacych efekt czionéw
wyzszych redéw rozwizania asymptotycznego.

20 1.7

1=7.6 mm
181 element analityczny
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Rys. 8. Wartdici krytycznych obcizen w zalenosci od kata y
pochylenia szczelingrodkowej o dtugéci | = 12.7 mm (dane
doswiadczalne: Williams, Ewing; 1971)
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o 0 o dane doswiadczalne
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Rys. 9. Wartdici krytycznych obecizen w zalenosci od kata y
pochylenia szczelingrodkowej o dtugéci | = 12.7 mm (dane
doswiadczalne: Williams, Ewing; 1971)



4.2.Zagadnienie tarczy z karbami trojkatnymi

Zagadnienie gkania tarczy z karbami tréagknymi
w ztozonych stanach obgienia analizowane bylo przez
Seweryna i innych (1997).

Obciazenia prébek realizowane byly za pomoc
specjalnego przyedu (rys. 10), mocowanego
w uchwytach maszyny wytrzymaigiowej. Proporcje
sktadowej sily rozrywajcej F, i scinajacej F, obchzenia
stopniowane byly przez zmiarkata zamocowania prébki
wzgledem osi przyrzdu ¢ = arctgf,/F,). Prezentowana
praca obejmowata stany obgzén, dla kta obcizenia

0° < < 90r. Wartas¢ sktadowej rozcigajcej
(Sciskapcej) i scinajacej obcizenia wyznaczano
z zalenosci:

F. =Fsing, F, =Fcosy, (20)

GdzieF jest sih zadawan na maszynie wytrzymasoiowe;.
Badano prébki o dcie rozwarcia B= 20, 4¢°, 6C°

i 80°, wykonane z polimetakrylanu metyluE € 3.3 GPa

i ¥=0.35). Wyniki obliczé uogdlnionych wspétczynnikéw

intensywndci napezen oraz wspotczynnikow stagych

przy cztonach wiszych redéw rozwazania asymptotycznego

acta mechanica et automatica, vol.1 no.2 (2007)

dla przypadku rozrywania i czystegmnania przedstawiono w
tab. 1.

I3 J

Rys. 10. Realizacja scinania wzdhinego irozrywania dla probek
ptaskich.l; = 200 mm|, = 100 mma =50 mmJ; =47 mm{=5 mm

Tab. 1. Wartdici wspétczynnikaé,, =K/ /F, i &,; =K/, /F, obliczone metoglelementéw analitycznych

Rozrywanie Scinanie
2’6’ Ell = KI/:ll/Fy {IZ = KI/;/Fy EI3 = KI/;/I:y {M = Kl/l]i/Fy Elll = KllAl/Fx EIIZ = KITZ/FX {II3 = Klf3/Fx EII4 = Klf4/Fx
0.6199 - - - 0.7790 - - -
20 0.6225 -0.0594 - - 0.7344 -0.0006 -
° 0.6275 -0.0815 4.7192 - 0.7381 -0.0005 7.9695
0.6278 -0.0830 4.9885 -3.4375 0.7367 -0.0005 12306 -1.5949
40 0.6191 - - - 0.9738 - - -
o 0.6188 -0.5830 - - 0.9512 -0.0002 -
0.6230 -1.4977 6.4143 - - - - -
60 0.6541 - - - 1.3121 - - -
° 1.4196 0.0005 - -
80 0.7214 - - - 1.4906 - - -
° - - - - 2.2028 0.0026 - -
Wartcici dla obcizen paérednich wyznaczone zostaty Krytyczna wartes¢ napkzenia niszcacego o

przy pomocy nagpujacych zalénaosci:
K (B.)=¢& (B)F cosy,

21
K (B.w)=4 (B)Fsiny. (21)

2 =40°

m=2;
m, =3, m, =2

{ oooo dane doswiadczalne (Seweryn i inni, 1997)

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
= arctan(F_\/Fy )[deg]

Rys. 11. Kierunek inicjacji szczelinyd, dla r&nych lktéw

obciazenia ¢ tarczy z karbami trojgnymi o kacie rozwarcia

23 = 40; dane déwiadczalne: Seweryn i inni (1997)

wyznaczono rozegajac probki z karbami pétokglymi.
Otrzymano oc =115 MPa. Wyznaczona przez autoréw
wartas¢  krytycznego  wspoiczynnika  intensywéoo
napezen Kc wyniosta 1.37 MPa fit. Wykorzystujc
zalenoé¢ (18) maliwe bylo wyznaczenie warfci
parametru nielokalrgi: d = 0.09035 mm.

0

: 23 =60°

<10

2201

-30
040 1

S m=1,m,; =2
o550 1

-60

-70

80 ] oooo dane doswiadczalne (Seweryn i inni, 1997)
N+

0 10 20 30 40 50 60
y =arctan(F, /F, )[deg]
Rys. 12. Kierunek inicjacji szczeliny, dla r&nych katow
obciazenia ¢ tarczy z karbami tréj¢nymi; dane déwiadczalne:
Seweryn i inni (1997)

" 70 80 90
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Na rys.11-14 przedstawiono wybrane wyniki
obliczen kierunkdéw inicjacji szczelinyd, oraz stosunkdéw
krytycznych wartéci obchzen: catkowitego
do rozcigajacegoFd/Fyc, wykonanych przy wykorzystaniu
nielokalnego napzeniowego kryterium kruchegockania.
Punktami zaznaczono dane $dtadczalne przedstawione
w pracy Seweryna i innych (1997).

2.5

2 =40°

05 oooo dane doswiadczalne (Seweryn i inni, 1997)
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

y =arctan(F, /F, )[deg]

Rys. 13.Warta¢ obcizenia krytycznegd-o/F ¢ dla tarczy z karbami
trojkatnymi ; dane déwviadczalne: Seweryn i inni (1997)

3.5

28 =60°
3.0

2.5
m=1

<
20

LL,U

1.5+

1.0

05 | eeea dane doswindczalne (Seweryn i inni, 1997)
0 10 20 30 40 50 60 70 8 90

y =arctan(F, /F, )[deg]

Rys. 14. Wartas¢ obchzenia krytycznegoFd/F,c dla tarczy
z karbami (£ = 6(°); dane déwiadczalne: Seweryn i inni (1997)

5. PODSUMOWANIE

Na podstawie wynikéw przeprowadzonych oblicze
mozna stwierdi, ze zastosowanie w obliczeniach opisu pola
napezen iprzemieszcze wykorzystujcego jedynie cziony
osobliwe rozwizania asymptotycznego powoduje obarczenie
otrzymywanych wynikdw znacznym dolem numerycznym,
w wielu przypadkach dyskwalifikegym obliczenia. Wphyw
czlondbw wyszych rezdéw w asymptotycznym rozwigiu,
opisupcym pola napizen w poblizu wierzchotka szczeliny,
jest dominujcy dla szczelin pochylonych pod matymtém
do kierunku dziatania ohgienia (/= 0°+~10°). Uwzgkdnienie
tylko cztonéw osobliwych w obliczeniachmE& 1) powoduje
znaczne zawsanie poziomu obgren krytycznych — zwtaszcza
dla matych ktéw y

Natomiast w rozpatrywanym przypadku poprawa
doktadndci prognozowania kruchegoglania elementow
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z karbami tréjlstnymi  wywotana uwzgidnieniem
w obliczeniach opisu pola nagen iprzemieszcze
wykorzystupcego cztony wyszych rzdéw rozwazania
asymptotycznego jest nieznaczna. Otrzymane wyniki
sa zblizone do rezultatdw bada eksperymentalnych
niezalenie od liczby cztonéw rozwrania
asymptotycznego, opisgjego osobliwe pole nagren

w poblizu wierzchotka karbu.
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Abstract: The paper deals with the problems of an applioatio
of analytical element method to modelling of striéskls near the
cracks and sharp notches in a elastic bodies. Tethau
of analytical elements is applied to find the deealsand the
generalized stress intensity factors and the aieffis of the
higher terms of the asymptotic solution in the cafesheet
containing crack or triangular notches. The derigattulations
were used to find critical condition of crack prgpton.
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