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Streszczenie: Rozpatrzono przestrzen bedaca sprezystym kompozytem warstwowym o strukturze periodycznej ostabiona
szczeling prostopadla do uwarstwienia. Zagadnienie zostalo rozwiazane w ramach modelu homogenizowanego
z parametrami mikrolokalnymi (Wozniak (1987), Matysiak i Wozniak (1987)). Do analizy zastosowano metodg
transformacji catkowych i dualnych rownan calkowych. Otrzymano rozklad przemieszczen i naprgzen oraz wspoétczynniki
intensywno$ci naprgzen. Zbadano wplyw wlasno$ci mechanicznych oraz geometrycznych kompozytu na rozklad

wspotczynnika intensywnosci naprezen.

1. WPROWADZENIE

Modelowanie osrodkow warstwowych o strukturze
periodycznej za pomoca klasycznego opisu teorii
sprezystosci prowadzi do ukladu réwnan czastkowych
z silnie oscylujacymi wspdtczynnikami, co stwarza

komplikacje  obliczeniowe. Jednym ze  sposobow
uproszczenia  problemu  jest zastosowanie = modeli
przyblizonych, np. Achenbach (1975), Bakhalov

i Panasenko (1984), Bensoussan i inni. (1978), Christensen
(1980), Pobedria (1984), Sanchez-Palenica (1980),
Wozniak (1987), Matysiak i Wozniak (1987). Model
homogenizowany z  parametrami  mikrolokalnymi,
zaproponowany przez Wozniaka a potem zaadoptowany
przez Matysiaka i Wozniaka do modelowania kompozytow
warstwowych o strukturze periodycznej, byt bardzo
czgsto stosowany w rozwiazywaniu wielu zagadnieniach
kontaktowych, szczelin, przewodnictwa ciepta itd. (patrz.
prace Kaczynski (1994), Kaczynski i Matysiak (1989),
(2003), Matysiak i Pauk (1995). Podejscie to polegajace na
opisie niejednorodnego osrodka warstwowego modelem
homogenizowanym (jednorodnym), a wigc ukladem
rownan  czastkowych o stalych  wspotczynnikach.
Pozwala on na zbadanie wpltywu struktury warstwowej,
a jednoczesnie w ramach tego modelu spetnione zostaly
warunki  ciagltoSci na  powierzchniach  taczacych
rozne skladniki  kompozytu. Stosowalno$¢ modelu
homogenizowanego zostala omowiona w  pracach
Kulczyckiego 1 Matysiaka (2005a i b), Kulczyckiego
i innych (2007). W pracach tych poréwnano wyniki
obliczen otrzymane za pomocg modelu homogenizowanego
oraz klasycznego opisu teorii termosprezystosci wskazujac
na bardzo dobrg ich zgodnos¢.

W  niniejszej pracy przedstawiono zagadnienie
szczeliny prostopadtej do uwarstwienia w kompozycie
warstwowym o strukturze periodycznej. Sformulowane
zagadnienie rozwiazano w ramach modelu
homogenizowanego z parametrami mikrolokalnymi.

Zastosowano usredniony warunek brzegowy (patrz.
Perkowski 1 inni (2007)) pozwalajacy na obliczenie
rozkltadow naprezen w otoczeniu wierzchotka szczeliny
oraz wspotczynnika intensywnosci naprezen.

Praca stanowi kontynuacj¢ rozwazan zawartych
w pracy Pusza (1992), gdzie rozpatrzono szczeling
prostopadla do uwarstwienia, zawarta tylko w jednej
warstwie bedacej sktadnikiem kompozytu.

2. SFORMULOWANIE PROBLEMU

Niech o bedzie potowa dlugosci szczeliny
zorientowanej prostopadle do uwarstwienia (patrz. Rys. 1).
Przestrzen kompozytowa sklada si¢ z dwusktadnikowych
lamin powtarzajacych si¢ periodycznie o grubos$ciach
011 0,3, 0= 01F 6,. Niech 4, u;, j=1, 2 beda stalymi Lame’go
charakteryzujacymi wlasciwosci mechaniczne lamin. Uktad
wspolrzgdnych 1 potozenie szczeliny przedstawiono
na Rys. 1.

Korzystajac z podejscia do zagadnien szczelin
zaproponowanego przez Sneddona (1966) 1 symetrii
zagadnienia wzgledem Ox zapiszemy mieszane warunki
brzegowe rozpatrujac potplaszczyzng y>0:

0,(x,00=0, |x=0,
oV (x,00=—f(x), |x<a, (1a)
V(x,0)=0, |x| >a,

w nieskonczono$ci natomiast przyjmujemy, ze

D 5N
0,0,

xx 0

0'}(,}{) -0 dax*+)’ 5o, (1b)
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o1

Rys. 1. Schemat rozpatrywanego zagadnienia
Sformulowane zagadnienie zostanie rozwiazane
w ramach modelu homogenizowanego z parametrami

mikrolokalnymi. Ponadto przyjeto idealny kontakt
mechaniczny pomigdzy warstwami.

3. ROZWIAZANIE PROBLEMU

Pole przemieszczen oraz skladowe tensora naprezenia

W plaskim stanie odksztalcenia postulowane
sa W nastgpujacej postaci:

u(x,y)=U(xy)+h(x) g, (x.y) 2 U(xp),

v(x,y)=V (%) +h(x)q, (xy)=V(x,y),

oV (e, y) = (A, +2u,)V,, +2,(U,, +h,q,), ()

ol () =4, +2u)U,, +hg)+ AV

5);9

oV )= U, +V, +hgq)), j=12,

gdzie U, V sa makroprzemieszczeniami, ¢, ,g, Sa
parametrami mikrolokalnymi, % jest o~periodyczna funkcja
ksztattu. Warunki idealnego kontaktu mechanicznego
na powierzchniach laczacych rozne sktadniki kompozytu
sa spelnione, gdy funkcja ksztaltu ma postac:

x-055 , dla 0<x<g,
h(x) = o 3)

—055 , dla 6 <x<6,
1—77 -7 n’

gdzie 17=61/6, by =1, h, =—n/(1-n).

Korzystajac z pracy Kaczynskiego i Matysiaka, (1988)
mozemy zapisa¢é réwnania modelu homogenizowanego
z parametrami mikrolokalnymi

2 2
Alal'zf C—ﬁU (B+C)6V:0,
Ox o Ox0Oy
oV 82 o’U @
C— +(B+ C) =0,
ox? ay Ox0y

90

oraz
o =C 8_U+8_V ,
v oy ox
O-g)zAlaU Ba_V
Ox oy
-p,Y g (5)
! ox Toy’
a<f'>=—/1f' (e +al)), =12,
T4 +2u, T >
gdzie:
A=nh+(=mk, [Al=n(k-2%),
2
/’t=77&+1’177/12, A=np+ (=1,
’72
(i) =1 (s4 - 1,) A=+t
2
~ Al|+2
Al=/1+2[1—([]A—[y])>O,
A+24
~ A 6
A =2+20—- [ ] >0, ©
/1+2,u
-~ |A(|A]+2
po i AL
A+24
2
A
C:[l_@>0’ Dj_ - 15
2 A +2u;
4 (A, +u, A
;= G ﬂ’)+ LB, j=1,2.
A +2u, A +2u,
Rownania na  makroprzemieszczenia  mozemy

rozseparowaé za pomoca potencjatow ¥, i ¥, przyjmujac
je w nastgpujacej postaci:

ov,, 0¥, |, _0% 0¥,

U=k —+k , , 7

" ax 2 ox oy oy )
gdzie:

A4y -C
SR ®
za$ y; wyznaczamy z rownania charakterystycznego
A,Cy} +(B* +2BC—44,)y} + 4C=0. )
Otrzymujemy

, I —L+ oY, =0,/=1,2. (10)

Or=marrat e

Rownanie charakterystyczne (9) przy zatozeniu,
7e [ #1, ma 4 rzeczywiste rozwiazania £y, +y,, gdzie:



1
(44, -2BC-B* A )
4 24,C ’
(1D

1
) _[AlAz—zBC—B2+x/ZJ2
2= 5

24,C

oraz A= (B’ +2BC— A4, —44 4,C* > 0.

Warunek brzegowy na skladowa normalng ze wzgledu
na nieciagto$¢ sktadowych ayy(’)(x,y) na powierzchniach
faczacych sktadniki kompozytu zostaje zastapiony
usrednionym warunkiem brzegowym w postaci (patrz.
Perkowski i inni (2007), Matysiak i Perkowski (2007)):

ou ov
B—+4,—=—-f(x), =0, |x|<a. (12)
Ox oy
Przedluzymy warunek (12) dla y =0, |x| >a jako
ou ov
B—+4,—=-¢(x), xeR. (13)
Ox oy
Stosujac metode transformacji catkowych Fouriera
otrzymujemy sktadowe wektora przemieszczenia w postaci

U =is(x,a,(s)exp(—|s|7,») + x,a, (s) exp(=|s| 7)),

8 (14)
V= _|S|(71a1 (S)exp(_|s|71y) +7,0,(5) exp(—|s|}/2y))
gdzie
- 1 =
f(s,9)=—— | f(x,y)exp(~ixs)dx, i’ =—1. (15)
N2 :[O
Warunek brzegowy (13) transformuje si¢ do postaci
isBU w%:—@(s), =0, (16)

Spetiajac warunki brzegowe (la),, otrzymujemy ukliad

roéwnan na a;(s) oraz a,(s)

{(Azyf ~KB)a, )+ (47 ~ By () ==p)s o)
n+x)a,(s)+7,(1+x,)a,(s) =0

gdzie ¢@(s) jest nieznana funkcja. Funkcje a;(s) oraz ay(s)

maja postac:

P(8)7, B+C

a(s)=
s’ (n =7 (Ayi +B)C’ (18)
@)= (/)(s)m B+C
7/2) (A27/2 +B)C
Rozw1qzan1e zagadnienia mozemy sprowadzi¢

do rozwiazania dualnych réwnan calkowych (patrz.
Sneddon (1966))

A1) _|=
o ! ; sm(xs)dS—\/; f(x), 0<x<a,

(19)
[2)
o S

cos(xs)ds =0, x>a,

Zaktadajac, ze fix)=p,, a wigc szczelina jest rozwierana
stalym usrednionym ci$nieniem otrzymujemy

@(s) = gpoaJl (as) (20)

Sktadowe tensora napr¢zenia maja postaé
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o (x,y)= EJ' 570 (5,3)@(s)cos(xs)ds,
s
200
_ |2 ds, 21
ﬂ}[ o @(s)cos(xs)ds (21)
(n (x,y)= EJ’ 5000 ( @(s)sin(xs)ds, j=1, 2.
s
gdzie
) 2
629 (5,3) =Y. (D" (i B— K, A) exp(~|s| 7, )G .
k=1
2
qo(f) Z 1)’““(;//ij—K,(D,)eXp(—|S|7ky)G/f,
k=1

G0 (s,y) = Cz =Dy, A+ x,) exp(|s| 7, )G?,

k=1
2 B+C o N B+C
~7 (AR +BC 7 p=r, (A +B)C
Znajac rozktad napr¢zen w otoczeniu wierzcholka szczeliny
przechodzimy do obliczenia wspotczynnika intensywnosci
naprezen:

K = th? V27(x—a)o') (x,0) =
2
> DLE, - x,D)G! pyNra, j=1, 2.
k=1

1

(22)

4. ANALIZA NUMERYCZNA

Wyniki analizy numerycznej przedstawione zostana
w formie wykresow zawierajacych rozktady wspolczynnika
intensywno§$ci naprezen odniesionego do intensywnosci sit
po dzialajacych na swobodna powierzchnie szczeliny
powodujac jej otwierania. Na Rys. 2 przedstawiono rozktad
wspotczynnika intensywnosci naprezen w przypadku, gdy
vi=1,=0.3 jako funkcje wspolczynnika nasycenia # komorki
periodycznos$ci materiatem pierwszego rodzaju. Polowa
dhugosci szczeliny jest rowna a=1.0. Rysunek 3 przedstawia
zalezno$¢ wspotczynnika intensywnosci naprezen jako
funkcji E1/E;.
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Rys. 2. Rozklad bezwymiarowego wspotczynnika intensywnosci
naprezen K/ p, jako funkcji parametru 7
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Rys. 3. Rozklad bezwymiarowego wspodtczynnika intensywnos$ci

naprezen K(()j )/ P, jako funkcji parametru E, / E,
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ON THE CRACK PROBLEM NORMAL
TO THE LAYERING IN A PERIODIC LAMINATED BODY

Abstract: The two-dimensional problem of crack normal to the
layering is considered. The nonhomogeneous body is composed of
periodically repeated two constituent laminae. The homogenized
model with microlocal parameters given by Wozniak (1987),
Matysiak and Wozniak (1987) is applied to find an approximate
solution to the problem. The problem is reduced to a well-known
dual integral equations. Numerical results, which show the
influence of geometrical and mechanical properties of composite
constituents on SIF distributions are presented in figures.
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