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Streszczenie: Rozpatrzono dwuwymiarowe zagadnienia teorii spr¢zystosci dotyczace obciazenia powierzchni potprzestrzeni
sprezystej pokrytej niejednorodna warstwa innego materiatu sprgzystego. Warstwe o zmieniajacych si¢ wiasciwosciach
mechanicznych modelowano skonczong ilo§cia warstw o staltych wlasciwosciach mechanicznych.

1. WSTEP

Postepy w technologii powlokowej powoduja coraz
szersze wykorzystywanie twardych warstw wierzchnich dla
poprawienia wlasciwosci trybologicznych powierzchni
Slizgowych. Pozwalaja one zmniejszy¢é wspotczynniki
tarcia i wielko§¢ zuzycia, a jednocze$nie nie powoduja
zmiany masy materiatu. Punktem stabosci w uzyciu warstw
wierzchnich jest ich pgkanie (rozdzielenie, rozerwanie)
badz tez rozwarstwienie i odlupywanie si¢ na zlaczu
warstwa/podtoze. W wigkszosci opracowan (Diao i inni,
1994, 1999; Kouitat Njiawa i inni, 1998, 1999; Schwarzer
iinni, 1999, 2000; Houmid Bennani i Takadoum, 1999; Shi
i Ramalingam, 2001; Abdul-Baqi i Van der Giessen, 2002;
Bragallini i inni, 2003; Torskaya i Goryacheva, 2003,
Kulchytsky-Zhyhailo i Rogowski, 2006) zaklada sig,
ze warstwa jest jednorodna lub rozpatruje sig¢ kilka warstw
(przewaznie 2-4 warstwy) o stalych wlasciwosciach
mechanicznych. Rownolegle sa rozwiazywane zagadnienia,
w ktorych modut Younga lub modul Kirchhofa zmieniaja
si¢ wzdluz grubosci warstwy wedlug zaleznosci
wyktadniczej lub potggowej (Giannakopoulos i Pallot,
2000; Guler i Erdogan, 2004, 2006, 2007). W obu tych
przypadkach réwnania teorii sprg¢zystosci o zmiennych
wspotczynnikach mozna sprowadzi¢ do zastgpczego uktadu
rownan o statych wspotczynnikach. Pozwala to otrzymac
rozwiazanie  zagadnienia w  postaci  analitycznej.
Alternatywnym podejsciem do rozwigzania zagadnien
dotyczacych warstwy o zmieniajacych si¢ wlasciwosciach
mechanicznych  jest  zastapienie  jej  skonczona,
wystarczajaca duza (co najmniej 10) iloScia warstw
o statych wlasciwosciach mechanicznych. Otrzymaniu
analitycznego rozwiazania zagadnienia dotyczacego
lokalnego obcigzenia powierzchni uzyskanego osrodka
niejednorodnego (rys. 1) jest po§wigcony niniejszy referat.
Ograniczymy sig do przypadku zagadnien
dwuwymiarowych rozpatrywanych w ramach teorii
ptaskiego odksztalcenia. W celu weryfikacji otrzymanego
rozwiazania zostana rozwazone dwa zagadnienia dotyczace
obciazenia o$rodka niejednorodnego cisnieniem Hertza.
W pierwszym  zagadnieniu rozpatrzymy  oSrodek
warstwowy o strukturze periodyczne;j.

Rys. 1. Schemat zagadnienia

W zagadnieniu drugim rozwiazemy zagadnienie teorii
sprezystosci  dotyczace obciazenia ci$nieniem Hertza
jednorodnej polprzestrzeni izotropowej pokrytej warstwa
materiatu, ktorej modut Younga zmienia sig¢ wzdhuz jej
grubosci wedtug zaleznosci wyktadnicze;j.

E(y)= Ecexp(), B =" n(E, JE, ), vy < H , (1)

gdzie hi=H/a, H — grubos¢ warstwy, a — polowa szerokosci
pasma obciazenia, E, — modul Younga na powierzchni
warstwy wierzchniej, £, — modul Younga na powierzchni
rdzenia. Zalezno$énos¢ (1) zostata tak dobrana, ze modut
Younga w catym os$rodku zmienia si¢ w sposob ciagly.

2. MODEL MATEMATYCZNY ZAGADNIENIA

Rozktad przemieszczen i naprgzen w rozpatrywanym
osrodku niejednorodnym otrzymuje si¢ w wyniku
rozwigzywania nastgpujacego brzegowego zagadnienia
teorii sprezystosci: rownania (Nowacki (1988)):

(1-2v;)Au; + gradd; =0, i=0,1,...,n, 2)
warunki brzegowe (Chen i Engel, 1972):

O')(CZ)(X,}Z) = —q(x)H(l —x2 ), (3a)
o (x.)=—pH{l - 22). (3b)
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D)= (s ), 412, )
D (e ) = u (5,1 ), i=1,2,00m, (4b)
o () = o2 (x ) 1.2, o
iV (x,h;) = oD (x, k), i=1,2,..m, (4d)

2

G(i) -0, ¥ +z2 5w , i=0,1,...n. (%)

Nalezy zaznaczy¢, ze rOwnania okre§lone w potprzestrzeni
sprezystej (osrodku ,,0”) maja postaé (2), jesli potprzestrzen
jest jednorodna i izotropowa. W zagadnieniu, dotyczacym
obcigzenia poOlprzestrzeni warstwowej o  strukturze
periodycznej, réwnania (2) z indeksem ,,0” zastapimy
rOwnaniami opisujacymi zastgpczy osrodek homoge-
nizowany (Wozniak, 1987; Matysiak and Wozniak, 1987).

We wzorach (3)-(5) wprowadzono oznaczenia:
u - wektor przemieszczen, © - tensor naprgzen,
6=divu — odksztalcenie objgtosciowe, v - wspolczynnik
Poissona, x, z — bezwymiarowe wspotrzedne kartezjanskie
odniesione do potowy szerokos$ci pasma obciazenia a, p(x)
i g(x) — rozklady normalnego i stycznego obciazenia,
z=h; — dolna  powierzchnia i-tej warstwy,
z=h — powierzchnia o$rodka niejednorodnego, i — indeks
odpowiadajacy numerowi osrodka sprezystego,
H(x) — funkcja Heaviside’a.

3. METODA ROZWIAZYWANIA

Ogdlne rozwiazanie uktadu réwnan (2) spelniajace
warunki w nieskonczonosci (5) w przestrzeni transformat
Fouriera (Sneddon, 1972):

f(s,2) = J;?'[Of(x,z)exp(—ixs)dx (6)

ma postac:
2isti ) (5,2) = 2ay ;41 (s)|s| cosh((s|(h ;1 — 2)) +
2ay ;15 (s)|s|sinh(s|(h ;1 — 2)) +
| {(2 +d ;)sinh(s|(h;,; —2)) + }+
Y - 2lslcosh(sl(h - 20|
(2+d )cosh(s|(h .,y —2)) +
" {djaa,-ﬂ — 2)l[sinh(si(h, —z))}

hj <z< hj+1’~] :1,2,...,71,

(7a)

20 (5,2) = 2a4 1 (s) sinh((s|(h 41 — 2)) +
2ay ;4o (s)cosh(s|(h;yy —2))+
aaj 1 () (o — 2)sinh(ls(h 4 — D)+ (7b)

a4 ()1 (hj 4y — 2)cosh(ls|(h}, —2))]
h <z< hj+1, =12,...,n,
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2isit (") (s,2) = —2a, (s)|s|exp(s|z) - (80
—ay(s)(2+dg +do|s|z)exp(|s|z),z < 0,

20" (s,2) = dyay (s)zexp((s|z) + 2a; (s)exp(s|z),z < 0, (8b)

17 5 (s, 2) = 2ay ;1 ()|s| cosh((s| (. — 2)) +
2ay j.o(s)|s|sinh(s|(h ;4 —2))+
(2d ; +1)sinh(s|(h; 41 —2))+
4 (%a)
d j(hjsy —2)s|cosh(s|(h ;41 —2))
(2d ; +1)cosh(s|(h . —2)) +
d j(hjs = z)|s|sinh(s|(h ;41 - 2))
hj<z<hj,,j=12,..n,
176 (5,2) = =2ay ;41 (s)|s| cosh((s|(h 41 — 2)) -
2ay j1(s)s|sinh(s|(k .1 —2)) -
sinh(s|(h;,1 —2)) +
N d;(hj 4y ~2)s cosh(ls|(h .y —2))

{cosh(s(h 1 — D)+ }

(9b)

) .
d j(hjy = 2)s|sinh(s|(k ;41 - 2))
h <z< hj+1, =12,...,n,
176 (5,2)sgn(s) = —2ay ;11 (s)s|sinh((s|(h; 1 — 2)) -
2ay /.2 (s)|s| cosh((s|(h . —2)) -
(d; +1)cosh((s|(hj, —2))+
agj-1 . - (9¢)
d j(hjsy —2)s|sinh(s|(h ;4 — 2))
(d; +Dsinh(s|(h;,; —2)) +
d j(hjy — 2)|s|cosh(s|(h 4y — 2))
hj <z< hj*l’-] = 1,2,...,”,
1559 (5,2) =24, (s)|s|exp(|s|z) -

(10a)
—(2dy +1+dg|s|z)a; (s) exp(|s|z),z < 0,

y(;lEgS) (s,2) =q (S)(l + do‘s‘z)exp(‘s‘z) +

(10b)
2a, (s)‘s‘exp(‘s‘z),z <0,

isgn(s),u(;lE)(CQ) (s5,2) =—2a, (s)‘s‘ exp(‘s‘z) -

(10c)
—ai(s)1+dy + do‘s‘z)exp(‘s‘z),z <0,

o (x,2)=v; ( g)(x,z)+a§g>(x,z)),j=0,1,...,n, (11)

gdzie x4 — modul Kirchhoffa, d=1/(1-2v)), j=0,1,...,n,
hy=h.

Zaleznosci  (8), (10) zostaly zapisane dla
jednorodnego izotropowego osrodka ,,0”. W przypadku,
gdy osrodek ten jest osrodkiem homogenizowanym, nalezy
ich zastapi¢ wzorami, ktéore mozna znalezé w pracy
Kulchytskiego-Zhyhaila i Kolodziejchyka, 2005.



Wzory (7)-(10) zawieraja 4n+2 nieznanych funkcji
als), i=1,2,...,4n+2. Funkcje te otrzymujemy rozwiazujac
uktad rownan liniowych, ktory powstaje na skutek
spetniania warunkéw brzegowych (3) i (4).

4. PRZYKLADY

Rozpatrzmy polprzestrzen warstwowa o strukturze
periodycznej, ktorej powierzchnia jest obciazona naciskami
Hertza:

p(x)= porl1-x. (12)
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Rys. 2. Rozklad naprezenia o, wzdluz osi z w zagadnieniu
dotyczacym  obciazenia naciskami  Hertza  powierzchni
polprzestrzeni warstwowej o strukturze periodycznej (czarna
krzywa — rozwiazanie opierajace si¢ na klasycznej teorii
sprezystosci,  szare  krzywe — model  polprzestrzeni
homogenizowanej, przerywane linie — powierzchnie rozdzielajace

warstwy)
a) 0 0,25 - 0,5
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Rys. 3. Rozklad naprezenia o, wzdluz osi z w zagadnieniu
dotyczacym  obciazenia naciskami  Hertza  powierzchni
polprzestrzeni jednorodnej pokrytej warstwa, ktorej modut
Younga zmienia si¢ wzdluz jej grubosci wedlug zaleznosci
wyktadniczej (szara linia — n=10 (rys a-c) lub 40 (rys d), czarna
linia »=20, przerywana linia — rozwiazanie analityczne
uwzgledniajace zalezno$§¢ E=E(z), przerywane linie pionowe
— powierzchnie rozdzielajace warstwy)

Polprzestrzen tworza periodycznie utozone warstwy.
Komoérka periodycznosci sktada si¢ z dwoch warstw
o grubosciach odpowiednio /,=nda i L=(1-7)doa, modutach
Younga E; i E, oraz wspdtczynnikach Poissona v; i v,.
Parametr O jest bezwymiarowa gruboscia komorki
periodyczno$ci odniesiona do polowy szerokos$ci pasma
obciagzenia a.

Polprzestrzen niejednorodna modelujemy potprzest-
rzenia homogenizowana pokryta 2n warstwami o stalych
zmieniajacych sig periodycznie wlasciwosciach
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mechanicznych. Naprezenie o,, doznaje skoku na kazdej
powierzchni rozdzielajacej warstwy (rys. 2). Zmniejszajac
grubos¢ komorki periodycznoscei, otrzymujemy obraz, ktory
ma dwie obwiednie. Obwiednie te sa zgodne z szarymi
krzywymi na rys. 2, ktore sa uzyskane wskutek
modelowania catej polprzestrzeni warstwowej osrodkiem
homogenizowanym (Wozniak, 1987; Matysiak and
Wozniak, 1987). Znaczy to, ze w przypadku, gdy stosunek
pomiedzy gruboscia komorki periodycznosci a szerokoscia
pasma obciazenia jest maly, rozwiazanie zagadnienia
klasycznej teorii sprezystosci dla os$rodka warstwowego
nieznacznie r16zni si¢ od rozwiazania zagadnienia,
w ktorym rozwaza si¢ zastgpczy osrodek homogenizowany.
Rozwazmy potprzestrzen jednorodng pokryta warstwa
materiatu, ktorej modul Younga zmienia si¢ wzdluz
jej grubosci wedhug zaleznosci (1). Analityczne
rozwiazanie zagadnienia (Kulczycki 1 Rogowski, 2005)
poréwnamy
z rozwigzaniem, ktore uzyskamy, zastepujac
warstwe o zmiennych wlasciwosciach mechanicznych
n warstewkami o stalych wlasciwosciach (rys. 3).
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TWO-DIMENSIONAL PROBLEM OF NON-
HOMOGENEOUS ELASTIC HALF-SPACE LOADED
ON ITS BOUNDARY SURFACE

Abstract: The paper deals with a two-dimensional problem
of an elastic non-homogeneous half-space loaded on its boundary.
The body is compared of a non-homogeneous layer and
a homogeneous half-space. The layer with changing material
properties is described by a finite number of homogeneous layers.

Prace wykonano w ramach realizacji projektu badawczego
nr W/WM/2/05 realizowanego w Politechnice Biatostockie;j.



