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Streszczenie: Rozpatrzono dwuwymiarowe zagadnienia teorii sprężystości dotyczące obciążenia powierzchni półprzestrzeni 
sprężystej pokrytej niejednorodną warstwą innego materiału sprężystego. Warstwę o zmieniających się właściwościach 
mechanicznych modelowano skończoną ilością warstw o stałych właściwościach mechanicznych.  

 
 
 

 
1. WSTĘP 

 
Postępy w technologii powłokowej powodują coraz 

szersze wykorzystywanie twardych warstw wierzchnich dla 
poprawienia właściwości trybologicznych powierzchni 
ślizgowych. Pozwalają one zmniejszyć współczynniki 
tarcia i wielkość zużycia, a jednocześnie nie powodują 
zmiany masy materiału. Punktem słabości w użyciu warstw 
wierzchnich jest ich pękanie (rozdzielenie, rozerwanie) 
bądź też rozwarstwienie i odłupywanie się na złączu 
warstwa/podłoże. W większości opracowań (Diao i inni, 
1994, 1999; Kouitat Njiawa i inni, 1998, 1999; Schwarzer  
i inni, 1999, 2000; Houmid Bennani i Takadoum, 1999; Shi 
i Ramalingam, 2001; Abdul-Baqi i Van der Giessen, 2002; 
Bragallini i inni, 2003; Torskaya i Goryacheva, 2003, 
Kulchytsky-Zhyhailo i Rogowski, 2006) zakłada się,  
że warstwa jest jednorodna lub rozpatruję się kilka warstw 
(przeważnie 2-4 warstwy) o stałych właściwościach 
mechanicznych. Równolegle są rozwiązywane zagadnienia, 
w których moduł Younga lub moduł Kirchhofa zmieniają 
się wzdłuż grubości warstwy według zależności 
wykładniczej lub potęgowej (Giannakopoulos i Pallot, 
2000; Guler i Erdogan, 2004, 2006, 2007). W obu tych 
przypadkach równania teorii sprężystości o zmiennych 
współczynnikach można sprowadzić do zastępczego układu 
równań o stałych współczynnikach. Pozwala to otrzymać 
rozwiązanie zagadnienia w postaci analitycznej. 
Alternatywnym podejściem do rozwiązania zagadnień 
dotyczących warstwy o zmieniających się właściwościach 
mechanicznych jest zastąpienie jej skończoną, 
wystarczającą dużą (co najmniej 10) ilością warstw  
o stałych właściwościach mechanicznych. Otrzymaniu 
analitycznego rozwiązania zagadnienia dotyczącego 
lokalnego obciążenia powierzchni uzyskanego ośrodka 
niejednorodnego (rys. 1) jest poświęcony niniejszy referat. 
Ograniczymy się do przypadku zagadnień 
dwuwymiarowych rozpatrywanych w ramach teorii 
płaskiego odkształcenia. W celu weryfikacji otrzymanego 
rozwiązania zostaną rozważone dwa zagadnienia dotyczące 
obciążenia ośrodka niejednorodnego ciśnieniem Hertza.  
W pierwszym zagadnieniu rozpatrzymy ośrodek 
warstwowy o strukturze periodycznej. 
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Rys. 1. Schemat zagadnienia 

 
W zagadnieniu drugim rozwiążemy zagadnienie teorii 

sprężystości dotyczące obciążenia ciśnieniem Hertza 
jednorodnej półprzestrzeni izotropowej pokrytej warstwą 
materiału, której moduł Younga zmienia się wzdłuż jej 
grubości według zależności wykładniczej. 

( ) ( ) ( ) HyEEhyEyE <== − ,ln,exp rp
1

r ββ , (1) 

gdzie h=H/a, H – grubość warstwy, a – połowa szerokości 
pasma obciążenia, Ep – moduł Younga na powierzchni 
warstwy wierzchniej, Er – moduł Younga na powierzchni 
rdzenia. Zależnośćność (1) została tak dobrana, że moduł 
Younga w całym ośrodku zmienia się w sposób ciągły. 

 
2. MODEL MATEMATYCZNY ZAGADNIENIA 

 
Rozkład przemieszczeń i naprężeń w rozpatrywanym 

ośrodku niejednorodnym otrzymuje się w wyniku 
rozwiązywania następującego brzegowego zagadnienia 
teorii sprężystości: równania (Nowacki (1988)): 

 

( ) 0grad21 =+− iii Δ θν u , i=0,1,...,n, (2) 
warunki brzegowe (Chen i Engel, 1972): 

 

( ) ( ) ( )2)( 1, xHxqhxn
xz −−=σ , (3a) 

 

( ) ( )2)( 1)(, xHxphxn
zz −−=σ , (3b) 
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z hxuhxu ,, )()1( =− , i=1,2,...n, (4b) 
 

( ) ( )i
i

xzi
i

xz hxhx ,, )()1( σσ =− , i=1,2,...n, (4c) 
 

( ) ( )i
i

zzi
i

zz hxhx ,, )()1( σσ =− , i=1,2,...n, (4d) 
 

( ) 0→iσ , ∞→+ 22 zx , i=0,1,...n. (5) 
 

Należy zaznaczyć, że równania określone w półprzestrzeni 
sprężystej (ośrodku „0”) mają postać (2), jeśli półprzestrzeń 
jest jednorodna i izotropowa. W zagadnieniu, dotyczącym 
obciążenia półprzestrzeni warstwowej o strukturze 
periodycznej, równania (2) z indeksem „0” zastąpimy 
równaniami opisującymi zastępczy ośrodek homoge-
nizowany (Woźniak, 1987; Matysiak and Woźniak, 1987). 

We wzorach (3)-(5) wprowadzono oznaczenia:  
u – wektor przemieszczeń, σ - tensor naprężeń,  
θ=divu – odkształcenie objętościowe, ν - współczynnik 
Poissona, x, z – bezwymiarowe współrzędne kartezjańskie 
odniesione do połowy szerokości pasma obciążenia a, p(x)  
i q(x) – rozkłady normalnego i stycznego obciążenia,  
z=hi – dolna powierzchnia i-tej warstwy,  
z=h – powierzchnia ośrodka niejednorodnego, i – indeks 
odpowiadający numerowi ośrodka sprężystego,  
H(x) – funkcja Heaviside’a. 

 
3. METODA ROZWIĄZYWANIA 

 
Ogólne rozwiązanie układu równań (2) spełniające 

warunki w nieskończoności (5) w przestrzeni transformat 
Fouriera (Sneddon, 1972): 
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gdzie μ – moduł Kirchhoffa, dj=1/(1-2νj), j=0,1,...,n, 
hn+1=h. 

Zależności (8), (10) zostały zapisane dla 
jednorodnego izotropowego ośrodka „0”. W przypadku, 
gdy ośrodek ten jest ośrodkiem homogenizowanym, należy 
ich zastapić wzorami, które można znaleźć w pracy 
Kulchytskiego-Zhyhaila i Kolodziejchyka, 2005. 
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Wzory (7)-(10) zawierają 4n+2 nieznanych funkcji 
ai(s), i=1,2,...,4n+2. Funkcje te otrzymujemy rozwiązując 
układ równań liniowych, który powstaje na skutek 
spełniania warunków brzegowych (3) i (4). 

 
4. PRZYKŁADY 

 
Rozpatrzmy półprzestrzeń warstwową o strukturze 

periodycznej, której powierzchnia jest obciążona naciskami 
Hertza: 

 

( ) 2
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Rys. 2. Rozkład naprężenia σxx wzdłuż osi z w zagadnieniu 
dotyczącym obciążenia naciskami Hertza powierzchni 
półprzestrzeni warstwowej o strukturze periodycznej (czarna 
krzywa – rozwiązanie opierające się na klasycznej teorii 
sprężystości, szare krzywe – model półprzestrzeni 
homogenizowanej, przerywane linie – powierzchnie rozdzielające 
warstwy) 
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Rys. 3. Rozkład naprężenia σxx wzdłuż osi z w zagadnieniu 
dotyczącym obciążenia naciskami Hertza powierzchni 
półprzestrzeni jednorodnej pokrytej warstwą, której moduł 
Younga zmienia się wzdłuż jej grubości według zależności 
wykładniczej (szara linia – n=10 (rys a-c) lub 40 (rys d), czarna 
linia n=20, przerywana linia – rozwiązanie analityczne 
uwzględniające zależność E=E(z), przerywane linie pionowe  
– powierzchnie rozdzielające warstwy) 

 
Półprzestrzeń tworzą periodycznie ułożone warstwy. 

Komórka periodyczności składa się z dwóch warstw  
o grubościach odpowiednio l1=ηδa i l2=(1-η)δa, modułach 
Younga E1 i E2 oraz współczynnikach Poissona ν1 i ν2. 
Parametr δ jest bezwymiarową grubością komórki 
periodyczności odniesioną do połowy szerokości pasma 
obciążenia a. 

Połprzestrzeń niejednorodną modelujemy półprzest-
rzenią homogenizowaną pokrytą 2n warstwami o stałych 
zmieniających się periodycznie właściwościach 
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mechanicznych. Naprężenie σxx doznaje skoku na każdej 
powierzchni rozdzielającej warstwy (rys. 2). Zmniejszając 
grubość komórki periodyczności, otrzymujemy obraz, który 
ma dwie obwiednie. Obwiednie te są zgodne z szarymi 
krzywymi na rys. 2, które są uzyskane wskutek 
modelowania całej półprzestrzeni warstwowej ośrodkiem 
homogenizowanym (Woźniak, 1987; Matysiak and 
Woźniak, 1987). Znaczy to, że w przypadku, gdy stosunek 
pomiędzy grubością komórki periodyczności a szerokością 
pasma obciążenia jest mały, rozwiązanie zagadnienia 
klasycznej teorii sprężystości dla ośrodka warstwowego 
nieznacznie różni się od rozwiązania zagadnienia,  
w którym rozważa się zastępczy ośrodek homogenizowany. 

Rozważmy półprzestrzeń jednorodną pokrytą warstwą 
materiału, której moduł Younga zmienia się wzdłuż  
jej grubości według zależności (1). Analityczne 
rozwiązanie zagadnienia (Kulczycki i Rogowski, 2005) 
porównamy  
z rozwiązaniem, które uzyskamy, zastępując  
warstwę o zmiennych właściwościach mechanicznych  
n warstewkami o stałych właściwościach (rys. 3). 
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TWO-DIMENSIONAL PROBLEM OF NON-

HOMOGENEOUS ELASTIC HALF-SPACE LOADED 
 ON ITS BOUNDARY SURFACE 

 
Abstract: The paper deals with a two-dimensional problem  
of an elastic non-homogeneous half-space loaded on its boundary. 
The body is compared of a non-homogeneous layer and  
a homogeneous half-space. The layer with changing material 
properties is described by a finite number of homogeneous layers. 
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