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Streszczenie:W latach 60-tych ubieglego wieku zaproponowano evielarunkdw stanu granicznego dléramkow
rozdrobnionych. Wiksza¢ warunkdéw uwzgidnia wplyw pdredniego napzenia gidwnego na wytrzymaid
i przyjmuje liniong zaleznos¢ wytrzymatdci od wartdci sredniego dnienia. Przyjmuic, ze wytrzymatd¢ osrodka
rozdrobnionego nie zatg od pdredniego naprenia gtdwnego, wytrzymadd osrodka rozdrobnionego nie by
okreslona warunkiem Coulomba-Mohra o dwoch parametraciekii c i kacie tarcia wewstrznego®. Ze wzgkdu
na swoj prostot warunek Coulomba-Mohra jest najéeiej wykorzystywany w praktyce hynierskiej.

Stowa kluczowensrodki rozdrobnione, warunki stanu granicznego.

1. Wprowadzenie

W osrodkach rozdrobnionych po aghieciu stanu
granicznego mag wysipi¢ przyrosty odksztalde bez
przyrostu napzen. Funkcg stanu napzenia, przy
ktorym nasipuje wyczerpanie rmosci osrodka

rozdrobnionego nazywaesivarunkiem stanu granicznego.

Warunek stanu granicznego dla sradkow

rozdrobnionych, trojfazowych musi by wyrazony

na swoj konstrukcg umazliwia on badania tylko
w warunkach réwn&i dwdch napgzen gtdwnych. Zatem
mozliwe s3 badania tylko przy szczegoélnydtiezkach
napezenia. W warunkach tréjosiowegosciskania
napezenia promieniowe i obwodowe w probcge réwne
cinieniu cieczy w komorze aparatu, aaks mniejsze
od napezen pionowych wywotanych obgkeniem
pionowym, z& w warunkach trojosiowego roagania
napkzenia pionowe @ mniejsze od &nhienia cieczy

w napezeniach efektywnych, a nie calkowitych.
w osrodkach rozdrobnionych odksztatcenia

w komorze aparatu. Warunki ptaskiego stanu
odksztatcenia, esto spotykane w praktycezynierskiej,

nieodwracalne (plastyczne) pojawjagic na znacznie
nizszych poziomach nagren niz poziom napgzen
granicznych. W wielu modelachirodka rozdrobnionego
utozsamia s} jednak warunek plastyczém i warunek
stanu granicznego (Grycziski, 1995). W latach 60
i 70-tych dwudziestego wieku, gdy rozwijano teori
plastycznéci i teori stanéw granicznych $oodkéw

modelowane $ w aparatach dwuosiowegdciskania
(Wanatowski i Chu, 2008).

Dla osrodkéw izotropowych warunek stanu
granicznego mge by wyrazony w napezeniach
gtéwnych lub w niezmiennikach. Zgodnie z tradygpko
dodatnie  przyjmuje  si napkzenia $ciskapce
i maksymalne wartei naprzen gtdbwnych oznacza @i

rozdrobnionych, sformutowano wiele warunkéw stanu
granicznego, aby jak najbardziej precyzyjnie opisa
whasciwosci osrodka oraz wykorzysta do rozwipzania

jako o1, minimalne jakoos;, a pdrednie o,. W pracy
opisano najbardziej popularne warunki stanu graego.
Kat tarcia wewnrtrznego jest funkgj stanu naptzenia

podstawowych zagadmie = mechaniki gruntéw i tylko dla warunku Coulomba-Mohra jest parametrem
i fundamentowania (Drucker i Prager, 1952; Houlsby, materiatowym. Opisac stany graniczne innymi
1986; Izbicki i Mréz, 1975; Lade, 1977; Lade i Dan¢ warunkami, tradycyjnie  zdefiniowany gk tarcia

1975; Matsuoka i Nakai, 1974; Viladkar i in., 1995) wewretrznego w stanach ptaskiego odksztalcenia jest

Ze wzgkdu na swaqj prostot najczsciej uwywanym wiekszy niz w stanach osiowej symetrii. W pracy

w geotechnice warunkiem jest warunek Coulomba-Mohra skupiono uwag na gruntach sypkich, dla ktérych= 0.

sformutowany w 1776 roku (Izbicki i Mr6z, 1975). Przyjcto, ze cinienie w poractu = 0, zatem naggenia
Aparat tréjosiowego sciskania umealiwia pomiar catkowite g rowne napgzeniom efektywnym.

cisnienia cieczy w porach gruntu. Jednak ze wdgl
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2. Tensor napgzenia i niezmienniki

Kazdy symetryczny tensor naggenia mae by zapisany
jako suma cgsci kulistej i dewiatorowej:

0= pojjts; (1)
gdzie

1
p=§(01+02+03) (2)

jestsrednim cénieniem hydrostatycznym, ga
Sj =0~ PY; (3)
jest dewiatorem naptenia, natomiast deltKroneckera

oznaczono symboled.
Podstawowe niezmienniki tensora ngggnia to:

| =o+0,+073p (4a)
|2:%(0'12 +035 +J§) (4b)
Igzé(af‘ +03 +a33) (4c)

z& dewiatora napzenia:

J=0 (5a)
J 2=%(ai+a§+a§)—%(al+02+03)2 (5b)
J—E(03+03+03)— ( 2,2, 2)+2 3 5

F3\1 702703 pP\Oy t0; +03 p (5¢)

Kat Lodego natomiast wyrany jest za pomagc
réwnania:

6 =}arcsi - 3\/§J3 :larcsi —zﬁ (6)
3 2 q3

2J 2% 3

w ktorym
q=4y3J; (7

jest take niezmiennikiem.

W przestrzeni naggen gtownych niezmienniky, p, 0
maja prost interpretacj geometryczayp (Dolzyk, 2009).
Do opisu stanu nagitenia czsto wywa st parametrib:

_0,0;
01703

b (8)

Dla trdjosiowego $ciskania f{riaxial compression
TXC) € = z/61i b = 0, dla tréjosiowego rozggania
(triaxial extension TXE) ¢ = — #/6 i b=1, z&
w  warunkach ptaskiego  stanu
przyjeto b~ 0,270raz ¢ = 15°.

3. Warunki stanu granicznego

124

odksztalcenia
b =~ 0,25-0,35 (Wanatowski i Chu, 2008). W pracy

3.1. Warunek Coulomba-Mohra

Warunek Coulomba-Mohra dla gruntéw sypkich ma
post&

01—03—(al+a3)sin¢1= 2ccosp (©)]

Zaklada, ze napgzenie pdrednie nie wplywa na
osiggniecie stanu granicznego. W przestrzeni gapt
gtéwnych jest to ostrostup o potréjnej symetriignia).
Dla gruntow sypkichd = 0) wierzchotek ostrostupazg
w pocatku uktadu wspotrgdnych. Na rysunku 1b
pokazano przekroje plaszczyznd = const, z&
na rysunku 1c przekroje ptaszczyzw/p, = 0,5; 0,75; 1,0
dla @ = 30°. Jako wart@ cisnienia odniesienia przjo

px=100 kPa, to znaczy wakto rOwra cisnieniu
atmosferycznemu.

a)

Gy

-©—0=n/6 (b=0; TXC)
0.5 >0=0 (b=0.5)
A~ 0=-1/6 (b=1; TXE)

0 0.5 1 1.5 2 25 3
p/p,
C) Gi/Pe [——plp=1

Rys. 1. Warunek graniczny Coulomba-Mohra: a) w przesi
napezen gtéwnych, b) w plaszczypie q-p, c) w ptaszczypie

oktaedrycznej

3.2. Warunek Druckera-Pragera



W 1952 roku Drucker i Prager (1952) zaproponowali
prosty warunek stanu granicznego w postacizksto
opisanego na ostrostupie Coulomba-Mohra lub wpigane
w ostrostup Coulomba-Mohra. Warunek Druckera-
Pragera ma posta

gdzie:
2sing 6ccosy (11a)

T Fasing " Jd3=sind)

dla stazka opisanego na ostrostupie Coulomba-Mohra, za

_ 2sin® _ 6ccosg

JdB+sind) ' /I3+sin0)

dla staka wpisanego w ostrostup Coulomba-Mohra
(rys. 2a).

(11b)

a)

o

-e~=n/6 (b=0; TXC
0.5 - 0=0 (b=0.5)
-A— §=-7/6 (b=1; TXE)

0 0.5 1 1.5 2 25 3

p/p,

a/p,

/P,

Rys. 2. Warunek graniczny Druckera-Pragera:
a) w przestrzeni nagren gtéwnych, b) w ptaszczyie
g-p, ¢) w ptaszczinie oktaedrycznej
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Przekréj plaszczyzn 6 = const jest prosi
w plaszczynie g-p (rys. 2b), z& w plaszczynie
oktaedrycznejsto okrgi 0 promieniu zalenym odc, @,
p (rys. 2c).

3.3. Warunek Argyrisa

Argyris w 1973 roku zaproponowal warunek stanu
granicznego w postaci (Zienkiewicz i Pande, 1977):

V32 -kg(8)1 =0 (12)
gdzie:
o(6)= 2m (13)

1+ m)— (1— m)sin36?

Parametrx okreila réwnanie (1la), Zam okrella
stosunek pomgdzy promieniem powierzchni przy
tréjosiowym rozciganiu isciskaniu.

W przestrzeni napeen gtdwnych jest to stk
nieobrotowy opisany na ostrostupie Coulomba-Mohra

(rys. 3).

a)

G,

-0-9=n/6 (b=0; TXC)
05 3-0=0 (b=0.5)
-A- 9=-n/6 (b=1; TXE)

0 >

0 05 1 15 2 25 3
P/Py
C) olp, [~ plp,=1
—— pip,=0.75
——plp,=0.5

GolP, ; /P,
Rys. 3.Warunek graniczny Argyrisa: a) w przestrzeni
napezen gtownych, b) w plaszczpie g-p,
c) w ptaszczynie oktaedrycznej
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Przyjmupc, ze kgt tarcia przy trojosiowymréciskaniu
jest réwny lgtowi tarcia przy tréjosiowym rozgganiu
mozna napisé

3-sin®
m——

= 14 a)
3+sin® (14) Oy
za
6— 2sing
f)=———— 15
g( ) 6— 2singsin36 (15)

Przekréj ptaszczyzn ¢ = const tworzg proste
w plaszczynie g-p o r&nym nachyleniu zalewym od 6
(rys. 3b), z& w plaszczynie oktaedrycznej jest
krzywoliniows figurg o potréjnej symetrii (rys. 3c).

3.4. Warunek Matsuoka-Nakai

b) af
Matsuoka i Nakai (1974) podali warunek stanu
granicznego dlaswodkéw sypkich w postaci: 25
—'ll'z—;(:o (16) ’
3 -9.' 1.5
o
gdzie: ‘
Kk =9+ 8ang a7 -0-9=n/6 (b=0; TXC
05 --0=0 (b=0.5)
W przestrzeni napren gtownych jest to stk —#- =-n/6 (b=1; TXE)
nieobrotowy o nieco innym ksztatciezrstazek okrelony S wE 1 15 & 25 &
z warunku Argyrisa (rys. 4a). Graficgninterpretac p/p,
warunku  w  przestrzeni naglen  gtownych, ) 6,/p, [~ PP,
w plaszczynie q-p i plaszczynie oktaedrycznej c * j:gf/g‘zg.gs

pokazano na rysunku 4.
3.5. Warunek Ladego

Lade i Duncan (1975) oraz Lade (1977) zaproponowali
warunek stanu granicznego, w ktorym uwegigiiono fakt
zalenoéci  stanu granicznego od wadtd cisnienia
hydrostatycznegp (Yang i in., 2006).

Warunek Ladego-Duncana ma pa@sta

13-k =0 (18) L s
1 3

Rys. 4. Warunek Matsuoki-Nakai: a) w przestrzeni
w ktorym parametk jest okrélony poniszym wzorem napkzen gtéwnych, b) w ptaszczpie g-p,
c) w ptaszczynie oktaedrycznej
i 3
. (3 smd)). : (19)
(1+ squ)(l—smqb)

W 1977 roku Lade zaproponowal warunek stanu
granicznego zafmy od dwdch parametréow. Warunek
Ladego (1977) ma posta

(ﬁ - 27}('—1) = (20)
I 3 pa
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Dwa parametrym i n okreslajg ksztatt i wielkd¢ . _ 00,
warunku stanu granicznego §zg. = 100 kPa jest smd)m—m (21)
cisnieniem atmosferycznym. Na rysunku 5 pokazano s
ksztatt warunku w przestrzeni napen gtéwnych Definicia ta jest logiczna dla  warunkéw
(rys. 5a), w ptaszczyie g-p (rys. Sb) oraz w ptaszczye prostoliniowych w plaszczyie qg-p, dla warunkéw
oktaedrycznej (rys. 5¢). krzywoliniowych w ptaszczsnie g-p mobilizowana
wartcas¢ kata tarcia wewetrznego @, jest funkcy nie
a) tylko kata 6, ale réwnie¢ wartgci napezenia

G,y

hydrostatycznego p.
Rownanie (21) mie by zapisane za pomsc
niezmiennikowg, p, 6 w postaci:

4/ 3gqccosd 22)

sin®,, = -
3p+qgsind
W pracy, wykorzystujc warunek Argyrisa, pokazano
réznice mobilizowanej wartei kata tarcia wewetrznego,
@, W stanach plaskiego odksztatcenia i stanach ogiowe
symetrii  (tr6josiowego sciskania lub tréjosiowego

b) 4 rozciggania).
B = g‘;jggxc) Wartcs¢ mobilizowary kata tarcia wewetrznego
25 4 0=-1/6 (b=1; TXE) okreslong w warunkach trojosiowegdciskania oznacza

sig przez @, za& w warunkach ptaskiego stanu
odksztatcenia — jak@ps.

W warunkach ptaskiego stanu odksztalcenia vgarto
posredniego nagrenia ©,) nie jest stata (Wanatowski
1 i Chu, 2008) podczas deformaciji. Parametr (b) gpisu
te zaleznos¢ waha s w granicach 0,25-0,30, a ¢t kat 6
zmienia s w granicach 11-17°. Do dalszych obliaze
przyjeto, ze w ptaskim stanie odksztatceriar 15°.

Warunek Argyrisa mze by¢ zapisany w postaci:

Sy

0 0.5 1 1.5 2 25

plp,

c) ——p/p,=0.75 9__ 6sin® (23)
a p 3-sin®dsin3d

Dla ptaskiego stanu odksztatcenib=(15°)

P S—QSian
2
o zatem przeksztatcgg rownanie (22) otrzymano
G X
Rys. 5.Warunek graniczny Ladego: a) w przestrzeni q ..
napezea gtownych, b) w plaszczpie g-p, 3—pS|nCD
c) w ptaszczynie oktaedrycznej SinPpg=——— (25)
3+ﬂsin0
W warunku Ladego-Duncana atk @ nie jest P
parametrem wytrzymadoiowym, zatem warunek me .
by¢ stosowany w obliczeniach komputerowych, a nie jest a nastpnie
przydatny w obliczeniach iynierskich. 2/ 3sin®cosd 26

Sind o=
PS (3—sin<Dsin36?)+ 2sin®sind
4. Plaskie stany odksztalcenia Ostatecznie w wyniku kolejnych przeksztaice

Ptaskie stany odksztalcenia, tak ¢sto wystpujace otrzymano:

w inzynierskiej praktyce, g szczegdlnie interesige.
Tradycyjnie  warté¢  mobilizowarn  kata tarcia Ppg= arcsin|
wewretrznego definiuje réwnanie: (3

—— —— @7)
—smCDS|n39)+ 2sin®sinéd

24/ sind cosf }
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Na rysunku 6 pokazano zales¢ ®ps - @ dla
30°< @ <40° przyjmujc 6 = 15°.

12 _—’/

Dps/ ©

30 35 40

o[

Rys. 6. Zaleno$¢ @pg - @

Przy zastosowaniu waruneku Argyrisa wéftkata
tarcia wewrtrznego w ptaskim stanie odksztatcenia jest
wicksza 0 17-21% od waroi otrzymanych w warunkach
osiowej symetrii. W obliczeniach #wosci  taw
fundamentowych na piaskach proponuje siickszenie
wartcsci kata tarcia wewgtrznego wyznaczanego
w aparacie trojosiowegiziskania o 10% (Bowles, 1996).

Przy innych warunkach otrzyma ¢sinieco inne
réznice, ktdrych nie analizowano w pracy. Przyjpuj
warunek Coulomba-Mohra, gty tarcia w stanach
ptaskiego odksztalcenia i trojosiowegaiskania § sobie
réwne.

5. Podsumowanie i wnioski

Najprostszym warunkiem stanu granicznegagodkow
rozdrobnionych jest warunek Coulomba-Mohra, aleojeg
przyjecie nie uwzgidnia faktu, ze wieksza¢ gruntow
wykazuje nieco wksze wartéci katéw tarcia
wewretrznego  w  warunkach  pfaskiego  stanu
odksztatcenia, aiw warunkach osiowej symetrii.

Bardziej skomplikowane warunki wymagapardziej
pracochfonnych bada laboratoryjnych prowadzonych
przy r&nych éciezkach obcizenia. W konwencjonalnych
aparatach tréjosiowegaiskania, gdy probki majksztat
walca i napgzenia promieniowe gsréwne napgzeniom
obwodowym, nie jest nitiwe prawidiowe okrélenie
ksztattu powierzchni stanu granicznego. W oblicaehi
inzynierskich mana wprowadzéa koreke wartasci kata
tarcia wewetrznego dla stanéw ptaskiego odksztatcenia
przy wartdgciach lgta otrzymanych z badaroéjosiowego
sciskania. Taka praktyka jest ogllnie petg
w obliczeniach inynierskich.
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FAILURE CRITERIA FOR GEOMATERIALS

Abstract: Many failure criteria were proposed for geomatsria
in the sixties of the 20th century. In most of thétra influence
of middle main stress is neglected and linear érfhe of
hydrostatic pressure on failure is assumed. Thet mopular
and simplest is the Mohr-Coulomb criterion of fadluwith two
material failure parameters: angle of frictidnand cohesiort.
The Mohr-Coulomb criterion is most often used inieagring
practice.
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