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MODELOWANIE POLA TEMPERATURY MOSTKOW CIEPLNYCH
PRZY WYKORZYSTANIU METODY ELEMENTOW BRZEGOWYCH
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Streszczenie:W artykule przedstawiono numeryczne modelowanie tpdiperatury wybranych przyktadéw mostkow
cieplnych przy wykorzystaniu metody elementéw bmegech. W artykule pokazanae obszary wielospojne, jakimj s
rozpatrywane przegrody zione w postaci mostkow cieplnych mpoby¢ skutecznie analizowane przy wykorzystaniu
metody, ktéra bardzo szybko ¢sirozwija na $wiecie — metody elementéw brzegowych. Artykut jgstobs
zaprezentowaniaze do tego typu zagadmiemetoda ta mme by metod konkurencyjm w stosunku do metod
siatkowych takich jak metodazdic skaiczonych, metoda elementéw skaonych oraz metoda aibpsci skaiczonych.

Stowa kluczowemostki cieplne, metoda elementéw brzegowych.

1. Wprowadzenie na linii brzegowej obszaru,

— warunek brzegowy Neumanna, olegacy strumié
Numeryczne modelowanie p6l temperatury wzetoych ciepta przenikajcy przez ling brzegowy obszaru.
zagadnieniach iynierskich jest nieodzownym elementem Dla kilku obszaréw niejednorodnych pozostgich
pracy kadego irkyniera. Umie§tnos¢ poprawnego z soly w kontakcie cieplnym (rys. 1), zagadnienia
projektowania detali architektonicznych z punktu brzegowe Dirichleta i Neumanna dla révina

widzenia ochrony cieplnej budynku, wymaga na etapie rézniczkowych Laplace'a i Poissona opignjch procesy

projektu znajoméci pola temperatury w przekroju takiego  ustalonego  przewodzenia ciepta w  przestrzeni

detalu lub miejsca, gdzie istnieje zmniejszenie sivey dwuwymiarowej (B) w obszarze A) ograniczonym

izolacji termicznej. zamknita linia brzegow (L) mozna sformulowa
Proponowana w artykule metoda elementow w nastpujacej postaci (Katsikadelis, 2002):

brzegowych do wyznaczania p6l temperatury jest nieec

bardzo dynamicznie rozwijgja sie metod, na swiecie. 2= _ A vl _« [B). [ i

Z uwagi na podstawy matematyczne metodystz jest 0T, =0; Tl(M)mEE _fL(P)’ (P)D( L) (1a)

uwazana za metad duzo trudniejsz od metod

siatkowych. Jednak wiedza ta nie must Ioyeztedna do oT (M)

skutecznego wykorzystania metody i metodazenbyt 0°T,=0, ——1 =g, (TD) ; (_F)D( |i_) (1b)
wykorzystana przez #yniera, jak to przedstawiono onv |

w artykule. (M=)

gdzie indeks ,i” oznacza obszar, ktory jest ograoiy

2. Wprowadzenie do metody elementéw brzegowych linig brzegowy L.

2.1. Warunki brzegowe dla réwmadzniczkowych (M
opisupcych proces ustalonego przewodzenia
ciepta w obszarze niejednorodnym (A)s

(N2

Dla ustalonego przewodzenia ciepta w przestrzeni
dwuwymiarowej otrzymujemy nagiujgce warunki Rys. 1.Przyktadowy obszar sktadgly sk z trzech obszaréw
brzegowe (Brebbia i in., 1984): niejednorodnych

— warunek brzegowy Dirichleta, oldlajacy temperatuy

" autor odpowiedzialny za korespondexdg-mail: tjt@ pb.edu.pl
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2.2. Réwnania catkowe opigge proces ustalonego
przewodzenia ciepta w obszarze niejednorodnym

Na styku obszardw przgtio warunek cigtosci strumienia
i temperatury:

T (M) M=p, =T, (M) M=p, (FTl) - ( L )’ (Ez) O ( L)
T (M) =P, =Ts (M) =P (51) D(L)’ (53) D( L) (2a)
T(M)_, =T(m)__: (P.)o(L). (P)O(L)
)M o r)ay

L (2b)
)M e Ry

(m=R) (M=P;)

U L )(sz) (7)o (7)o

Przyjeto nast¢pujace zataenia (rys. 2):

- T, o — wektory zawierajce wartdci temperatur
i strumieni ciepta na zewtrznej powierzchni obszaru
Ly,

- T, o — wektory zawierace wartdci temperatur
i strumieni ciepta na zewtrznej powierzchni obszaru
Lo,

- Ts g — wektory zawierajce wartdci temperatur
i strumieni ciepta na zewtrznej powierzchni obszaru
Ls,

— T To1, Oy 1 — wektory zawierace wartdci
temperatur i strumieni ciepta na wspélnej powierich
obszaru k,, miedzy obszarami\; i /\,,

— Tis Tai, O3 Oy — Wektory zawierace wartdci
temperatur i strumieni ciepta na wspolnej powiergch
obszaru ks, miedzy obszarami\; i Az,

— Tos Tap s, G2 — Wektory zawierace wartdci
temperatur i strumieni ciepta na wspélnej powierich
obszaru bs, miedzy obszarami\, i A3 .

Lus
Ly (N1 L
=y 3

=
e/ — s
=
Loz

Rys. 2. Szkic rozwemn zagadnié brzegowych — podobszary
oraz powierzchnie wspoélne (L =11 L2 O L3).
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Ustalone pole temperatury dla pierwszego obszaru L1
prowadzi do nagpujacego uktadu rowna

T(P)+[aT(P.Q du+ [ g, T P,Q di+

L12

+[ 0, Ta(P,Q di,=[ TG ( P.Q di+ (3a)

L13

+ [ Tutin(P.Q diy+ [ Tt P.Q dl,

L12 L13

Ustalone pole temperatury dla drugiego obszéwu
prowadzi do nagpujacego uktadu rowna

T(P)+[aT(P.Q dy+ [ g, T,( P.Q di+

. . 3b
# 4 T(P.O) diy= [ T4 P.Q dit (50)

L23

+I T,.0x(P.Q dL21+I TG P.Q dLy,

L21

Ustalone pole temperatury dla trzeciego obszam
prowadzi do nagpujacego uktadu rowna

T(P)+ [T (P.Q du+ [ g, T( P.Q di+

L31

+[ 0, T (P Q L= | TG P.Q dlt (3c)

L32

+.[ Tglq*Sl(P,Q) dL31+ I T32(::]32( P'Q d|_32

L31

Warunek cigtosci strumienia i temperatury (2a, 2b)
mozna zapisaw postaci:

G, =—0xn T12: T21
Oz =~05 T13: T31 4
Oz =~ 03, T23: T32

ktérych pdra catkowe (rozwizania podstawowe) gs
odpowiednio réwne:

T (P, ):%j InédL (5a)
q*(P.@:%J%n:;EQ)dL (5b)
gdzie:

cof ™ ko) =( Q- B) cos,+( - P) oo ©)
rPQ:\/(Qx_Px)2+(Qy_ F;)z Q)

Gdy punkt obserwacji P (punktoweérodio ciepta)
pokrywa st z rozpatrywanym punktem Q wowczas:



T*(P=Q)=ﬁ(1+ |n3|j
q(P=Q=0

Po wyznaczeniu warfoi brzegowych temperatur
i strumieni ciepta temperatuw weztach wewgtrznych
wyznacza s traktupc kazdy z obszaréw jako obszar
niezaleny. Temperatwr w punkcie wewgtrznym

(8)

wyznacza si uwzgkdniajgc tylko linig brzegovy
przynaleng do danego obszaru:
T(M)=[Tq" (M.Q)dL~[qT (M,Q)dL (9)
L L
gdzie:
. 1 1
=—— [In— (10)
_!T (M,Q)dL zmimrMQ dL
cos 1y ;
Iq*(M,Q)dL:iJ‘MdL (11)
L 2ﬂ-L IrMQ

3. Przykfad obliczeniowy

Wyznaczono pole temperatury w obszarze skigyaj
si¢ z trzech podobszaréw z rysunku 1 przy warunkach
brzegowych zgodnie z rysunku 3. Warunki brzegowe

Piotr RYNKOWSKI, Tomasz Janusz TELESZEWSKI

dobrano w celu szybkiej weryfikacji wynikéw obliaze
numerycznych.

q=C

(M1

(N)s T = 20C

(N2

q=C
Rys. 3. Warunki brzegowe w obszarze skiadan st z trzech
podobszaréow

Na potrzeby artykutu napisano autorski program
komputerowy.

Wyniki obliczen — pole temperatury — zostaly
przedstawione na rysunku 4.

Jak wid@& pola temperatury na poszczegélnych
obszarach zostaly ,zszyte” — istniejegids¢ strumienia
ciepta i temperatury odpowiednio na obszarach jeden
dwa, dwa-trzy oraz jeden-trzy.
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Rys.4.Pole temperatury w obszarze z rysunku nr 3
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4. Przyktady inzynierskie

4.1.Pole temperatury w nata przegrody budowlanej

Wyznaczono pole temperatury w namiku przegrody
budowlanej (rys. 5). Przsfo, ze temperatura po stronie

wewretrznej
temperatura

przegrody wynosi 20°C, natomiast
zewtrzna  odpowiada IV  strefie

i wynosi -22°C. Calkowita gruldo izolacji termicznej
wynosi 15 cm. Przgjo do obliczé numerycznych,
wspotczynnik  przewodzenia warstwy konstrukcyjnej
A = 0,77 W/mK, natomiast dla izolagji= 0,04 W/mK.

88
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4.2. Pole temperatury w ptycie balkonowej bez izolacji
cieplnej

Wyznaczono pole temperatury w przekroju poprzecznym
piyty balkonowej, dla ktdrej brak jest izolacji meicznej.
Warunki brzegowe zafmno identyczne jak w przyktadzie
z podpunktu 4.1.

Dla piyty stropowej przyjto wartéé wspotczynnik
przewodzenia ciepta = 1,00 W/mK (plytazelbetowa).

Na rysunku 6 przedstawiono dyskretyzacbszaru
na podobszary, jaka zostata dokonana w celu wykanan
obliczex numerycznych.

T

FPole temperatury w przegrodzie - naroze
Text =-22[C]

Rys. 5. Pole temperatury dla naagrzegrody
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Rys. 6. Szkic przedstawigy stopié dyskretyzacji obszaru dla zagadnienia z podpudAk2u
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Na rysunku zaznaczono kierunek numeragjiziéw. 4.3. Pole temperatury w plycie balkonowej z izofacj
W celu przejrzystéci rysunku nie  wykonywano cieplng
przyktadowej dyskretyzacji linii brzegowej na pamel
czastkowe. Wyznaczono pole temperatury w przekroju poprzecznym

Po dyskretyzacji brzegu catki 7a oraz 7b zostaly plyty balkonowej z przykladu z podpunktu 4.2. po
rozwigzane numerycznie (Press i in., 2007), natomiast wykonaniu izolacji termicznej wykonanej ze styrapia

uktady réwna catkowych zagpiono uktadem réwna 0 grubdci 5 cm o wspotczynniku przenikania ciepta
liniowych. Macierz uktadu rozwzujacego nie jest petna A = 0,033 W/mK (rys. 8).
(Rynkowski i Teleszewski, 2005). Pozostate warunki brzegowe jak dla przyktadu

Wyniki obliczen numerycznych zostaly przedstawione  z podpunktu 4.2.
na rysunku 7.

| I | ! I |
020 040 0.80 0.80 1.00 1.20 1.40

Rys. 7. Pole temperatury w przekroju ptyty podtogpaita zagadnienia z podpunktu 4.2

1.70

Termperature

b =1 ! 1 1 L 1
060 040 020 0.00 020 040 060 0.80 1.00 1.20 140

Pale temperatury w plycie balkonowej

Rys. 8.Poletemperatury w przekroju ptyty podtogowej po wykonaeizolacji termicznej
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Na rysunkach 7 oraz 8 zakres przedstawionych
temperatur jest identyczny. Widawyraznie wyzsze
temperatury piyty balkonowej w przypadku wykonania
izolacji termicznej.

Na styku obszarow piyta balkonowa - izolacja
termiczna g wyznaczone wartei strumienia cieplnego.
Mozliwa jest zatem doktadna analiza ekonomiczna
wyboru optymalnej grubii izolacji termicznej.

Zgodnie z normp PN-EN [ISO 13790: 2009
.Energetyczne  wiiwosci  uzytkowe  budynkéow.
Obliczanie zuycia energii na potrzeby ogrzewania
i chtodzenia” z uwzgldnieniem zamieszczonych na
stronie Ministerstwa Finanséw danych dogmzch
typowych lat meteorologicznych oraz opracowanych na
ich podstawie danych statystycznych dla obszarskiPol
mozna wyznaczy ilos¢ ciepta traconego przez piyt
balkonovg dla r&nych grubdci izolacji termicznych
(i analogiczne rénych detali architektonicznych).

Dla kazdego z  przytoczonych przyktaddw,
wyznaczenie warkei temperatury i strumieni cieplnych
na liniach brzegowych wspdéinych poszczegdéinych
podobszaréw jest wykonywane automatycznie przez
autorski program komputerowy.

5. Wnhnioski

W artykule autorzy przedstawigmazliwosé skutecznego
wykorzystania metody elementéw brzegowych do
wyznaczania pol temperatury w przegrodach budoveany
— mostkach cieplnych. Wykorzystywana metoda
elementéw brzegowych pozwala na wyznaczenie \@rto
temperatury strumienia cieplnego na styku obszaiw,
ma istotne znaczenie, na przyklad dla analizy
ekonomiczno-technicznej okienia optymalnej grubwi
izolacji termicznej.

Metoda elementéw brzegowych peo by réwnie
skutecznym nargiziem jak metody siatkowe. W tym
przypadku program autorski jest konkurendja bardzo
drogich aplikacji komercyjnych, wykorzystgych
metody siatkowe.
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MODELLING OF TEMPERATURE FIELD
IN COLD BRIDGE BY MEANS OF BOUNDUARY
ELEMENT METHOD

Abstract: In the paper the model of temperature field indcol
bridge is discussed using Boundary Element Method.
The equations describing the steady heat conduptioiolem in
cold bridge have been solved. Presented examplesv sh
efficiency of Boundary Element Method modelling iold
bridge in comparison with mesh method as Finitefdbéince
Method, Finite Element Method or Finite Volume Maidh
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