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Zastosowanie sposobów obliczeniowych 
u�ywanych w elektrotechnice  

do modelowania wybranych zagadnie� 
w układzie pojazd szynowy – tor 

1 Wst�p 

Narz�dzia obliczeniowe wykorzystywane w elektrotechnice mo�na zaadoptowa� do 

rozwi�za� wybranych zagadnie� w układzie pojazd szynowy – tor. Przykładowo, 

wielomiany pot�gowe, wykorzystywane w obliczeniach sieci i obwodów elektrycznych, 

mog� stanowi� efektywne narz�dzia obliczeniowe w algorytmach metod numerycznych 

słu��cych do identyfikacji �ródeł pól fizycznych opisanych równaniem cz�stkowym 

Poissona. Z kolei funkcjonał mocy stosowany do opisu stanu sieci rozgał�zionej tak�e 

mo�e zosta� zastosowany do rozwi�zania zagadnienia identyfikacji �ródeł pola 

opisanego równaniem Poissona. Metody identyfikacji �ródeł pola wykorzystuj�ce 

wielomiany pot�gowe oraz funkcjonał mocy mog� znale�� zastosowanie w 

rozwi�zywaniu zagadnie� wytrzymało�ciowych i cieplnych w układach transportu 

szynowego, szczególnie, je�li chodzi o modelowanie zagadnie� w układzie pojazd 

szynowy-tor. Tak�e sposób oblicze� z wykorzystaniem poj�cia energii jednookresowej, 

który jest stosowany w elektrotechnice w analizie w czasie rzeczywistym procesów 

energetycznych w obwodach elektrycznych mo�e znale�� zastosowanie w modelowaniu 

układu pojazd szynowy-tor, a szczególnie w modelowaniu dynamicznym kontaktu koło 

- szyna dla siły wertykalnej. 

2 Wielomiany pot�gowe 

Wielomiany pot�gowe o stałych współczynnikach stanowi� efektywne narz�dzia 

matematyczne w obliczeniach sieci i obwodów elektrycznych. Tego rodzaju 

wielomianami s� moniczne wielomiany pot�gowe Tn(q) dla q∈R zdefiniowane 

za pomoc� formuły rekurencyjnej: 

 Tn+2(q) = (2 + q)Tn+1(q) – Tn(q),    n = 0, 1, 2, ...        T0(q) = 1, T1(x) = 1 + q, (1) 

Korzystaj�c z powy�szej formuły wyznaczono kilka pierwszych wielomianów: 

T0(q) = 1 



�
�

*�#	����1)1��*�I�!&9�+
,��-�!14��������

376 

T1(q) = 1 + q 

T2(q) = 1 + 3q + q2 

T3(q) = 1 + 6q + 5q
2
 + q

3 

T4(q) = 1 + 10q + 15q
2
 + 7q

3 
+ q

4 

T5(q) = 1 + 15q + 35q
2
 + 28q

3 
+ 9q

4
 + q

5
. 

     ...            ...        ...              ...              ...              ...         ... 

Korzystaj�c z powy�szego zapisu mo�na zdefiniowa� wielomiany Tn(q) w nast�puj�cy 

sposób: 

 Tn(q) = �
=

n

k

k
kn qa

0
,

,              n = 0, 1, 2, ... . (2) 

      an,k = 2an-1,k + an-1,k-1 – an-2,k,            a0,0 = 1,   a1,0 = 1,    n = 0, 1, 2, ... ,   0 nk ≤≤  (3) 

Tablica współczynników an,k tworzy zmodyfikowany trójk�t liczbowy MNT1, słu��cy 

do generacji monicznych wielomianów pot�gowych Tn(q). 

Natomiast moniczne wielomiany pot�gowe Pn(q) dla q∈R s� zdefiniowane za pomoc� 
formuły rekurencyjnej: 

 Pn +2(q) = (2 + q)Pn+1(q) – Pn(q) ,    n = 0, 1, 2, ...  ,   P0(q) = 0, P(q) = 1, (4) 

Korzystaj�c powy�szej formuły wyznaczono kilka pierwszych wielomianów Pn(q): 

P0(q) = 0 

P1(q) = 1 

P2(q) = 2 + q 

P3(q) = 3 + 4q + q2 

P4(q) = 4 + 10q + 6q
2 + q3 

P5(q) = 5 + 20q + 21q
2
 + 8q

3
 + q

4
. 

     ...            ...       ...          ...           ...         ...       … 

Korzystaj�c z powy�szego zapisu mo�na zdefiniowa� moniczne wielomiany Pn(q) 

w nast�puj�cy sposób: 

 Pn(q) = �
=

n

r

r
rn qb

0

, ,           n = 0, 1, 2, ... . (5) 

 bn,r = 2bn-1,r + bn-1,r-1 – bn-2,r  ,    b0,0 = 0,   b1,0 = 1,    n = 0, 1, 2, ... ,   0 nr ≤≤ . (6) 

 

Tablica współczynników bn,r tworzy zmodyfikowany trójk�t liczbowy MNT2 generuj�cy 

moniczne wielomiany pot�gowe. 

Mi�dzy wielomianami Pn(q) i Tn(q) zachodz� nast�puj�ce relacje: 

 qPn(q) = Tn(q) – Tn-1(q),          n = 1, 2, 3, …  (7) 

 Pn(q)Tn-1(q) – Pn-1Tn(q) = 1,    n = 1, 2, 3, …  (8) 

Prawidłowo�ci� charakteryzuj�c� konstrukcj� zmodyfikowanych trójk�tów liczbowych 

jest to, �e sumy elementów w wierszach pierwszego (1, 2, 5, 13, 34, 89, … ) i drugiego 
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trójk�ta (1, 3, 8, 21, 55, …) s� równe odpowiednio parzystym F2n, n = 0, 1, 2, ... , 

lub nieparzystym F2n+1, n = 0, 1, 2, .. wyrazom ci�gu Fibonacci’ego (1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 

21, 54, 55, 89, …), zdefiniowanego za pomoc� nast�puj�cej formuły [5]: 

 Fn +2 = Fn+1 + Fn,          n = 0, 1, 2, ... , (9) 

dla wyrazów pocz�tkowych F0 = 1 i F1= 1. 

W elektrotechnice ci�g Fibonacci’go znajduje zastosowanie w obliczeniach obwodów 

jednorodnych o strukturze wielok�t-gwiazda, a tak�e w obliczeniach parametrów 

wej�ciowych linii transmisyjnych. Natomiast pot�gowe wielomiany moniczne znajduj� 
zastosowanie w elektrotechnice w obliczeniach periodycznych sieci elektrycznych [3, 12]. 

3 Metody identyfikacji �ródeł pola w modelowaniu układu pojazd 

szynowy-tor 
�

Pot�gowe wielomiany moniczne Tn(q) i Pn(q) mo�na zastosowa� w algorytmach metod 

numerycznych słu��cych do identyfikacji �ródeł pola dla układów opisanych 

równaniem Poissona. Opis układu 2-D za pomoc� równaniem Poissona ze znanymi 

warunkami brzegowymi u |Γ na brzegu � badanego obszaru przyjmuje posta� 
nast�puj�cego równania ró�niczkowego cz�stkowego [2]: 
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),(),(

2

2

2

2

yxf
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x
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=+

∂

∂

∂

∂
,  (10) 

gdzie x ∈ (0, lx), y ∈(0, ly), u = u(x, y) ∈R2 oznacza funkcj� polow�, f = f(x, y) ∈R2 - 

funkcj� rozkładu �ródeł (funkcj� �ródłow�). 
Identyfikacja �ródeł pola dla układu opisanego równaniem (10) polega na wyznaczeniu 

funkcji rozkładu �ródeł f(x, y), co stanowi rozwi�zanie problemu odwrotnego. Aby 

rozwi�za� ten problem numerycznie nale�y przybli�y� ci�gły opis układu opisem 

dyskretnym. Po zamianie zmiennych ci�głych na dyskretne, np. w przypadku 

prostok�tnej siatki podziału badanego obszaru o wymiarach lx × ly według wzoru x = ih, 

i = 0, 1, 2, ... , M, y = jh, j = 0, 1, 2, ... , N, M = lx/h , N = ly/h, h - długo�� kroku 

dyskretyzacji, i w wyniku przybli�enia równania ró�niczkowego równaniem 

ró�nicowym za pomoc� schematu ró�nic sko�czonych uzyskuje si� układ równa� 

algebraicznych wi���cych warto�ci funkcji polowej u i �ródłowej f w w�złach siatki 

w nast�puj�cy sposób [4]: 

jijijijijijiji
qjifhuuuuuu

,

2

1,,1,,1,,1
),(22 ==+−++− −+−+

, i=1, 2, ..., M-1, j=1,.. , N-1,  (11) 

gdzie: ui ,j = u(i, j), qi, j = q(i, j). 

Natomiast warunki brzegowe przyjmuj� posta�: 
u(0, j) = U0(j),     u(M, j) = UM(j),                    j = 0, 1, ... , N 

u(i, 0) = U0(i),     u(i, N) = UN(i),                     i = 0, 1, ... , M. 

Dla modelu dyskretnego (11) rozwi�zanie zagadnienia identyfikacji �ródeł polega 

na wyznaczeniu warto�ci funkcji �ródłowej q(i, j) w w�złach siatki. Funkcja �ródłowa 

rozwini�ta w szereg Fouriera przyjmuje posta� [4]: 
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 fm,n = �
−

−

1

1

sin)(2
N

k
m

N

nk
kF

π
 ,    fm,0 = fm,N = 0 ,     m = 0, 1, 2, ... , M , (12) 

gdzie n jest parametrem, F(k) oznacza współczynnik Fouriera dla k = 1, 2, … N-1. 

Podobnie rozwini�ta w szereg Fouriera została funkcja polowa: 

 um,n = �
−

=

1

1

sin)(2
N

k
m

N

nk
kU

π
 ,       u0,n = uM,n = 0 ,    n = 0, 1, ... , N . (13) 

Po podstawieniu funkcji polowej (13) i �ródłowej (12) do równania (11) otrzymujemy: 

2

1

h
)()()

2
sin4())()(2)(( 2

11
kFkU

N

k
kUkUkU

mmmmm
=�

�

�
�
�

�
−+−

−+

π
, m = 1, 2, ... , M (14) 

z warunkami brzegowymi okre�lonymi przez U0(k) = 0 oraz warto�ci UM(k) wyznaczone 

z równo�ci uM,n = 0, n = 1, ... , N. 

Po podstawieniu wielomianu P(qk) (4) dla 
N

k
q

k
2

sin4 2 π
⋅= do równania (14), otrzymujemy 

rozwi�zanie problemu prostego w postaci: 

 

�+=
−

=
−

1

1

2

1
)()()()()(

m

l
lklmkmm

kFhqPkUqPkU ,       m = 2, 3, ... , M-1. (15) 

Warto�ci U1(k) w równaniu (15) mo�na wyznaczy� z warunków brzegowych (11). 

Dla N = M z układu M-1 równa� mo�na wyznaczy� zestaw UM(k), k = 1, 2, ..., M-1. 

Nast�pnie przez podstawienie tych współczynników do równania (15) dla m = M, 

mo�na otrzyma� zestaw U1(k) dla k = 1, 2, ..., M-1. Rozwi�zanie problemu odwrotnego 

wyznaczone przy u�yciu monicznych wielomianów pot�gowych P(qk) przyjmuje 

posta�: 

 

2

1
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1111
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kFhqPkUqPkU

kF
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i
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�−−
=
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=
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. (16) 

Funkcja �ródłowa odtworzona ze współczynników (16) według formuły (12) stanowi 

rozwi�zanie zagadnienia identyfikacji �ródeł pola. Poniewa� zagadnienie identyfikacji 

�ródeł pola jest problemem odwrotnym, dlatego nale�y ustabilizowa� wyniki oblicze� 
[1]. Problem odwrotny zawiera si� w klasie problemów �le postawionych w sensie 

definicji Hadamarda problemów poprawnie sformułowanych i dlatego metody 

rozwi�zania zagadnienia prostego mog� okaza� si� nie odpowiednie do rozwi�zania 

zagadnienia odwrotnego [1, 11]. Stabilno�� mo�e zosta� zapewniona przez 

zastosowanie odpowiedniej procedury regularyzacjnej. Opracowana przez autorów 

artykułu Metoda Symulacyjna identyfikacji została uzupełniona przez specjaln� 
numeryczn� procedur� aproksymacyjn� opracowan� na podstawie metody odwrotnych 

odległo�ci [7]. Metoda ta zaadoptowana przez Sheparda do wygładzania danych 

w układach 2-D stanowi rodzaj samoregularyzacji. 
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4 Identyfikacji �ródeł dla danych pomiarowych tylko z brzegu 

obszaru 

Metoda identyfikacji �ródeł wykorzystuj�ca wielomiany pot�gowe mo�e zosta� 
zaadaptowana dla przypadku posiadania wyników ograniczonych tylko do danych 

pomiarowych z brzegu badanego obszaru [10]. Zamiana zmiennych ci�głych 

na dyskretne: 

 x = ih,      i = 0, 1, ... , M+1,      y = jh,      j = 0, 1, ..., N (17) 

umo�liwia przybli�enie równania (10) równaniem ró�nicowym metod� ró�nic 

sko�czonych: 

u(i+1, j) – 2u(i, j) + u(i–1, j) + u(i, j+1) – 2u(i, j) + u(i, j–1) = h
2
f(i, j) = g(i, j), (18) 

gdzie funkcja g(i, j) oznacza zast�pcz� funkcj� �ródłow�. 
W zmiennych dyskretnych warunki brzegowe Dirichleta maj� posta�: 

u(0, j) = U0(j),     u(M+1, j) = UM+1(j),                    j = 0, 1, ... , N   

u(i, 0) = U0(i),       u(i, N) = UN(i),                          i = 0, 1, ... , M, M+1. 

Przez wprowadzenie wielko�ci U(i) oraz G(i) oznaczaj�cych odpowiednio wektor 

warto�ci potencjałów oraz funkcji �ródłowej w i-tej kolumnie siatki dla j = 1, 2, ..., N-1, 

układ równa� (20) wraz z warunkami brzegowymi mo�na zapisa� w postaci macierzowej: 

 U(i+1) – (2E+A)U(i) + U(i–1) = G(i) – V0(i) – VN(i),     i = 1, 2, ... , M, (19) 

gdzie V0(i) - wektor warto�ci potencjałów dla j=0, VN(i) - wektor warto�ci potencjałów dla 

j = N w i-tej kolumnie siatki, E - macierz jednostkowa, A - macierz aproksymacji 

ró�nicowej wzgl�dem zmiennej j. 

Wektory i macierze w równaniu (19) maj� posta�: 

G(i) = 

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

�

− )1,(

...

)2,(

)1,(

Nig

ig

ig

,                  V0(i) = 

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

�

0

...

0

)0,(iu

,                    VN(i) = 

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

�

),(

...

0

0

Niu

, 

U(i) = 

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

�

− )1,(

...

)2,(

)1,(

Niu

iu

iu

,   E = diag 
1

1]1[ −N
,        A = 

�
�
�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�
�
�

�

�

−

−

−

−−

−−

−

21...000

1...............

......2100

0...1210

0...0121

0...0012

. 

Macierz charakterystyczna B = 2E+A, pozwala wprowadzi� do układu (19) macierzowe 

wielomiany moniczne rodzaju Pn(A) =�
−

=

1

0

,

n

k

kn
α A

k
. Nast�pnie eliminuj�c nieznane warto�ci 

potencjałów o indeksach i = 1, 2, ... , M-1, otrzymujemy równanie: 
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 PM-1(A) UM+1 – PM(A)UM + U0 + H0N = �
=

−

M

i

i
P

1

1
(A)G(i) , (20) 

gdzie UM+1 - wektor znanych warto�ci potencjału na brzegu dla i = M+1, UM - wektorem 

warto�ci potencjału dla i = M, U0 - wektorem znanych warto�ci potencjału dla i = 0 

UM+1 = 

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

�

−+

+

+

)1,1(

...

)2,1(

)1,1(

NMu

Mu

Mu

,    UM = 

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

�

− )1,(

...

)2,(

)1,(

NMu

Mu

Mu

,    U0 = 

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

�

− )1,0(

...

)2,0(

)1,0(

Nu

u

u

, 

natomiast H0N = H0 + HN, gdzie H0 jest wektorem znanych warto�ci potencjału dla j = 0, 

podobnie jak HN dla j = N. Poniewa� pot�gowe wielomiany moniczne Pn(A) tworz� 
wyrazy uzale�nione od kolejnych pot�g macierzy A, to porównuj�c odpowiednie 

współczynniki z lewej i prawej strony równania (20) mo�na wyznaczy� wszystkie 

wektory G(i), i = 1, 2, ... , M, a tym samym otrzyma� rozkład �ródeł. Rozwi�zanie 

wymaga jednak znajomo�ci warto�ci potencjałów w w�złach kolumny s�siaduj�cej 

z brzegiem, tj. UM . Gdy warstwa przy jednym brzegu nie jest dost�pna dla pomiarów, 

wówczas warto�ci mo�na uzyska� przez przeskalowanie wektora potencjałów na brzegu 

przyjmuj�c UM = %UM+1, gdzie współczynnik skalowania % >1. 

Równanie (20) mo�na rozwi�za� alternatywnym sposobem polegaj�cym na wyj�ciu poza 

badany obszar o jedn� kolumn� w�złów siatki traktuj�c zwi�zane z nimi warto�ci 

potencjałów jako zerowe warto�ci brzegowe UM+2 = 0. Wówczas uwzgl�dniaj�c te 

warto�ci otrzymujemy rozwi�zanie dla i = M+1: 

 U(M+2) – (2E + A)U(M+1) + U(M) + V0(M+1) = G(M+2) = 0. (21) 

Warto�ci potencjałów w kolumnie s�siaduj�cej z brzegiem wyznaczamy w postaci: 

 U(M) = (2E + A)U(M+1) – V0(M+1) . (22) 

Podstawieniu wyra�enia UM = U(M) danego wzorem (22) do równania (20) daje: 

 PM-1(A) UM+1 – PM(A) [(2E + A)UM+1 – V0,M+1] + U0  + H0N =�
=

−

M

i

i
P

1

1
(A)G(i) . (23) 

Przykład 1 
 

W celu zilustrowania efektywno�ci opracowanej metody identyfikacji wykonano 

obliczenia przyjmuj�c M = 3 i N = 3. Wówczas na podstawie równania (19) mo�na 

skonstruowa� nast�puj�cy układ równa�: 

U(2) – (2E + A)U(1) + U(0) = G(1) – V0
3
(1) 

U(3) – (2E + A)U(2) + U(1) = G(2) – V0
3
(2) 

U(4) – (2E + A)U(3) + U(2) = G(3) – V0
3(3), 

gdzie 

U(0) = �
�

�
�
�

�

)2,0(

)1,0(

u

u
 ,     U(1) = �

�

�
�
�

�

)2,1(

)1,1(

u

u
 ,     U(2) = �

�

�
�
�

�

)2,2(

)1,2(

u

u
 ,    U(3) = �

�

�
�
�

�

)2,3(

)1,3(

u

u
, 
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U(4) = �
�

�
�
�

�

)2,4(

)1,4(

u

u
, V0

3
(1) = V0(1) – V3(1) = �

�

�
�
�

�

)3,1(

)0,1(

u

u
, V0

3
(2) = V0(1) – VN(1) = �

�

�
�
�

�

)3,2(

)0,2(

u

u
, 

V0
3
(2) = V0(1) – VN(1) = �

�

�
�
�

�

)3,3(

)0,3(

u

u
,      A = �

�

�
�
�

�

−

−

21

12
 ,         E = �

�

�
�
�

�

10

01
, 

G(1) = �
�

�
�
�

�

)2,1(

)1,1(

g

g
,        G(2) = �

�

�
�
�

�

)2,2(

)1,2(

g

g
,     G(3) = �

�

�
�
�

�

)2,3(

)1,3(

g

g
. 

Po wyeliminowaniu wektorów U(1), U(2) otrzymujemy nast�puj�ce równanie: 

(3E+4A+A2)U4 – (4E+10A+6A2+A3)U3 + U0 + (3E+4A+A4)U0,3
3 + (2E + A)U0,1

3 =  

= (3E+4A+A
2
)G3 + (2E + A)G2 + G1, 

U1 = U(1), U2 = U(2), U3 = U(3), U4 = U(4), G1 = G(1), G2 = G(2), G3 = G(3), 

V0,1
3
 = V0

3
(1), V0,2

3
 = V0

3
(2), V0,3

3
 = V0

3
(3). 

Po uporz�dkowaniu wyrazów i porównaniu współczynników przy tych samych pot�gach 

A otrzymujemy: 

3U4 + 4U3 + U0 + 3V0,3
3 + 2V0,2

3 + V0,1
3 = 3G3 + 2G2 + G1 

4U4 – 10U3 + 4V0,3
3
 + V0,2

3
= 4G3 + G2 ,            U4 – 6U3 + V0,3

3
 = G3, 

sk�d 

G1 = 14U3 + U0 + V0,1
3
 ,      G2 = 14U3 + V0,2

3
 ,      G3 = U4 – 6U3 + V0,3

3
. 

Podstawiaj�c U3 = %U4 otrzymujemy: 

G1 = 14%U4 + U0 + V0,1
3
,     G2 = 14%U4 + V0,2

3
 ,     G3 = (1 – 6%)U4 + U0 + V0,1

3
, 

gdzie   G1 = �
�

�
�
�

�

)2,1(

)1,1(

g

g
= 14% �
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�
�
�

�

)2,4(

)1,4(

u

u
 + �

�

�
�
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�

)2,0(

)1,0(

u

u
 + �
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�
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)3,1(

)0,1(

u

u
,      G2 = �

�
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)2,2(

)1,2(

g

g
 = 

= 14% �
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�
�

�

)2,4(

)1,4(

u

u
+ �

�

�
�
�

�

)3,2(

)0,2(

u

u
,         G3 = �

�

�
�
�

�

)2,3(

)1,3(

g

g
 = (1 – 6%) �

�

�
�
�

�

)2,4(

)1,4(

u

u
 + �

�

�
�
�

�

)3,3(

)0,3(

u

u
. 

Przykład 2 

Ilustracja oblicze� według formuł wyprowadzonych w powy�szym przykładzie 

dla polowej funkcji wzorcowej (benchmark function) w postaci: 

u1(x, y) = cosπxcosπy,    dla x ∈ (0, 1), y∈(0, 1) 

z warunkami brzegowymi: 

u(0, y) = cosπy,           u(x, 0) = cosπx, 

u(1, y) = − cosπy        u(x, 1) = − cosπx. 

Rozwi�zuj�c analitycznie równanie Poissona dla funkcji wzorcowej u1(x, y) mo�na 

otrzyma� funkcj� �ródłow� w postaci: 

f1(x, y) = − 2π2
cosπxcosπy . 
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Rys. 1. Funkcja wzorcowa u1               Rys. 2. Funkcja �ródłowa wzorcowa f1 

Fig. 1. Benchmark function u1                        Fig. 2. Benchmark sources’ function f1 

Dla kroku dyskretyzacji h = 0,25 otrzymujemy: 

�
�

�
�
�

�

)2,4(

)1,4(

u

u
 = 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−

−

)
2

cos(

)
4

cos(

π

π

 = 
�
�

�

�

�
�

�

�
−

0
2

2
,   �

�

�
�
�

�

)2,0(

)1,0(

u

u
 = 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

)
2

cos(

)
4

cos(

π

π

 = 
�
�

�

�

�
�

�

�

0
2

2
,  

�
�

�
�
�

�

)3,1(

)0,1(

u

u
 =

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

�

− )
4

3
cos(
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23 α

. 

Warto�� współczynnika % mo�na oszacowa� z analizy bł�du wzgl�dnego.  

Dla f(3, 1) = 23
1

2
α

h
 = 48 α2  rozwi�zanie analityczne wynosi fa �




�
�
�

�

4

1
,

4
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 = �

2
. 
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1
,
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4

1
,
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3
)1,3(
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ff
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248
2

−
π

α
 = -6,88% – 1-. 
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Rys. 3. Wykres bł	du wzgl	dnego &(%) 

Fig. 3. Graph of a relative error &(%) 

5 Funkcjonał mocy w modelowaniu układu pojazd szynowy-tor 

Rozwi�zanie zagadnienia identyfikacji �ródeł pola mo�na uzyska� tak�e jako rozwi�zanie 

zagadnienie optymalizacji przez wyznaczenie ekstremum funkcjonału mocy. Dla układu 

2-D, w odniesieniu do ró�nicowej postaci równania Poissona (11), funkcjonał mocy 

mo�na zdefiniowa� nast�puj�co [10]: 

( ) ( ) ( ) ( )� �
= =

−+−+ �
�

�
�
�

�
−−+−+−+−==

1, 1,

,,

2

1,,

2

1,,

2

,1,

2

,1,,
][

2

1

ji ji

jijijijijijijijijijiji
quuuuuuuuuFF

(24) 

Nazwa funkcjonał mocy zwi�zana jest z rozwi�zaniem zagadnienia obwodowego 

w elektrotechnice [12]. Je�li zamiast siatki prostok�tnej w�złów rozpatrzona zostanie sie� 
rezystancyjna, to wówczas funkcjonał mocy okre�la moc w obwodzie. W przypadku sieci 

rezystancyjnej zawieraj�cej oporniki jednakowej konduktancji G=R
-1, funkcjonał mocy 

dla sieci o w�złach w punktach (i-1, j), (i, j), (i, j+1), (i, j-1), (i+1, j) przybiera posta�: 
 

Fi, j = ( ) ( ) ( ) ( )[ ] jijijijijijijijijiji IVVVVVVVVVG ,,
2

1,,
2

1,,
2

,1,
2

,1,
2

1
−−+−+−+− −+−+ , 

(25)  

gdzie Ii, j oznacza nat��enie pr�du �ródła pr�dowego doł�czonego w punkcie (i, j),Vi, j - 

napi�cie w punkcie (i, j), Vi+1, j - napi�cie w punkcie (i+1, j), Vi, j+1 - napi�cie w punkcie 

(i, j+1), Vi, j-1 - napi�cie w punkcie (i, j-1), kwadraty ró�nic napi�� zostały uzyskane 

z podstawienia w miejsce odpowiedniego pr�du płyn�cego mi�dzy s�siednimi w�złami 

iloczynu konduktancji i ró�nicy odpowiednich napi��. 
W pracach z zakresu elektrotechniki funkcjonał mocy zastał u�yty do opisu stanu sieci 

rozgał�zionej, gdzie przez znalezienie punktu stacjonarnego funkcjonału wyznaczono 

warto�ci potencjałów w w�złach niezale�nych [12]. Funkcjonał mocy (25) jest 

skonstruowany z dwóch składowych, z których pierwsza jest okre�lona jako połowa sumy 

mocy elementów pasywnych, a druga - moc� �ródła pr�dowego wyst�puj�cego 
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w obwodzie. Przyjmuj�c G = 1S, qi,j = Ii, j, ui,j = Vi, j oraz sumuj�c po indeksach i, j 

otrzymujemy wyra�enie (24). Po wyznaczeniu na postawie równania (11) potencjałów 

„po�rednich”, tzn. słu��cych do oblicze� po�rednich przy znanych warto�ciach 

potencjałów na brzegu obszaru i przez podstawienie ich do równania (24) uzale�niono 

funkcjonał mocy od warto�ci �ródeł, które stanowi� zmienne niezale�ne. Identyfikacja 

�ródeł za pomoc� funkcjonału mocy polega na minimalizacji tego funkcjonału dla 

dyskretnych warto�ci qi,j. Dla funkcjonału kwadratowego F = F(q1, q2, … qn), gdzie n - 

ilo�� �ródeł, poszukiwany zestaw �ródeł q1
*, q2

*, … , qn
* wyznacza si� jako punkt 

stacjonarny funkcjonału przez obliczenie jego gradientu i gradient funkcjonału w postaci: 

 F∇ = B + Cq. (26) 

Porównuj�c gradient (26) do zera wyznaczamy punkt stacjonarny funkcjonału mocy F: 

 q
*
 = − C

-1
B. (27) 

Przykład 3 

Dyskretyzacja badanego obszaru siatk� kwadratow� dla N = M = 3. Potencjały po�rednie 

poło�one w w�złach wewn�trznych oznaczymy przez V1, V2, V3, V4, warto�ci znanych 

potencjałów brzegowych przez V5, V6, V7, V8, V9, V10, V11, V12, natomiast nieznane 

warto�ci funkcji �ródłowej przez q1, q2, q3, q4. Ró�nicowe równanie przybli�aj�ce 

równanie ró�niczkowe Poissona przyjmuje w zapisie macierzowym nast�puj�c� posta�: 
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Funkcjonał mocy w tym przypadku zgodnie ze wzorem (24) przyjmuje posta�: 

F = 
2

1
[(V1–V5)

2
 + (V1–V12)

2
 + (V1–V2)

2
 + (V1–V3)

2
 + (V3–V6)

2
 + (V3–V7)

2
 + (V3–V4)

2
 +  

+ (V4–V8)
2
 + (V4–V2)

2
 + (V4–V9)

2
 + (V2–V10)

2
 + (V2–V11)

2
] − V1q1 − V2q2 − V3q3 − V4q4. 

Funkcjonał mocy przedstawiony przez powy�sze wyra�enie odznacza si� specyficznymi 

cechami: w nawiasach kwadratowych znajduje si� 12 członów, które odpowiadaj� 
dwunastu odcinkom ł�cz�cym 12 w�zły siatki, natomiast poza nawiasami znajduj� si� 
cztery składniki odpowiadaj�ce 4 w�złom, w których znajduj� si� poszukiwane �ródła. 

Gdy wprowadzimy oznaczenia: 
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Podstawienie warto�ci potencjałów po�rednich daje funkcjonał w postaci formy 

kwadratowej: 

F = A0 + [B1, B2, B3, B4]
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Metody identyfikacji �ródeł pola z wykorzystaniem w algorytmach obliczeniowych 

wielomianów pot�gowych mog� znale�� zastosowania w modelowaniu wybranych 

zagadnie� w układzie pojazd szynowy – szyna, takich jak zagadnienia wytrzymało�ciowe 

i cieplne. Modelowanie takich zagadnie�, jak skr�canie szyny kolejowej, czy badanie 

�ladu cieplnego w szynie wytwornego przez kontakt toczny koło – szyna zostały 

przedstawione we wcze�niejszych pracach autorów [6, 8, 9].
 

6 Energia jednookresowa w modelowaniu kontaktu koło-szyna 

Poj�cie energii jednookresowej stosowane jest w analizie w czasie rzeczywistym 

procesów energetycznych w obwodach elektrycznych w stanie okresowym 

niesinusoidalnym [12]. Procesy energetyczne mo�na wówczas bada� na płaszczy�nie 

fazowej energii oraz ocenia� je na podstawie zmian chwilowego napi�cia i pr�du 

zwi�zanych z danym elementem obwodu w ci�gu jednego okresu. Bior�c pod uwag� 
dwójnik dynamiczny działaj�cy w stanie okresowym niesinusoidalnym, dla którego 

sygnałem wymuszenia b�dzie napi�cie v(t) = v(t + T), T - okres, a odpowiedzi� pr�d 

i(t) = i(t + T), to wówczas energi� oddan� przez �ródło v(t) do odbiornika w przedziale 

czasu ∆t = nT, n ∈ N, okre�lamy wyra�eniem: 

 W(∆t) = nWT , (28) 

gdzie WT oznacza energi� jednookresow�, tzn. energi� dostarczon� do odbiornika podczas 

jednego okresu wymuszenia i odpowiedzi. 

Zatem w stanie okresowym niesinusoidalnym wyznaczenie energii pobranej ze �ródła 

przez odbiornik w danym przedziale czasu ∆t = nT mo�na sprowadzi� do okre�lenia 

energii jednookresowej WT, a nast�pnie pomno�enia przez n. Dla badanego zagadnienia 

WT wynosi: 
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 WT = �
T

dttitv

0

)()( = ( )� �
T

dtdi
dt

d
tv

0

)()( ττ = �
)(

)0(

)()(

Tq

q

tdqtv = �
)(

)0(

)()(

T

tdti

ψ

ψ

ψ , (29) 

gdzie q(t) = � dtti )(  oznacza ładunek, a '(t) = � dttv )(  - strumie� magnetyczny �ródła. 

Z postaci wyra�enia (29) wynika, �e pole powierzchni ograniczonej p�tl� na fazowej 

płaszczy�nie energii o współrz�dnych (v(t), q(t)) lub równowa�nie ('(t), i(t)) okre�la 

energi� jednookresow� WT pobran� przez odbiornik ze �ródła, gdy współdziałaj� one 

w stanie okresowym niesinusoidalnym. 

Gdy v(t) = )cos(2 tV ω jest harmonicznym napi�ciem �ródłowym, to pr�d jako 

odpowied� w obwodzie mo�na przedstawi� w postaci i(t) = )cos(2 ϕω −tI , gdzie ϕ 

oznacza argument impedancji dwójnika Z = R + jX, V  - warto�� skuteczn� napi�cia, 

I  = V /Z - warto�� skuteczn� pr�du. Gdy pr�d chwilowy i(t) przyjmiemy jako jedn� 
ze współrz�dnych fazowej płaszczyzny energii, wówczas strumie� magnetyczny 

'(t) = � dttv )( = )sin(
2

t
V

ω
ω

powinien by� drug� współrz�dn� tej płaszczyzny. W tym 

przypadku: 

  WT = �
)(

)0(

)()(

T

tdti

ψ

ψ

ψ   (30) 

Aby wyznaczy� wyra�enie okre�laj�ce p�tl� energii jednookresowej nale�y uzale�ni� 
sygnał i(t) od '(t) przez wyeliminowanie zmiennej t, co mo�na uzyska� przez 

podstawienie cos(ωt) = 

2

2

)(
1

�
�




�

�
�

�

�
−

V

tωψ
, gdzie 

2

)(

V

tωψ
 = sin(ωt), do wzoru na i(t). 

W rezultacie tego podstawienia otrzymujemy: 

 x
2
(t) + y

2
(t) − 2x(t)y(t)sinϕ  = cos

2ϕ, (31) 

gdzie x(t) = i(t)/ 2I , y(t) =ω'(t)/ 2V nowe zmienne bezwymiarowe pr�du 

i strumienia. 

Zatem na płaszczy�nie (x(t), y(t)) p�tla energii jednookresowej przyjmuje posta� elipsy, 

a warto�� energii jednookresowej mo�na wyznaczy� jako pole powierzchni elipsy  

 WT = πab = 
ϕω

ϕπ
2

2

sin1

cos2

−

IV
= T ϕcosIV , (32) 

gdzie T = 2π/ω oznacza okres harmonicznego sygnału na wej�ciu dwójnika. 

Rozpatruj�c kontakt koło-szyna w płaszczy�nie pionowej mo�na zauwa�y�, �e na szyn� 
ze strony koła działa pionowa siła nacisku maj�ca charakter sygnału okresowego 
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 F(t) = f(t + T) , (33) 

gdzie okres T odpowiada przedziałowi czasu do przyjechania koła w nast�pnym wagonie, 

T = ∆x/v, v - pr�dko�� wzdłu� toru. 

W płaszczy�nie pionowej prostopadłej do szyny układ dynamiczny kontaktu tocznego 

mo�na opisa� nast�puj�cym układem równa�: 

 m 0)(
)(

211

21

12

1

2

=−+
−

+ yyk
dt

yyd
b

dt

yd
 (34) 

 M )()(
)(

122

12

22

2

2

tFyyk
dt

yyd
b

dt

yd
=−+

−
+  

gdzie zmienne y1= y1(t) , y2 = y2(t), m, b1, k1 zwi�zane s� z podkładem, a M, b2, k2 z szyn�. 
Korzystaj�c z koncepcji badania procesów energetycznych na fazowej płaszczy�nie 

energii stosowanej do analizy obwodów elektrycznych, energi� jednookresow� dla 

badanego przypadku mo�na w oparciu o wzór (29) przedstawi� nast�puj�c� zale�no�ci� 

 WT = �
T

Fwdt

0

= �
)(

)0(

2

Ty

y

Fdy ,                 w = 
dt

dy
2 . (35) 

Z postaci wyra�enia (35) wynika, �e pole powierzchni ograniczonej p�tl� na fazowej 

płaszczy�nie energii o współrz�dnych (F(t), y2(t)) okre�la energi� WT przekazan� w 

jednym okresie. Korzystaj�c analogii z opisem obwodu elektrycznego, siła F(t) 

odpowiada wymuszeniu, czyli napi�ciu �ródłowemu v(t), a zmienna przemieszczenia y(t) 

- chwilowemu ładunkowi q(t) płyn�cemu w obwodzie. 

7 Wnioski 

W pracy przedstawiono zastosowanie sposobów obliczeniowych z zakresu elektrotechniki 

do rozwi�zywania wybranych zagadnie� w układzie pojazd szynowy – tor. Wykazano, �e 

takie narz�dzia obliczeniowe, jak pot�gowe wielomiany moniczne, zmodyfikowane 

trójk�ty liczbowe, czy poj�cia takie, jak funkcjonał mocy, energia jednookresowa 

u�ywane w obliczeniach sieci i obwodów elektrycznych mog� by� wykorzystane w 

modelowaniu wybranych zagadnie� w układzie pojazd szynowy – tor. 
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Streszczenie 
 

W pracy przedstawiono wyniki bada� nad zaadoptowaniem narz�dzi obliczeniowych 

wykorzystywanych w elektrotechnice do modelowania wybranych zagadnie� w układzie 

pojazd szynowy – tor. Wykazano, �e wielomiany pot�gowe, wykorzystywane 

w obliczeniach sieci i obwodów elektrycznych, stanowi� efektywne narz�dzia 

obliczeniowe w algorytmach metod numerycznych słu��cych do identyfikacji �ródeł pól 

fizycznych opisanych równaniem ró�niczkowym cz�stkowym (Poissona). Opracowane 

z u�yciem wielomianów pot�gowych, a tak�e funkcjonału mocy metody identyfikacji 

�ródeł mog� znale�� zastosowanie w rozwi�zywaniu zagadnie� wytrzymało�ciowych 

i cieplnych w układach transportu szynowego, m.in. w układzie pojazd szynowy – tor. 

Natomiast sposób oblicze� z wykorzystaniem poj�cia energii jednookresowej mo�e 

znale�� zastosowanie w modelowaniu dynamiki kontaktu koło - szyna dla siły 

wertykalnej. 
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Application of computational approaches 
from the field of electrical engineering  

to model selected issues  
in a rail vahicle – track system 

Summary 

In this paper there are presented the results of investigations regarding the adaptation 

of computational tools from the field of electrotechnique to modelling selected issues 

in a rail vehicle – track system. It is showed that the power polynomials applied 

in calculations of electrical nets and circuits are the effective computational tools useful 

in construction of algorithms of numerical methods for identification of field sources 

which are described by the Poisson equation. Also it is showed that the power 

functional applied to descript a state of ramification electrical nets is the useful tool to 

solve a field sources identification problem in systems described by the Poisson 

equation. The identification methods established with the use of power polynomials 

and the power functional can be applied in solving endurance and heat problems 

in railway transport systems, e. g. in a rail vehicle – track system. Also it is presented 

special approach of dynamical modelling a wheel-rail contact for vertical force with 

the use of one period energy concept which is applied in the analysis of real time 

energetic processes in electrical circuits. 

 
 


