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Zastosowanie sposobow obliczeniowych
uzywanych w elektrotechnice
do modelowania wybranych zagadnien
w ukladzie pojazd szynowy — tor

1 Wstep

Narzedzia obliczeniowe wykorzystywane w elektrotechnice mozna zaadoptowaé¢ do
rozwigzan wybranych zagadnien w uktadzie pojazd szynowy — tor. Przyktadowo,
wielomiany potegowe, wykorzystywane w obliczeniach sieci i obwodéw elektrycznych,
moga stanowi¢ efektywne narzedzia obliczeniowe w algorytmach metod numerycznych
stuzacych do identyfikacji Zrédet pdl fizycznych opisanych réwnaniem czastkowym
Poissona. Z kolei funkcjonal mocy stosowany do opisu stanu sieci rozgat¢zionej takze
moze zostaé zastosowany do rozwigzania zagadnienia identyfikacji zrdédet pola
opisanego réwnaniem Poissona. Metody identyfikacji zrddet pola wykorzystujace
wielomiany potegowe oraz funkcjonal mocy moga znalezé =zastosowanie w
rozwigzywaniu zagadnien wytrzymatosciowych i cieplnych w ukladach transportu
szynowego, szczegolnie, jesli chodzi o modelowanie zagadnien w uktadzie pojazd
szynowy-tor. Takze sposéb obliczen z wykorzystaniem pojgcia energii jednookresowej,
ktéry jest stosowany w elektrotechnice w analizie w czasie rzeczywistym proceséw
energetycznych w obwodach elektrycznych moze znalez¢ zastosowanie w modelowaniu
uktadu pojazd szynowy-tor, a szczegdlnie w modelowaniu dynamicznym kontaktu koto
- szyna dla sity wertykalne;j.

2 Wielomiany potegowe

Wielomiany potggowe o statych wspétczynnikach stanowia efektywne narzedzia
matematyczne w obliczeniach sieci 1 obwodéw elektrycznych. Tego rodzaju
wielomianami sg moniczne wielomiany potggowe T,(¢) dla g€ R zdefiniowane
za pomoca formuty rekurencyjne;j:

To@=2+9Tu(@-T(p, n=0,1,2,.. Top=LTix)=1+q (1)
Korzystajac z powyzszej formuty wyznaczono kilka pierwszych wielomianéw:
To(g)=1
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Ti(g=1+gq

Tg)=1+3q+q
Tiq)=1+69+5¢ +q’
Tog)=1+10g+ 154+ 74’ +4*
Ts(g)=1+15¢+35¢° +28¢° + 94" + ¢°.

Korzystajac z powyzszego zapisu mozna zdefiniowaé wielomiany 7,(q) w nastgpujacy
sposob:
n
Tip)= Ya, qu , n=0,1,2,... 2)
k=0
Qi =201+ Ayt ot — A2 ap=1, ajp=1, n=0,1,2,..., 0<sk<n (3)
Tablica wspétczynnikéw a, tworzy zmodyfikowany trdjkat liczbowy MNTI, stuzacy
do generacji monicznych wielomianéw potggowych 7,,(g).

Natomiast moniczne wielomiany potegowe P,(q) dla ge R sa zdefiniowane za pomoca
formuty rekurencyjnej:

Pin@=C2+Pui(@-Plg), n=0,1,2,..., Pp=0,Plg)=1, (4

Korzystajac powyzszej formuty wyznaczono kilka pierwszych wielomianéw P,(q):

Po(q)=0
Pi(g)=1
Pyg)=2+q

Pyq)=3+4q+q’
Pyq)=4+10q + 64" + ¢
Ps(q)=5+20q+ 214" + 8¢ + ¢".

Korzystajac z powyzszego zapisu mozna zdefiniowa¢ moniczne wielomiany P,(q)
W nastepujacy sposob:

Pig)= D b,,q" . n=0,1,2, ... )
r=0
bn,r = an—l,r+ bnfl,r—l - bn—2,r s b(),() = 0’ bl,() = 1’ n= 0’ 17 29 () 0<r<n. (6)

Tablica wspétczynnikéw b, tworzy zmodyfikowany tréjkat liczbowy MNT2 generujacy
moniczne wielomiany potggowe.

Migdzy wielomianami P,(q) i T,(q) zachodza nastepujace relacje:
an(CI) = Tn(q) - Tn—l(q)s n= ls 23 33 o (7)
Pn(q)Tn-l(q) _Pn-lTn(q) = 19 n= l’ 2, 3, (8)
Prawidtowoscia charakteryzujaca konstrukcje zmodyfikowanych tréjkatéw liczbowych

jest to, ze sumy elementéw w wierszach pierwszego (1, 2, 5, 13, 34, 89, ... ) i drugiego

376



Zastosowanie sposobéw obliczeniowych uzywanych w elektrotechnice
do modelowania wybranych zagadnieri w uktadzie pojazd szynowy — tor

trjkata (1, 3, 8, 21, 55, ...) sa rdwne odpowiednio parzystym Fy,, n =0, 1, 2, ... ,
lub nieparzystym F,,;, n =0, 1, 2, .. wyrazom ciagu Fibonacci’ego (1, 1, 2, 3, 5, 8, 13,
21, 54, 55, 89, ...), zdefiniowanego za pomoca nastgpujacej formuty [5]:

Fn+2=Fn+l+E1’ n:O, 1’2’ ey (9)

dla wyrazéw poczatkowych Fy =11 F)= 1.

W elektrotechnice ciag Fibonacci’go znajduje zastosowanie w obliczeniach obwodéw
jednorodnych o strukturze wielokat-gwiazda, a takze w obliczeniach parametrow
wejsciowych linii transmisyjnych. Natomiast potggowe wielomiany moniczne znajduja
zastosowanie w elektrotechnice w obliczeniach periodycznych sieci elektrycznych [3, 12].

3 Metody identyfikacji zrédet pola w modelowaniu uktadu pojazd
SZynowy-tor

Potggowe wielomiany moniczne 7,(q) i P,(q) mozna zastosowa¢ w algorytmach metod
numerycznych stuzacych do identyfikacji zrédet pola dla uktadéw opisanych
réwnaniem Poissona. Opis ukladu 2-D za pomoca réwnaniem Poissona ze znanymi
warunkami brzegowymi u II" na brzegu I' badanego obszaru przyjmuje postac
nastgpujacego réwnania rézniczkowego czastkowego [2]:

Au(x,y) N A’u(x,y)
ox’ ay’
gdziex € (0, 1), y € (0, I,), u = u(x, y) € R? oznacza funkcje polowa, f = flx, y) € R*-
funkcje rozktadu zrédet (funkcje zrédtowa).

=[xy, (10)

Identyfikacja zrédet pola dla uktadu opisanego réwnaniem (10) polega na wyznaczeniu
funkcji rozktadu zrédet f(x, y), co stanowi rozwigzanie problemu odwrotnego. Aby
rozwigza¢ ten problem numerycznie nalezy przyblizy¢ ciagly opis ukladu opisem
dyskretnym. Po zamianie zmiennych ciagtych na dyskretne, np. w przypadku
prostokatne;j siatki podziatu badanego obszaru o wymiarach I, x [, wedtug wzoru x = ih,
i=0,1,2, ..., M,y=jh,j=0,1,2, ... ,N,M = 1/h , N =1/h, h - dtugos¢ kroku
dyskretyzacji, i w wyniku przyblizenia réwnania rézniczkowego réwnaniem
réznicowym za pomocg schematu réznic skonczonych uzyskuje si¢ uktad réwnan
algebraicznych wiazacych wartosci funkcji polowej u i zrédlowej f w weztach siatki
W nastepujacy sposob [4]:

Uy, =2, Fu, Fu =2u, +u, =R, ))=q,,,i=1,2,.., M-1,j=1,.,N-1, (11)

i,j+1

gdzie: u; j = u(i, j), q; ; = q(, ).
Natomiast warunki brzegowe przyjmuja postaé:
w0, /) = Uo(),  uM, j) = Upn()), Jj=0,1...N
u(i, 0) = Up(i), u(i, N) = Un(i), i=0,1,..,M.
Dla modelu dyskretnego (11) rozwigzanie zagadnienia identyfikacji zrédet polega

na wyznaczeniu wartosci funkcji zrédlowej g(i, j) w weztach siatki. Funkcja Zzrédtowa
rozwinigta w szereg Fouriera przyjmuje postac [4]:
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N-1

fun= 2T F,(k)sin %m s Jwo=fan=0, m=0,1,2,... M, (12)
k=1

gdzie n jest parametrem, F(k) oznacza wspétczynnik Fouriera dla k = 1, 2, ... N-1.

Podobnie rozwinigta w szereg Fouriera zostata funkcja polowa:

= 2 S0, W0sin gy =w, =0, n=01 N (13)
k=1

Po podstawieniu funkcji polowej (13) i zrédtowej (12) do réwnania (11) otrzymujemy:

1 2
h_2 {(Um L()=2U, (k)+U,,  (k))—(4sin” ;—;)UW (k)} =F (k), m=1,2,...M 14)
z warunkami brzegowymi okreslonymi przez Uy(k) = 0 oraz wartosci U(k) wyznaczone
zréwnosci uy, =0,n=1, ..., N.

Po podstawieniu wielomianu P(qy) (4) dla g,=4sin’ % do réwnania (14), otrzymujemy

rozwigzanie problemu prostego w postaci:

U, k=P

m-1

m m(qk )U1(k)+IZI4Pm—1 (qk)th;(k) ’ m= 2’ 3’ s M-1. (15)
Wartosci U;(k) w réwnaniu (15) mozna wyznaczy¢ z warunkéw brzegowych (11).
Dla N = M z uktadu M-1 réwnan mozna wyznaczy¢ zestaw Uy(k), k = 1, 2, ..., M-1.
Nastepnie przez podstawienie tych wspétczynnikéw do réwnania (15) dla m = M,
mozna otrzymac zestaw Ui(k) dla k = 1, 2, ..., M-1. Rozwigzanie problemu odwrotnego
wyznaczone przy uzyciu monicznych wielomianéw potegowych P(gq,) przyjmuje
postaé:

U1+| (k)_BH (qk )Ul (k)_li Pl+1—, (qk )th (k)
Fi(k)= Pl )l’; . (16)

Funkcja zrédlowa odtworzona ze wspdtczynnikéow (16) wedtug formuty (12) stanowi
rozwigzanie zagadnienia identyfikacji Zrédet pola. Poniewaz zagadnienie identyfikacji
zrédet pola jest problemem odwrotnym, dlatego nalezy ustabilizowa¢ wyniki obliczen
[1]. Problem odwrotny zawiera si¢ w klasie probleméw zle postawionych w sensie
definicji Hadamarda probleméw poprawnie sformutowanych i dlatego metody
rozwigzania zagadnienia prostego moga okaza¢ si¢ nie odpowiednie do rozwigzania
zagadnienia odwrotnego [1, 11]. Stabilno$¢ moze zostaé zapewniona przez
zastosowanie odpowiedniej procedury regularyzacjnej. Opracowana przez autoréw
artykutu  Metoda Symulacyjna identyfikacji zostala uzupelniona przez specjalng
numeryczng procedur¢ aproksymacyjng opracowang na podstawie metody odwrotnych
odlegtosci [7]. Metoda ta zaadoptowana przez Sheparda do wygtadzania danych
w uktadach 2-D stanowi rodzaj samoregularyzacji.
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4 Identyfikacji zrodet dla danych pomiarowych tylko z brzegu
obszaru

Metoda identyfikacji Zrédet wykorzystujaca wielomiany potggowe moze zostaé
zaadaptowana dla przypadku posiadania wynikéw ograniczonych tylko do danych
pomiarowych z brzegu badanego obszaru [10]. Zamiana zmiennych ciaglych
na dyskretne:

x=ih, i=0,1,...M+1, y=jh, j=0,1,...N 17)
umozliwia przyblizenie réwnania (10) réwnaniem réznicowym metoda réznic
skonczonych:
u(i+1, ) - 2ui, j) + u(i=1, j) + u(i, j+1) = 2u(i, j) + u(i, j-1) = B, j) = g(, j), (18)
gdzie funkcja g(i, j) oznacza zastgpcza funkcje zrodlowa.
W zmiennych dyskretnych warunki brzegowe Dirichleta majg postac:

w@©,)) = Uo(),  ulM+1, j) = Upi (), Jj=0,1...N

u(i, 0) = Up(i),  u(i, N) = Ux(i), i=0,1,...,M,M+1.

Przez wprowadzenie wielkosci U(i) oraz G(i) oznaczajacych odpowiednio wektor
warto$ci potencjatéw oraz funkcji zrédlowej w i-tej kolumnie siatki dlaj = 1, 2, ..., N-1,
uktad réwnan (20) wraz z warunkami brzegowymi mozna zapisa¢ w postaci macierzowe;:

U(i+1) - QE+A)UG) + U(i-1) = G@) - Vo(i) = Vi), i=1,2,.... M, (19)

gdzie V(i) - wektor warto$ci potencjatéw dla j=0, V(i) - wektor wartosci potencjatéw dla
j = N w i-tej kolumnie siatki, E - macierz jednostkowa, A - macierz aproksymacji
réznicowej wzgledem zmienne;j j.

Wektory i macierze w réwnaniu (19) maja postac:

g | u(i,0) 0
. (i,2) . 0 . 0
Gi=| ¢ : Vi) = : V(i) = :
| g(i,N-1) | 0 u@i,N)
(2 =1 0 0 .. O]
u@l) | -1 2 -1 0 .. 0
. u(i,2) . N-1 0o -1 2 -1 0
U(i) = , E=diag [11"", A=
® iag [1l; 0 0 -1 2
|u(i,N-1)| e =1
(00 0 .. -1 2]

Macierz charakterystyczna B = 2E+A, pozwala wprowadzi¢ do uktadu (19) macierzowe
n—1
wielomiany moniczne rodzaju P,(A) = ZOJM A~ Nastepnie eliminujac nieznane warto$ci

k=0

potencjatéw o indeksach i = 1, 2, ... , M-1, otrzymujemy rownanie:
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Pyi(A) Uy = Py(A)Uy + Uy + Hoy = ZP,-,] AGG) , (20)

i=1

gdzie Uy - wektor znanych wartosci potencjatu na brzegu dla i = M+1, Uy, - wektorem
warto$ci potencjatu dla i = M, U, - wektorem znanych warto$ci potencjatu dla i = 0

u(M +1,1) u(M 1) u(0,1)
u(M +1,2) u(M2) 1(0,2)
Uy = s M= , Uy= s
u(M +1,N —-1) u(M,N —-1) u(0,N -1)

natomiast Hoy = Hy + Hy, gdzie H) jest wektorem znanych wartosci potencjatu dla j = 0,
podobnie jak Hy dla j = N. Poniewaz potggowe wielomiany moniczne P,(A) tworza
wyrazy uzaleznione od kolejnych potgg macierzy A, to poréwnujac odpowiednie
wspltczynniki z lewej 1 prawej strony réwnania (20) mozna wyznaczy¢é wszystkie
wektory G(i), i = 1, 2, ... , M, a tym samym otrzyma¢ rozklad zrédel. Rozwigzanie
wymaga jednak znajomos$ci wartosci potencjaléw w wezlach kolumny sasiadujacej
z brzegiem, tj. Uy, . Gdy warstwa przy jednym brzegu nie jest dostepna dla pomiaréw,
wéwcezas wartosci mozna uzyskac przez przeskalowanie wektora potencjaléw na brzegu
przyjmujac Uy, = aU,y,, gdzie wspétczynnik skalowania o >1.

Réwnanie (20) mozna rozwigza¢ alternatywnym sposobem polegajacym na wyjsciu poza
badany obszar o jedna kolumn¢ weztéw siatki traktujac zwigzane z nimi warto$ci
potencjatléw jako zerowe wartosci brzegowe Uy,,=0. Wowczas uwzgledniajac te
warto$ci otrzymujemy rozwigzanie dla i = M+1:

UM+2) — QE + A)UM+1) + UM) + Vo(M+1) = G(M+2) = 0. 21
Wartosci potencjaléw w kolumnie sgsiadujacej z brzegiem wyznaczamy w postaci:
UM) = (2E + A)UM+1) — Vo(M+1) . (22)
Podstawieniu wyrazenia Uy, = U(M) danego wzorem (22) do réwnania (20) daje:

Pyi(A) Uy — Py(A) [(2E + A)Uppy — Voorral + Uy + Hoy =ZPH A)G®) . (23)

i=1

Przyktad 1

W celu zilustrowania efektywnosci opracowanej metody identyfikacji wykonano
obliczenia przyjmujac M = 3 i N = 3. Wéwczas na podstawie réwnania (19) mozna
skonstruowac nastepujacy uktad réwnan:

UQ2) - 2E + AU(1) + U0) = G(1) - V(1)

UR)-QRE +AUR) + U(1) =G(2) - Vi’ (2)

U4) - QE + AUB) + U2) = G3) - Vi’ (3),
gdzie

_ u(0,1) _ u(l,1) B u(2,1) _ u(3,1)
U(O)—L(O,ZJ, U(l)-L(LQJ, U(Z)—L(Z’ZJ, U(3)_L(3,2)},
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v = "V vim = v - v = | “CO | ve@ = v - v = | 1Y
W= u@n | O=ND=V0=1 5 [ Ve@=Wb- T w3
Vi@ =Voh-vuh= | "0 a=| 2 T gl Y
L 177 X)) R S W “lo 1)

G(l) = {g(“)}, 6= {g(z")}, 60 = [g@,l)}
g(1,2) 2(2,2) 2(3.2)

Po wyeliminowaniu wektoréw U(1), U(2) otrzymujemy nast¢pujace réwnanie:
(BE+4A+AM)U, — (AE+10A+6A+A°)U; + Uy + BE+4A+AHU,5* + CE + AU, ,* =
= BE+44+ANG; + QE + A)G, + Gy,

Ui=U(),U0,=U12),U;=UQ), Uy =U4), G| = G(1), G, = G(2), G5 = G(3),

Vor' = Vo' (D), Voo’ = Vi'(2), Vo’ = V' 3).

Po uporzadkowaniu wyrazéw i poréwnaniu wspétczynnikéw przy tych samych potggach
A otrzymujemy:

3U, +4Us + Uy + 3V,5° + 2V, + Vi, = 3G5 + 2G, + G,

4U, - 10U; + 4Vy3* + V,'= 4G5 + G, U,-6Us+ V5’ =G,

skad

G = 14U+ U+ Vo P, Gy=14Us+Vy)',  Gs=U,—6U; + V5.
Podstawiajac U; = aU, otrzymujemy:

G, =14aU,+ Uy + V0,13, G, = 140U, + VO,23 . Gy=(1-60)Us+ Uy + Vo,13,
L1 4,1 0,1 1,0 2.1
gdzie G, = (b = 14¢ S + u(0.1) + u(1,0) . G, 82D | _
8(1,2) u(d2)|  (u(02)] [u(3) ¢(2,2)

- 14g {u(&l)} +{u(2,0)} Go { g(3,1)} 6w {m,n} . {MG,O)]
u@2)] Lu@3) g(2) u@2)) " [u(33)
Przyktad 2

Tlustracja obliczen wedlug formul wyprowadzonych w powyzszym przyktadzie
dla polowej funkcji wzorcowej (benchmark function) w postaci:

uy(x, y) = cosmxcoszmy, dlaxe (0,1),ye(0, 1)
z warunkami brzegowymi:

u(0, y) = coszy, u(x, 0) = coszx,

u(l, y) =—cosmy u(x, 1) = — coszmx.

Rozwiazujac analitycznie réwnanie Poissona dla funkcji wzorcowej u(x, y) mozna
otrzymac¢ funkcj¢ zrédtowa w postaci:

filx, y) = = 27Pcos mxcos 7y .

381



Edward RYDYGIER, Zygmunt STRZYZAKOWSKI

funkeja wzorcowa ufx,yFos(3,14xcos(3 1 4y) funkeja zrodlowa f{x,y)=-19,72c0s(3,14x)c0s(3,14y)

Rys. 1. Funkcja wzorcowa u, Rys. 2. Funkcja zrodtowa wzorcowa f;
Fig. 1. Benchmark function u, Fig. 2. Benchmark sources’ function f;

Dla kroku dyskretyzacji i = 0,25 otrzymujemy:

_u(4,1):| —COS(%) I Q |:u(071):| COS(%) Q
= = 2 N = = 2 N
[u(4.2) - cos(z) 0 u(0,2) cos(z) 0
2 - 2
] z 2
u(1,3) V2 3x 1l
- ———cos(—) —
2 4 ] 2
] | z V2 3z 2
M(Z’O) = COS( 2) = 7 u(3’0) = COS( 4 ) = - T
u(2.3) N2 3z 1 u(3.3) V2 3z 1
- ———cos(—) - ———cos(—) —
2 2 2 4 2

= ,G3 =

g(3,2)

|:g(l,1)_ \/5(7a+1) {g(z,l)} \/E(7a+l) F@J)} 3\/50(

1= 1 >, O=
g(L2) ] - 8(2,2)

2 2

Warto$¢ wspdtczynnika o mozna oszacowac¢ z analizy bledu wzglednego.

1
2

Dlaf3,1)= hl—2a3\/_ =48 \/505 rozwigzanie analityczne wynosi f, (E,lj =7
4 4

31
‘f(3,1)—fa[4’4]‘

31
(i)

4820

- 1
P

Blad wzgledny 6(a) = = |6,88a—1].
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Blad wzgledny

il

-2 RE - 05 0 05 1 15 2
wspalczynnik alfa

Rys. 3. Wykres btedu wzglednego d(a)
Fig. 3. Graph of a relative error é(a)

5 Funkcjonat mocy w modelowaniu uktadu pojazd szynowy-tor

Rozwigzanie zagadnienia identyfikacji zrédet pola mozna uzyskaé takze jako rozwigzanie
zagadnienie optymalizacji przez wyznaczenie ekstremum funkcjonatu mocy. Dla uktadu
2-D, w odniesieniu do réznicowej postaci réwnania Poissona (11), funkcjonal mocy
mozna zdefiniowa¢ nastepujaco [10]:

1 5
F= ZFU = Z[E [(Mi,j _um./)z + (ui./ _”i—l./)z + (ui,/ U g )2 + (“:,j U )—] —Uu, .49 ; :l

24
Nazwa funkcjonal mocy zwigzana jest z rozwigzaniem zagadnienia obwodowego
w elektrotechnice [12]. Jesli zamiast siatki prostokatnej wezléw rozpatrzona zostanie sie¢
rezystancyjna, to wowczas funkcjonat mocy okresla moc w obwodzie. W przypadku sieci
rezystancyjnej zawierajacej oporniki jednakowej konduktancji G=R", funkcjonat mocy
dla sieci o weztach w punktach (i-1, j), (i, j), (i, j+1), (i, j-1), (i+1, j) przybiera postac:

Fij= %G[(Vi,j _Vi+l,j)z +(Vi,j _Vi—l,j)z +(Vi,j _Vi,j+l)z +(Vi,j _Vi,j—l)z]_vi,jli,j9

(25)
gdzie I; ; oznacza nat¢zenie pradu zrédta pragdowego dolgczonego w punkcie (i, ),V ; -
napiecie w punkcie (i, j), Vi, ; - napigcie w punkcie (i+1, j), V; ;.1 - napiecie w punkcie
(@, j+1), Vi ;1 - napiecie w punkcie (i, j-1), kwadraty r6znic napi¢¢ zostaly uzyskane
z podstawienia w miejsce odpowiedniego pradu ptynacego miedzy sasiednimi weztami
iloczynu konduktancji i réznicy odpowiednich napiec.

W pracach z zakresu elektrotechniki funkcjonal mocy zastat uzyty do opisu stanu sieci
rozgal¢zionej, gdzie przez znalezienie punktu stacjonarnego funkcjonatu wyznaczono
wartosci potencjaléw w wezlach niezaleznych [12]. Funkcjonal mocy (25) jest
skonstruowany z dwéch sktadowych, z ktérych pierwsza jest okreslona jako potowa sumy
mocy elementéw pasywnych, a druga - moca zrdédla pradowego wystepujacego
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w obwodzie. Przyjmujac G = 18, ¢;; = I, j, u;; = V; ; oraz sumujac po indeksach i, j
otrzymujemy wyrazenie (24). Po wyznaczeniu na postawie réwnania (11) potencjatow
»posrednich”, tzn. stuzacych do obliczen posrednich przy znanych wartosciach
potencjaléw na brzegu obszaru i przez podstawienie ich do réwnania (24) uzalezniono
funkcjonat mocy od wartosci zrédel, ktére stanowia zmienne niezalezne. Identyfikacja
zrédet za pomoca funkcjonalu mocy polega na minimalizacji tego funkcjonatu dla
dyskretnych wartosci ¢;;. Dla funkcjonalu kwadratowego F' = F(q1, ¢, ... q,), gdzie n -

ilo§¢ zrédet, poszukiwany zestaw zrédet ¢, g», ... , g, Wwyznacza si¢ jako punkt
stacjonarny funkcjonatu przez obliczenie jego gradientu i gradient funkcjonatu w postaci:
VF =B + (q. (26)

Poréwnujac gradient (26) do zera wyznaczamy punkt stacjonarny funkcjonatu mocy F:
g =—C'B. 27
Przyktad 3

Dyskretyzacja badanego obszaru siatkag kwadratowg dla N = M = 3. Potencjaty posrednie
potozone w weztach wewnetrznych oznaczymy przez Vy, V,, Vs, V,, wartosci znanych
potencjatéw brzegowych przez Vs, Vi, Vi, Vg, Vo, Vig, Vi1, Vip, natomiast nieznane
warto$ci funkcji zrédlowej przez ¢, ¢», ¢s, qi- ROznicowe réwnanie przyblizajace
réwnanie r6zniczkowe Poissona przyjmuje w zapisie macierzowym nastgpujaca postac:

-4 1 1 o1V q, V, +V,
1 -4 0 1 V: |49 V]0+V11
10 -4 1|v.| |q| |V.+V,
L0 1 1 -4|v,]| |a] [V.+V
skad
W1 T-4 1 1 o' Tg] [-4 1 1 0o]'[vs+W,
V| |1 -4 0 1| |q 1 =4 0 1| |Vo+W,
Vil |1 0 -4 1] |g 10 -4 1 Ve +V;
Vo] Lo 1 1 —4] |g] [0 1 1 —4] | V4V,

Funkcjonal mocy w tym przypadku zgodnie ze wzorem (24) przyjmuje postac:
1
F= — ViV + (Vi) + (VimVa)’ + ViV (Vi Vo)™ 4 (Ve + (Vi) +

+ (VimV) + (VieVo) + (ViVo) + (Ve Vo) + (Ve Vil = Vigs = Vago — Vigs — Viga.

Funkcjonal mocy przedstawiony przez powyzsze wyrazenie odznacza si¢ specyficznymi
cechami: w nawiasach kwadratowych znajduje si¢ 12 czlondéw, ktére odpowiadaja
dwunastu odcinkom laczacym 12 wezly siatki, natomiast poza nawiasami znajdujg si¢
cztery sktadniki odpowiadajace 4 weztom, w ktérych znajduja si¢ poszukiwane zrddta.
Gdy wprowadzimy oznaczenia:
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41 1 0 a —4 1 1 o' [vi+w,
=40 1| e |1 -4 0 1] |Vg+W,
1 0 -4 1 Tl 1 0 -4 1 Ve+V, |
0 1 1 -4 a, 0 1 1 —4| | Vi+V,
4 g, a,
to V. =R |T |+ |®
V3 q3 a}
VA q, a,

Podstawienie wartosci potencjatéw posrednich daje funkcjonal w postaci formy
kwadratowej:

B]

q, 49, q,
q 1 q q B,
F=Ao+[B B, By B)]| | + —[4,.4,.9..4,1C| " |, skad | | =-C"'|
g, | 2 q; q; :
B4

9. q, q,

Metody identyfikacji zrédet pola z wykorzystaniem w algorytmach obliczeniowych
wielomianéw potggowych moga znalez¢é zastosowania w modelowaniu wybranych
zagadnien w uktadzie pojazd szynowy — szyna, takich jak zagadnienia wytrzymatosciowe
i cieplne. Modelowanie takich zagadnien, jak skrgcanie szyny kolejowej, czy badanie
Sladu cieplnego w szynie wytwornego przez kontakt toczny koto — szyna zostaly
przedstawione we wczesniejszych pracach autoréw [6, 8, 9].

6 Energia jednookresowa w modelowaniu kontaktu koto-szyna

Pojecie energii jednookresowej stosowane jest w analizie w czasie rzeczywistym
procesdw energetycznych w obwodach elektrycznych w  stanie  okresowym
niesinusoidalnym [12]. Procesy energetyczne mozna woéwczas bada¢ na plaszczyznie
fazowej energii oraz ocenia¢ je na podstawie zmian chwilowego napigcia i pradu
zwigzanych z danym elementem obwodu w ciggu jednego okresu. Bioragc pod uwage
dwdjnik dynamiczny dzialajacy w stanie okresowym niesinusoidalnym, dla ktérego
sygnatem wymuszenia bedzie napigcie v(f) = v(t + T), T - okres, a odpowiedzig prad
i(t)=1i(t + T), to woéwczas energi¢ oddang przez zrédto v(¢) do odbiornika w przedziale
czasu At =nT, n € N, okreSlamy wyrazeniem:

W(A?) = nWr, (28)
gdzie Wy oznacza energi¢ jednookresowa, tzn. energi¢ dostarczong do odbiornika podczas
jednego okresu wymuszenia i odpowiedzi.

Zatem w stanie okresowym niesinusoidalnym wyznaczenie energii pobranej ze zrédia
przez odbiornik w danym przedziale czasu At = nT mozna sprowadzi¢ do okreslenia
energii jednookresowej Wr, a nastgpnie pomnozenia przez n. Dla badanego zagadnienia
Wr wynosi:
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Wr= ].v(t)i(t)dl = j v(t) % (J. i(T)dT)dl = q]pv(t)dq(z) = W'([T)i(t)d w(), (29)

gdzie ¢(1) = Ii (t)dt oznacza tadunek, a y(r) = Iv(t)dt - strumien magnetyczny zrédta.

Z postaci wyrazenia (29) wynika, Zze pole powierzchni ograniczonej petla na fazowej
plaszczyznie energii o wspétrzednych (v(¢), ¢g(¢)) lub réwnowaznie (w(r), i(f)) okresla
energi¢ jednookresowa Wy pobrang przez odbiornik ze zrédta, gdy wspdldziataja one
w stanie okresowym niesinusoidalnym.

Gdy v(@) = |V|\/E cos(wt) jest harmonicznym napigciem zrédtowym, to prad jako
odpowiedz w obwodzie mozna przedstawi¢ w postaci i(f) =|I |\/5 cos(wt — @), gdzie ¢
oznacza argument impedancji dwdjnika Z = R + jX, |V| - warto§¢ skuteczna napigcia,
|I | = |V|/Z - warto$¢ skuteczng pradu. Gdy prad chwilowy i(f) przyjmiemy jako jedna

ze wspbtrzednych fazowej plaszczyzny energii, woéwczas strumien magnetyczny

V2

w(t) = jv(t)dt = ~———sin(wr) powinien by¢ druga wspétrzedng tej ptaszczyzny. W tym
w
przypadku:
w(T)
Wy = J' iOdw () (30)
v (0)

Aby wyznaczy¢ wyrazenie okreslajace petle energii jednookresowej nalezy uzalezni¢
sygnat i(r) od w(f) przez wyeliminowanie zmiennej #, co mozna uzyska¢ przez

op) . op)
1- , ad —_—
[sz e

W rezultacie tego podstawienia otrzymujemy:

podstawienie cos(a¥) = = sin(ax), do wzoru na i(f).

K1) + ¥ () — 2x()y(H)sing = cos’ @, 31)

gdzie x(r) = i(t)/|1 |\/§ , YO =)/ |V|\/§ nowe zmienne bezwymiarowe pradu
i strumienia.

Zatem na plaszczyznie (x(f), y(f)) petla energii jednookresowej przyjmuje postac elipsy,
a wartos$¢ energii jednookresowej mozna wyznaczy¢ jako pole powierzchni elipsy

b= 27[|V||I|cosZ 1)

Wr= =TV |l|cos g, 32)

@y/1—sin* @

gdzie T = 27/w oznacza okres harmonicznego sygnatu na wejsciu dwdjnika.

Rozpatrujgc kontakt koto-szyna w plaszczyznie pionowej mozna zauwazy¢, ze na szyng
ze strony kota dziata pionowa sita nacisku majaca charakter sygnatu okresowego
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F=ft+T), (33)
gdzie okres T odpowiada przedziatowi czasu do przyjechania kota w nastgpnym wagonie,
T = Ax/v, v - predkos¢ wzdhuz toru.

W plaszczyznie pionowej prostopadiej do szyny uklad dynamiczny kontaktu tocznego
mozna opisa¢ nastepujacym uktadem réwnan:

mdzy1 d(y1_yz)
dt

dr’

+b, +k(y,—y,)=0 (34)

Mdzyz +b d(yz_yl)
a7 dr
gdzie zmienne y,= y () , y, = y»(t), m, by, ky zwiazane sa z podktadem, a M, b,, k, z szyna.

+kz(y2 _.YI):F(t)

Korzystajac z koncepcji badania proceséw energetycznych na fazowej plaszczyznie
energii stosowanej do analizy obwoddéw elektrycznych, energi¢ jednookresowa dla
badanego przypadku mozna w oparciu o wzér (29) przedstawi¢ nastgpujaca zaleznoscia
T ¥ (1)
WT=ijdz= J'dez, w= %. (35)
0

()

Z postaci wyrazenia (35) wynika, ze pole powierzchni ograniczonej petla na fazowej
plaszczyznie energii o wspétrzednych (F(z), y,(f)) okre$la energic Wr przekazang w
jednym okresie. Korzystajac analogii z opisem obwodu elektrycznego, sila F(f)
odpowiada wymuszeniu, czyli napi¢ciu zrédtowemu v(f), a zmienna przemieszczenia y(f)
- chwilowemu tadunkowi g(#) ptynagcemu w obwodzie.

7 ‘Whnioski

W pracy przedstawiono zastosowanie sposobow obliczeniowych z zakresu elektrotechniki
do rozwigzywania wybranych zagadnien w uktadzie pojazd szynowy — tor. Wykazano, ze
takie narzedzia obliczeniowe, jak potggowe wielomiany moniczne, zmodyfikowane
trjkaty liczbowe, czy pojecia takie, jak funkcjonal mocy, energia jednookresowa
uzywane w obliczeniach sieci i obwodéw elektrycznych moga by¢ wykorzystane w
modelowaniu wybranych zagadnien w uktadzie pojazd szynowy — tor.
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Streszczenie

W pracy przedstawiono wyniki badan nad zaadoptowaniem narzedzi obliczeniowych
wykorzystywanych w elektrotechnice do modelowania wybranych zagadnien w uktadzie
pojazd szynowy — tor. Wykazano, ze wielomiany potegowe, wykorzystywane
w obliczeniach sieci i obwodéw elektrycznych, stanowig efektywne narzedzia
obliczeniowe w algorytmach metod numerycznych stuzacych do identyfikacji zrédet pol
fizycznych opisanych réwnaniem rézniczkowym czastkowym (Poissona). Opracowane
z uzyciem wielomianéw potegowych, a takze funkcjonalu mocy metody identyfikacji
zrédet moga znalez¢ zastosowanie w rozwigzywaniu zagadnien wytrzymatosciowych
i cieplnych w uktadach transportu szynowego, m.in. w uktadzie pojazd szynowy — tor.
Natomiast sposéb obliczen z wykorzystaniem pojecia energii jednookresowej moze
znalez¢ zastosowanie w modelowaniu dynamiki kontaktu koto - szyna dla sily
wertykalnej.
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Application of computational approaches
from the field of electrical engineering
to model selected issues
in a rail vahicle - track system

Summary

In this paper there are presented the results of investigations regarding the adaptation
of computational tools from the field of electrotechnique to modelling selected issues
in a rail vehicle — track system. It is showed that the power polynomials applied
in calculations of electrical nets and circuits are the effective computational tools useful
in construction of algorithms of numerical methods for identification of field sources
which are described by the Poisson equation. Also it is showed that the power
functional applied to descript a state of ramification electrical nets is the useful tool to
solve a field sources identification problem in systems described by the Poisson
equation. The identification methods established with the use of power polynomials
and the power functional can be applied in solving endurance and heat problems
in railway transport systems, e. g. in a rail vehicle — track system. Also it is presented
special approach of dynamical modelling a wheel-rail contact for vertical force with
the use of one period energy concept which is applied in the analysis of real time
energetic processes in electrical circuits.
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