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Modelowanie i symulacje ciagow zdarzen
w grafach czasowych

1 Wstep

Niektére procesy naturalne i techniczne maja charakter krétkotrwatych, powtarzajacych
si¢ zdarzen wystgpujacych w okreslonych chwilach czasu. Sa to, na przyktad,
wyladowania elektryczne komoérek nerwowych [2]. Mozna przyjaé, ze czas trwania
pojedynczego zdarzenia jest pomijalnie krétki w poréwnaniu do interwatéw czasowych
migdzy wystgpieniami  zdarzen. Zaleznosci miedzy chwilami  wystgpienia
poszczegdlnych zdarzen moga byé, w ogdlnosci, bardzo skomplikowane lub
niedeterministyczne. Na przyktad, wystgpienie wytadowania pewnego neuronu moze
przyspieszyé, op6zni¢, lub nie mie¢ zadnego wptywu na wytadowanie innego neuronu,
zaleznie od rodzaju potaczenia miedzy nimi. Metody modelowania probabilistycznego
takich systemow opieraja si¢ na teorii punktowych proceséw stochastycznych [4].
Modelowanie deterministycznych systemow zdarzen wystepujacych w  technice,
ekonomii i badaniach operacyjnych opiera si¢ na zastosowaniu sieci Petri [1] i obejmuje
modele podobne do opisanego w niniejszej pracy: timed event graphs, ktérych
dynamika wynika jednak z innego mechanizmu synchronizacji zdarzen.

Mimo réznorodnosci biologicznych i fizycznych mechanizméw, interesujaca jest
mozliwo$¢ ich fenomenologicznego opisu przy pomocy modelu o regularnej strukturze
i malej liczbie parametréw. Niniejsza praca definiuje taki prosty model generacji
ciggéw zdarzen, dalej nazywany grafem czasowym, przedstawia metode¢ identyfikacji
parametréw tego modelu oraz podejmuje prébe jego charakteryzacji poprzez symulacje.

2 Graf jako model ciggu zdarzen

Ciag zdarzen, w ktdérych pojawiaja si¢ zdarzenia N réznych typow, jest rozpatrywany
jako trajektoria systemu ztozonego z N lub wigcej jednostek generujacych zdarzenia.
Zaleznosci  przyczynowo-skutkowe migdzy zdarzeniami polegaja na  tym,
z ewystapienie zdarzenia okreslonego typu moze spowodowaé selektywne opdznienie
wystapienia innych, pdézniejszych zdarzen. Zalezno$ci te sa wyrazone przez macierz
wspolczynnikéw w(i, j) opisujaca wplyw zdarzenia typu j na czas wystgpienia
nastepnego zdarzenia typu i.

Koncepcyjnym modelem systemu generacji zdarzen jest graf skierowany [3], w ktérym
ponumerowane wezty i€ {1,..., N} odpowiadaja jednostkom generujacym zdarzenia,
a galezie opisuja zaleznosci migdzy chwilami wystapienia tych zdarzen (Rys.1).
W najprostszym grafie czasowym wezty generujg ciagi zdarzen z zadanymi interwatami
powtarzania 7(i), a waga gatezi w(i,j) 20 okresla opdznienie wystgpienia zdarzenia
jednostki i w wyniku uprzedniego wystapienia zdarzenia innej jednostki j.
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Pojedyncze zdarzenie jest reprezentowane przez jego numer kolejny &, czas wystapienia
t(k) oraz etykiet¢ (numer) jednostki generujacej n(k). Niech p(k) oznacza wektor stanu
systemu generacji zdarzen, odpowiadajacy sytuacji bezposrednio po wystapieniu
zdarzenia o numerze k, ktérego i-ta sktadowa p(i; k) oznacza czas od chwili
poczatkowej do wystapienia k-tego zdarzenia w wezle i. Rozpatrywany jest graf
czasowy z dynamika stanu okres$long réwnaniem

p(i; k+1)= p(is k)+ w(is n(k)) ey
gdzie

n(k) = arg min(p(i; k) = arg min(p(k))

i=l,...,N (2)
jest indeksem najmniejszej wspéirzednej wektora p(k), a element w(i,j) macierzy
wspolczynnikow wyznacza warto$¢ przesunigcia czasowego kolejnego zdarzenia
jednostki i w wyniku uprzedniego wystapienia zdarzenia jednostki j=n(k). W tym
zapisie uwzgledniono wystepowanie spontanicznej generacji zdarzen przez przyjecie,
ze w(i, i)=T(i) dla kazdej jednostki i. Warto$¢ zerowa parametru przesunig¢cia
czasowego w(i, j)=0, oznacza, ze wystapienie zdarzenia jednostki j nie wywiera wptywu
na chwile wystapienia zdarzen jednostki i.

TA)  wl,2) ... wlN)
2) T2 ... w2N

_ W(: ) (:) 3 W(: )(3)
Ww(N,) w(N,2) ... T(N)

Rys. 1. Graf czasowy z zaznaczonymi (przyktadowymi) wspotczynnikami
oddziatywan (etykiety krawedzi) oraz interwatami zdarzen spontanicznych
(etykiety petli) i macierzg wspotczynnikowW

Fig. 1. Timed graph with interaction coefficients of interactions between units
(edge labels) and its incidence matrix W

Wystapienie dwu kolejnych zdarzen tej samej, i -tej, jednostki odpowiada zamknietej
$ciezce w tym grafie, kt6ra rozpoczyna sie oraz konczy w wezle o numerze i. Sciezka ta
moze przechodzi¢ przez pewna liczbe (zero lub wigcej) innych wierzchotkéw, co
odpowiada wystepowaniu, pomigdzy kolejnymi zdarzeniami tej jednostki, zdarzen
jednostek o numerach réznych od i. Suma parametréw (opdznien) wnoszonych przez
gatezie grafu wchodzace w sklad tej Sciezki odpowiada tacznemu przesunigciu
zdarzenia jednostki i spowodowanemu przez oddziatywanie ze strony innych jednostek
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grafu. Galezie skierowane z zerowym parametrem opdznienia w(i, j)=0 réwniez moga
wchodzi¢ w sklad petli, ale nie wnosza zadnego opdznienia chwili nastgpnego
wystapienia zdarzenia jednostki i. Jesli wszystkie elementy pozadiagonalne macierzy
W=[w(i, j)] znajdujace si¢ i-tym wierszu sg zerowe, w(i, j)=0, Vj#i, to jednostka i
generuje zdarzenia niezaleznie od innych jednostek, ze stalym okresem powtarzania
T(i))=w(i, i). Jedli elementy pozadiagonalne macierzy W, znajdujace si¢ w i-te]
kolumnie, sg zerowe, tzn. w(j, i)=0, Vj#i, to jednostka i nie wptywa na inne jednostki.
Gdy oddzialywania migdzy jednostkami sa male, wobec wartosci interwatéw
swobodnych 7(i), wszystkie jednostki generuja zdarzenia, kazda ze swoim
indywidualnym interwalem powtarzania powigkszonym o niewielkie odchylenia. Gdy
jednak oddziatywania migdzy jednostkami sg poréwnywalne z wartoscia tego interwatu,
to, jak na rys. 2, po wygaszeniu stanu przejsciowego zwiazanego z warunkiem
poczatkowym p(0), cze$¢ jednostek moze zosta¢ catkowicie wytaczonych poprzez to,
ze czasy wystapienia ich zdarzen sa w kazdym kroku dynamiki wigksze niz innych,
tzn. dla niektdrych jednostek j istnieja takie liczby naturalne K(j) ze

Vk>K(j j,k)>mi I,k
() p(j,k)>min p(i,k) @

t AL R I
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Rys. 2. Symulacja przebiegu zdarzen w grafie ztozonym ze 100 jednostek i losowymi
wspotczynnikami  oddziatywan.  Pionowe  kreski  oznaczajg  zdarzenia,
przyporzgdkowane do  poziomych linii  wyznaczajgcych os  czasu  dla
poszczegolnych jednostek

Fig. 2. Simulated event trajectory in a graph of 100 units with random coefficients

Z praktycznego punktu widzenia szczegdlnie istotna jest sytuacja, gdy deterministyczny
system generujacy zdarzenia sktada si¢ z duzej liczby jednostek, sposréd ktérych tylko
czgs¢ jest dostgpna dla obserwacji.

3 Jako$ciowe wlasnosci ciagdw zdarzen

Godny odnotowania jest fakt, ze dynamika modelu wykazuje duze zmiany jako$ciowe
polegajace na zanikaniu i, niekiedy, ponownym pojawianiu si¢ aktywnosci niektérych
jednostek (rys. 2). Sa to procesy, ktére silnie zaleza od warunkéw poczatkowych
oraz od relacji migdzy warto$ciami interwaléw swobodnych oraz interakcjami ze strony
innych jednostek grafu. Duze znaczenie maja takze wzajemne proporcje interwaléw
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wlasnych poszczegélnych jednostek — te jednostki, ktére maja relatywnie najmniejsze
wartosci w(i, /) maja dominujacy wptyw na dynamike catego systemu.

W duzych grafach (N=100) stwierdzono, ze typowy wzorzec aktywnosci charakteryzuje
si¢ tym, ze znaczna liczba jednostek pozostaje trwale wylaczona — nie generuje zadnych
zdarzen, co takze ilustruje rysunek 2, przedstawiajacy przebieg zdarzen w systemie
ztozonym ze 100 jednostek. Mata, dominujaca grupa jednostek generuje wigkszos¢
zdarzen w systemie. Inna, niewielka grupa to jednostki, ktére generuja jedynie
sporadyczne, pojedyncze zdarzenia na poczatku symulacji spowodowane warunkiem
poczatkowym, ktdre szybko wygasaja.

Pomimo, ze dynamika rozpatrywanych proceséw jest catkowicie deterministyczna,
symulacje dtugich (K=1000*N) przebiegéw pozwalaja wykresli¢ histogramy cze¢stosci
wystepowania interwatéw (rys. 3) aktywnych jednostek. Histogramy te, typowo,
wykazuja  charakterystyczne  prawo-sko$ne rozkiady czestosci, jako$ciowo
przypominajace histogramy otrzymywane dla rozkladéw prawdopodobienstwa typu
wyktadniczego.
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dtifdti <8 * median(dt.i)]

Rys. 3. Przyktadowe histogramy interwatow miedzy kolejnymi zdarzeniami jednej
Jednostki w grafie ztozonym z 500 jednostek. W histogramie pominieto interwaty
o dtugosci powyzej 8 wartosci mediany
Fig. 3. Histograms of inter-event interval for one unit in a graph of 500 units
4 Identyfikacja parametréw modelu metoda programowania
liniowego
Przy danym, zarejestrowanym, ciagu zdarzen
t(k), n(k) k=1...,K
wspotczynniki oddzialywan migdzy jednostkami moga zostaé wyznaczone poprzez
rozwigzanie liniowego zadania optymalizacyjnego. Niech w=w(i, :) oznacza wektor
poszukiwanych wspdétczynnikow oddziatywan wszystkich obserwowanych jednostek
na wybrang jednostk¢ o ustalonym numerze i, zapisany jako wektor kolumnowy.

Wektor ten odpowiada pojedynczemu wierszowi macierzy oddziatywan W.
Rozwazamy wszystkie interwaty o odstgpach
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At(k)=t(k+1)—t(k), k=1,...1, (5)

migdzy kolejnymi parami zdarzen generowanych przez tg jednostke, w postaci wektora
At o wymiarze réwnym liczbie takich interwaléw I. Przebieg zdarzen reprezentuje
macierz E = [#(k,j)] wymiaru IxN, ktérej elementy sa nieujemnymi liczbami
catkowitymi oznaczajacymi liczb¢ wystapien zdarzenia jednostki j w interwale
onumerze k. Wliczane sg tylko zdarzenia, ktérych wystapienie moze oddziatywac
przyczynowo na dtugo$¢ interwatu, zatem #(k, i)=1, to znaczy wliczone jest tylko
wystapienie zdarzenia jednostki i/ na lewym brzegu interwatu. Przy tych konwencjach,
dla dowolnych, zatozonych hipotetycznie wartosci wspétczynnikéw — w(i, j)
oraz dla kazdego interwalu k spetniona jest zalezno$¢

N

D #(k, pwli, j)+e* (k) —e (k) = At(k), (0)

j=1
gdzie e'(k), e (k) sa nieujemnymi zmiennymi dopelniajacymi. Liczby e'(k) >0 sa
elementami wektora e, oznaczaja nieujemng skladowa bledu wyznaczenia
poszczegdlnych interwaléw na podstawie sumy oddziatywan w(i,j). Analogicznie,
e (k)20 , element wektora e, oznacza sktadowa niedodatnig tego btedu. Rdznica
e*(k)—e (k) jest wartoécig dopelniajacg sume dla przyjetych, jako hipoteza, wartosci
wspotczynnikdw. Jest to typowy zabieg przy formulowaniu zadan programowania
liniowego.
Wyznaczenie takich wartosci oddzialywan w=(i,:), ktére najlepiej reprezentuja
przebieg zdarzen okreslonej jednostki i jest réwnowazne znalezieniu optymalnego
rozwigzania ktére minimalizuje sume¢ wszystkich zmiennych dopetniajacych (btad
catkowity).

Zadanie identyfikacji parametréw w ma zatem postac:

WN><1
min[0,,,1,,.1,,]| €, (7a)
e;x]
przy ograniczeniach
w At
w.e',e 20 oraz [E T -I]e"[=]0, |, (7b)
e 0,

gdzie I jest macierza jednostkowa stopnia 1 .

Jesli uzyskana optymalna warto$¢ funkcji celu (7a) wynosi 0, to rozpatrywana seria
interwatéw jest dokladnie reprezentowana przez model addytywny (1,2).
W realistycznych przypadkach nalezy si¢ jednak spodziewaé¢, ze minimalna warto$¢
kryterium pozostaje dodatnia, co oznacza, ze niektére interwaly maja dtugosci ktére nie
moga by¢ reprezentowane przez zadane kombinacje wspétczynnikéw modelu. Moze to
by$ spowodowane przez fundamentalng nieadekwatno$¢ modelu lub przez niepeina
informacj¢ na temat wystgpowania zdarzen ktére wptywaja na badang jednostke. Jesli
bowiem niektére zdarzenia, ktére sktadaja si¢ na interwal Ar(k) s3 nieznane to takze
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Rys. 4. Testowy cigg danych dla demonstracji identyfikacji parametrow modelu,
w ktorym wystepuje 10 jednostek generujgcych zdarzenia
Fig. 4. Test data for calculation of the parameters of timed graph of 10 event types

wartosci liczby zdarzen wystepujacych w interwale #(k,j) sa obarczone bigdem,
co powoduje btedy na etapie formutowania problemu optymalizacji.

Przyklad obliczen parametrow modelu

Dla ilustracji metody identyfikacji parametréw grafu rozwazmy symulacj¢ uktadu
ztozonego z N=10 jednostek, ktérej wynikiem jest trajektoria pokazana na rys. 4.
Zadanie polega na identyfikacji wspélczynnikéw oddziatywan zdarzen innych
jednostek na zdarzenia jednostki 2. Wspétczynniki uzyte do symulacji (tylko wiersz 2
macierzy, odpowiadajacy jednostce 2) wynosza

w(2,:)=[0.29, 1.11, 0.27, 0.14, 0.38, 0.73, 0.02, 0.31, 0.58, 0.23]

Dla obserwacji dostgpne sa tylko chwile #(k) faktycznego wystapienia zdarzen,
przebieg pozostalych wartosci stanu p(j; k), j#n(k), odpowiadanych zdarzeniom, ktére
nie wystapity w kroku k, jest nieznany. Dla ilustracji metody przeprowadzono
identyfikacje tych parametréw dla niektorych przypadkéw ograniczonej wiedzy
na temat zdarzen.

W przypadku gdy dana jest petna trajektoria uktadu, metoda optymalizacyjna odtwarza
poprawnie wszystkie elementy wiersza 2 macierzy wspélczynnikéw, za wyjatkiem
w(2,4), ktéry nie moze by¢ znaleziony poniewaz jednostka ta nie wygenerowala
zadnego zdarzenia. Metoda wykazuje w takim przypadku w(2,4)=0, przy bledzie
réwnym zero.

Dla weryfikacji przypadku gdy niektére jednostki nie sa obserwowane, rozpatrzono
trajektori¢, w ktdérej usunigte zostaly zdarzenia 10, oraz, jak w oryginalnym ciagu, nie
wystepuja zdarzenia jednostki 4. Oddzialywania wplywajace na jednostke 2 zostaty
odtworzone, na podstawie trajektorii z ktérej usunicto wszystkie zdarzenia jednostki 10,
jako w(2,:)=[0.29, 1.11, 0.27, 0.00, 0.38, 0.73, 0.02, 0.31, 0.58, 0.00] ,

Wida¢, ze wspétczynniki zostaly odtworzone poprawnie, dla tych oddziatywan, ktére
byly reprezentowane w trajektorii. Oddzialywania ze strony jednostek, ktérych
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zdarzenia nie byty zawarte w danych, maja wartosci zerowe. Osiggnieta minimalna
warto$¢ btedu jest jednak wigksza od zera i wynosi w tym przypadku 12.33.

Poprawng identyfikacj¢ wspdtczynnikéw uzyskano takze gdy usunigte zostaly
(dodatkowo) wszystkie zdarzenia jednostki 9, wtedy osiagnigto warto$¢ kryterium btedu
réwna 42.45 oraz

w(2,:)=[0.29, 1.69, 0.27, 0.00, 0.38, 0.73, 0.02, 0.31, 0.00, 0.00]

Poprawne, doktadne wspdtczynniki oddzialywan z jednostkami reprezentowanymi
w trajektorii uzyskano takze po usunig¢ciu zdarzen jednostki 7, ktéra jednak oddziatuje
tu nieznacznie na jednostk¢ 2 (z matym wspdlczynnikiem 0.02). Niektére
wspotczynniki zostaty odtworzone poprawnie po usuni¢ciu takze zdarzen jednostki 8,
kiedy otrzymano

w(2,:)=[0.29, 1.71, 0.27, 0.00, 0.38, 1.03, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00]

W tym ostatnim przypadku, obok prawie poprawnych wartosci wspétczynnikéw
oddziatywan z jednostkami 1, 3, 5 pojawily si¢ jednak takze wartosci nieprawidlowe
dla oddziatywan z jednostka 6, oraz zawyzona wartos¢ T(2) =w(2,2)=1.71.

Przyktad ten wskazuje, ze proponowana metoda moze odtworzy¢ poprawnie niektére
warto$ci oddziatywan migdzy jednostkami, przy zatozeniu, ze dynamika ciagu zdarzen
faktycznie opisana jest réwnaniami (1, 2), wszystkie zdarzenia jednostki podlegajacej
identyfikacji sg zarejestrowane i chwile ich wystapienia sg znane doktadnie.

Inna formg zaburzenia jest spowodowanie zaktécenia dynamiki (1) losowym wektorem
z(k). Dla z(k) o rozkladzie réwnomiernym na przedziale (0,0.1), na podstawie
zaburzonych danych opisana procedura wyznaczyla nastepujace wartosci

w(2,:) =[0.30, 1.09, 0.28, 0.00, 0.42, 0.68, 0.04, 0.33, 0.58, 0.22],
ktére sg bliskie oryginalnym.

5 Dyskusja i wnioski

Dzigki temu, ze czasy wystapienia zdarzen sa liniowo zalezne od parametréw
(poniewaz czasy sa wylacznie wynikiem sumowania parametréw) mozliwe jest
efektywne wyznaczenie parametréw modelu metoda programowania liniowego.
Uzyskanie dobrych rezultatéw identyfikacji, nawet przy nieznajomosci znacznej czgsci
zdarzen w systemie, jak to demonstruje przyklad obliczeniowy w rozdziale 4, jest
pozornie zaskakujgce. Uzyskanie ‘wlasciwych’ wartodci parametrow jest czgsciowo
wynikiem tego, ze pomimo braku informacji o istnieniu wielu zdarzen, w danych
wejsciowych dla optymalizacji pozostata informacja o warto$ciach znacznej liczby
interwatéow w ktérych nie wystepowaly zdarzenia nieznane. Duze znaczenie ma takze
zgodno§¢ faktycznego mechanizmu generacji z mechanizmem zatozonym
w sformutowaniu zadania optymalizacji.

Bardzo powaznym wyzwaniem dla przedstawionej metody moga by¢ sytuacje,
gdy miedzy chwilg wystapienia (rejestracji) zdarzenia pewnej jednostki w systemie
achwila, w ktérej oddzialuje ono na zdarzenia innej jednostki moga wystepowac
op6znienia spowodowane transmisja zdarzen miedzy jednostkami. Takie opdznienia,
wnoszone przez propagacje potencjatéw czynnosciowych wzdtuz aksonéw wystepuja
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na przyktad w niektérych systemach potaczen neurondéw. Opdznienia transmisji moga
by¢ jednak uwzglednione w zadaniu optymalizacyjnym, jesli ich warto$¢ jest stata
i znana.

Rozwinigciem podstawowej metody identyfikacji parametréw jest uwzglednienie
w kryterium minimalizacji (7a), obok bledu aproksymacji interwatéw, takze wartosci
samych wspoétczynnikéw w(i, j), co powoduje m.in., ze wspdlczynniki ktére nie
przyczyniaja si¢ znaczaco do minimalizacji bledéw uzyskuja wartosci zerowe. Jest to
mechanizm szczegélnie ulatwiajacy interpretacje wynikéw dla duzych wymiaréw N.
Zadanie optymalizacji parametrow ma postac

WN><1

Hli[l [ﬂ’llxN ’ 1l><l ’llxI] e;rxl ’

€

;><I
gdzie A >0 jest parametrem metody.

W modelu przedstawionym w niniejszej pracy wspétczynniki oddziatywan nie moga
by¢ liczbami ujemnymi, to znaczy, ze oddzialywania miedzy zdarzeniami maja
charakter op6znien. Spetnienie tego warunku jest potrzebne dla interpretacji minimalne;j
wspotrzednej wektora stanu jako monotonicznej, niemalejacej wielkosci (czasu)
i ufatwia sformulowanie réwnania stanu (1). Istnieja jednak mozliwosci rozszerzenia
modelu takze na oddziatywania o charakterze przyspieszajacym, poprzez nadanie
wspoétrzednym p(i; k) sensu nieobserwowanych zmiennych, ktére wigza si¢ z chwilami
wystgpienia zdarzen przez wykonanie dodatkowej, nieliniowej transformacji.
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Streszczenie

Zaproponowano model generacji ciggéw zdarzen oraz metod¢ identyfikacji parametréw
tego modelu. Model ma posta¢ grafu skierowanego, z dodatkowym wektorem stanu.
Macierz incydencji grafu definiuje wzajemne interakcje migdzy zdarzeniami réznych
typow. Przebieg zdarzen jest reprezentowany przez $ciezk¢ w tym grafie, w ktorej
kolejno$¢ wezléw wyznaczona jest przez sekwencje wektoréw stanu. Metoda
wyznaczania parametrow modelu polega na rozwigzaniu zadania programowania
liniowego. Przedstawiono przyktady symulacji i jakosciowe obserwacje dynamiki
modelu.
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Summary

A model for generation of multivariate series of events evolving in time, like
e.g. neuronal action potentials, is proposed. The model consists of a directed graph with
additional state vector. Event sequences correspond to paths in the graph, with node
sequence determined by the temporal evolution of the state vector. Interactions between
events are modeled as weights of the edges in the graph. It is showed, that the
parameters of the model can be determined by linear programming. Simulations
suggest, that the model, albeit deterministic, generates exponential type inter-event
intervals similar to stochastic systems.
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