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Drgania swobodne ukladu dynamicznego
ze sprzeglem tulejowym
wykonanym z materiatu

o nieliniowym tlumieniu wewnetrznym

1 Wstep

Z praca maszyn i urzadzen nierozerwalnie zwigzane jest wystepowanie drgan, bedace
skutkiem niewywazenia elementéw wirujacych badz zewnetrznych wymuszen.
Zjawisko to jest szkodliwe zar6wno ze wzgledéw eksploatacyjnych jak
i technologicznych. Koniecznym jest wigc ich tlumienie, bedace przejawem
rozpraszania energii mechanicznej. Na tlumienie drgan wplyw maja wilasciwosci
srodowiska, w ktérym zachodzi ruch uktadu (aerodynamiczne i hydrodynamiczne),
tarcie w podporach i potaczeniach oraz tarcie wewngtrzne w materiale.

Straty energii na tarcie w nieroztacznych potaczeniach nazwane zostaty ttumieniem
konstrukcyjnym. Tego rodzaju tarcie potocznie nazywa si¢ tarciem konstrukcyjnym.
Istota tarcia konstrukcyjnego jest uwzglednianie sit tarcia na powierzchni kontaktu
elementéw 1 ich odksztatcenie sprezyste. Tarcie konstrukcyjne jest jednym
z naturalnych sposobéw ttumienia drgan.

Badania zagadnien ttumienia konstrukcyjnego odnosza si¢ do uproszczonych typowych
modeli nieroztacznych potaczen i przeprowadza si¢ je przy nastgpujacych zatozeniach,
podanych w pracy [3].

1. Material elementéw polaczenia jest idealnie sprezysty.

2. Intensywnos¢ sil tarcia na powierzchni wzajemnego pos$lizgu elementéw
faczonych opisuje si¢ prawem Coulomba.

3. Naciski jednostkowe wystepujace w potaczeniu maja rozktad réwnomierny.

Przy przyjetych zatozeniach mozliwe jest przeprowadzenie badan wlasciwosci
sprezysto — ttumiacych typowych modeli potaczen.

2 Budowa modelu matematycznego

Przyjmijmy do analizy nieroztaczne, wtlaczane potaczenie tuleja — wal, w ktérym wat
jest niepodzielony, a tuleja osadzona na wale stanowi tlumik drgan skretnych.
Potaczenie to jest modelem sprzegla tulejowego wystepujacego czesto w konstrukcjach
maszyn i urzadzen, jako jeden z elementéw taficucha kinematycznego. Schemat
przyjetego uktadu, uwzgledniajacego potowe dlugosci watu i tulei, przedstawiono
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narys. 1. Przyjmijmy tez, ze naciski maja rozktad réwnomierny, oraz ze wspétczynnik
tarcia suchego ma stala warto$¢ na catej dlugosdci. Przyjmijmy réwniez, odmiennie
w stosunku do klasycznych zalozen, ze polaczenie wykonane jest z materiatu
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Rys. 1. Schemat badanego uktadu dynamicznego
Fig. 1. A scheme of the analyzed system

o whasciwosciach lepkosprezystych opisywanych zespolonym modulem spre¢zystosci
na skregcanie, o nieliniowym wspétczynniku thumienia wewngtrznego:

G =G{+ip), (1
gdzie: G — modut sprezystosci postaciowej (Kirchhoffa),

B=pB,+B@,signp, + B¢ —wspétczynnik ttumienia wewnetrznego.
Dokonujac prostych przeksztalcen, otrzymujemy zalezno$¢ na zespolong sztywnos¢
na skrgcanie w postaci:

k. =k (1+iB). )
Oznaczajac przez ¢ kat skrecenia preta, moment skretny elementu lepkosprezystego,
na podstawie [1], mozna wyrazi¢ w postaci:
kB . )
Mszks(p+Lﬂ(o=ks¢)+l(p. 3)
@y
gdzie [ jest wspdtczynnikiem tlumienia wiskotycznego reprezentujacym wiasciwosci
tlumienia wewngtrznego materiatu.
W  przyjetym modelu dynamicznym, uwzgledniajgcym wystgpowanie tarcia
konstrukcyjnego, na powierzchni styku tulei i walu wystgpuje tarcie suche.
Jednostkowa sifa tarcia okreslana jest prawem Coulomba, a wigc jest proporcjonalna
do nacisku i opisana jest zaleznos$cia:

r=rf, “
gdzie: p — nacisk jednostkowy,
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f— wspdtczynnik tarcia suchego.

Przyjmujac do analizy, hipotezy sformutowane w pracy [3], przyjeto nastgpujace
zalozenia:

e dlugos¢ potaczenia jest wystarczajaco duza, tak aby nie nastapil obrét watu
wzgledem tulei, w przypadku wystapienia maksymalnego momentu
obcigzajacego uktad,

e wspolczynnik tarcia ma statg warto$¢ na catej dtugosci potaczenia,

e w strefach wzglednego poslizgu pomigdzy walem i tuleja, pojawia sie
jednostkowe sity tarcia o rozktadzie rownomiernym,

e w strefach w ktérych poslizg nie nastgpit, momenty od sit tarcia nie wystepuja.
Przy tak przyjetych zatozeniach, jednostkowy moment tarcia jest staty i wynosi:

my =274y &)
gdzie: r,, — promien watu.
Kat skrecenia przekroju II — II wzgledem przekroju I — I, opisujacy wtasciwosci
sprezysto — ttumiace potaczenia, w dowolnym etapie ruchu, na podstawie [2] ma postac:
M-M 1-3k+3k> (M -M,)
1-k 4m, Gy I,

oM)=0,(M,)-k AL+ sign ¢ (6)

w IW
gdzie: @, (M A) — maksymalne przemieszczenie uktadu w koncu i-tego etapu ruchu,

Gw 1 w

G, +G,I,
potaczenia,

— wspébtczynnik udzialu sztywnos$ci walu w sztywnosci

G, I, —sztywno$¢ walu,
G, 1, —sztywnos¢ tulei,
[, — dlugo$¢ potgczenia.

Przeksztatcajac odpowiednio réwnanie (6), otrzymujemy wyrazenie okreslajace wartos¢
momentu skretnego pochodzacego od sit tarcia, uogélnionego na dowolny etap ruchu,
W postaci:

k . Y
M, =?0[—\/ypk2 —\/,upk2 -2xp, 51gn¢7+2‘/upk2 +K((p—(pA)51gng0}51gngo (7

gdzie: k, = \m;G I, —wspétczynnik sprezystosci tarcia,

2

[
u, = (rfr—l” — wspotczynnik okreslajacy dtugos¢ potaczenia,
wi W
1-3k +3k* ) :
K= 1 wspétczynnik.

Roéwnanie ruchu przedstawionego uktadu dynamicznego, mozna przedstawi¢ w postaci:
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1¢+1¢+%[— JH K =i, k* = 2xp, sign ¢ +2,[u, k> + Klp—g, Jsign (Z)}signgb:
- m(0). ®)

Po dokonaniu odpowiednich przeksztatcen, (rozwinigcie w szereg), majacych na celu
wytonienie cztonu proporcjonalnego do przemieszczenia, rownanie ruchu otrzymujemy
W postaci:

&mk—‘){\/ypkz + 1, k* —2Kp, sign ¢ +
[0 K

0

—  x, n l-1) K L
-2, u,k* — xkp, sign ¢ 1+n§2(_1) ! 22"_]n!(n—])!( sign @ (9)

,upkz — Ko, sign @

[9+k,p=M(t)-

kO
JH K~ Kp, sign ¢

Zaleznos¢ (9) mozemy przedstawi¢ w postaci:
19+k,p=M()+ Fpp,1), (10)

gdzie: k, = — wspdtczynnik sztywnosci potaczenia na skrgcanie.

3 Rozwiazanie réwnania ruchu
Analize réwnania ruchu (9) przeprowadzimy dla przypadku drgan swobodnych.

Rozwiagzania réwnania (9) bedziemy poszukiwac przy pomocy asymptotycznej metody
Bogoliubowa — Krylowa — Mitropolskiego podanej w pracy [4], przyjmujac pierwsze
przyblizenie w postaci:

p=0,cos(O@+¢). (11)
W réwnaniu powyzszym @, i & wyznaczamy z ukladu réwnan rézniczkowych
pierwszego przyblizenia:

d

ﬂ:Al((pA,t,f)

ddg ’ (12)
E = w() —a)(t)+B](¢A,ts§)

gdzie: @, —czgstos¢ drgan wiasnych.

Dokonujac odpowiednich przeksztalcen réwnania (12) otrzymujemy w postaci:

2T
Al((pA’tvf):_%IF0(¢A’79)Sin19d1}’ (13)
b 0
2
1
Bl((”A’tvf):—W JFA(¢A’Z9)COSM79’ (14)
0Pa

gdzie:
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P=0+¢& } (15)

Fy(@,.?) = F(p, cos %—a,p, sin )

Podstawiajac réwnania (13) i (14) do uktadu réwnan (12), réwnania pierwszego
przybliZzenia przyjmuja postaé:
1 2

do, .

—2 == F, ,J)sin d 0, 16

dt 2rlw, | o(pa, 9)sin (16)
df 1 2z
= - -————  |F N Y. 17
dt @y a)(t) 27r1w0goAv([ A(¢A )COS (17)

Po przeprowadzeniu catkowania i odpowiednich przeksztalcen, réwnania (16) i (17)
okreslajace pochodng amplitudy i pochodng fazy otrzymujemy w postaci:

do, 2k, {\/ 2 2 : }
TIA_JIICUUK' u,k +\/ﬂpk +2K¢’A_2\/”pk TP, X
2j
int(N/2) i—1)|!
i t(N/2 4].+[12(2,j 1)] ' K;(DA _%IB, (18)
=22 -1 (2)) H k™ K 2
oraz
im( ) i)
d_gzwo_ 2k0 ﬁl:/z 4 j+1 (41) x
dt o, | = 24 (2 +1)(2/)
2j
7 |
y (2].+1). 5 , (19)
ECTRR)) | ey

gdzie: B =B, + B@, + B,¢; — wspdlczynnik thumienia wewnetrznego materiatu.

Korzystajac z otrzymanych zaleznosci (18) i (19) przeprowadzono symulacje
komputerowa okreslajac wpltyw nieliniowego tlumienia wewng¢trznego materiatu
na przebieg amplitudy drgan swobodnych. Do obliczen za [7] przyj¢to, ze elementy
potaczenia wykonane sa ze stali E295 (St5) o nastgpujacych wartosciach
wspllezynnikéw  thumienia ~ wewnetrznego: B, =3,81-10",  p =3,51-10"
oraz £, =127 -107. Wyniki symulacji cyfrowej przedstawiono w postaci wykresu
przedstawionego na rys 2. Na wykresie tym przedstawiono przebieg amplitudy drgan
swobodnych uktadu, dla potaczenia wykonanego z materiatu lepkosprezystego
oraz porownano z amplituda ukladu wykonanego z materialu sprezystego.
Z przedstawionego wykresu wynika, ze amplitudy te sg prawie jednakowe, a zatem
efekt ttumienia jest minimalny.
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Rys. 2. Przebieg amplitudy drgan
Fig. 2. Vibrations’ amplitude

Tabela 1

Table 1

Czas 0,0 0,025 0,05 0,075 0,1 0,125

m. sprez, 0,1 0,557684E-1 0,283937E-1 |0,128332E-1 | 0,496600E-2 |0,158621E-2
m. z ttum. 0,1 0,557404E-1 0,283650E-1 |0,128102E-1 | 0,495157E-2 |0,157926E-2
réznica 0,0 0,280E-4 0,287E-4 0,230E-4 0,1443E-4 0,695E-5
Czas 0,15 2

m. sprez, 0,427264E-3 0,400983E-4

m. z thum. 0,424680E-3 0,398272E-4

réznica 0,2584E-5 0,274E-7

W tabeli 1 przedstawiono przebieg réznicy amplitud obydwu materialéw. Z analizy tabeli,

ze réznice te sa bardzo male, mniejsze o ok. 4 rzedy wielkosci od wielkosci amplitud.
Z wynikéw przedstawionych w tabeli 1, mozna domniemywaé, wzrost amplitudy drgan
powoduje wzrost efektywnosci thumienia materiatowego.

4 Whioski koncowe

1. Uwzglednienie ttumienia wewnetrznego materialu w bardzo malym stopniu
wplywa na jako$¢ tlumienia amplitudy drgan w stosunku do tlumienia
dla materiatu sprezystego.

2. Z analizy wynikéw symulacji, w badanym zakresie amplitud wnioskujemy,
ze najwigkszy wptyw na zwigkszenie ttumienia ma wspétczynnik f.

3. W analizie dynamicznej ukladéw dynamicznych uwzgledniajacych tarcie
konstrukcyjne mozna poming¢ tarcie wewngtrzne jako bardzo mate w stosunku
do tarcia konstrukcyjnego.

4. Wzrost amplitudy drgan powoduje wzrost efektywnosci tlumienia
materiatowego.
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Streszczenie

Praca po$wigcona jest analizie wptywu tarcia konstrukcyjnego oraz nieliniowego
tlhumienia wewnetrznego materialu na thumienie drgan skretnych nierozlacznego
potaczenia tuleja — wal, bgdacego modelem sprzggta. W analizie uwzglgdniono
wystepowanie tarcia konstrukcyjnego pomigdzy watem a tuleja. Przyjeto tez,
ze zarOwno tuleja jak i wat wykonane sg ze stali o nieliniowym tlumieniu
wewngetrznym. Dla potrzeb analizy okre$lono wspoétczynnik tarcia wiskotycznego
bedacy reprezentantem tarcia wewngtrznego. Nastgpnie okreslono rézniczkowe
rownanie ruchu uktadu, oraz rozwigzano je za pomocg asymptotycznej metody
Bogoliubowa — Krytowa — Mitropolskiego wyznaczajac amplitud¢ drgan swobodnych
uktadu.

W ramach pracy, otrzymane wyniki poréwnano z przebiegiem drgan swobodnych
dla materiatu sprezystego. Otrzymane wyniki przedstawiono w postaci wykresu.

Free vibration in a dynamic system
with an inseparable sleeve-shaft
joint made of a material
with non-linear internal damping

Summary

The paper is dedicated to analyze the influence of constructional friction and materials’
non-linear internal damping on the damping of torsion vibrations in an inseparable
sleeve-shaft joint. This joint serves as a coupling model. Constructional friction between
the sleeve and the shaft have been taken into account in the analysis. It was also
assumed that both the sleeve and the shaft are made of steel with non-linear internal
damping. The internal damping was represented by the viscotic friction coefficient for
the purpose of the analysis. Next, the differential equations of the system’s motion were
determined. The equations were solved using asymptotic Bogubylov — Kyrlov —
Mitropolski method to determine the amplitude of the system’s free vibration.
The obtained results were compared to free vibration characteristic of an elastic
material. The results are shown on graphs.
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