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Drgania swobodne układu dynamicznego  
ze sprz�głem tulejowym  
wykonanym z materiału 

 o nieliniowym tłumieniu wewn�trznym  

1 Wst�p  

Z prac� maszyn i urz�dze� nierozerwalnie zwi�zane jest wyst�powanie drga�, b�d�ce 

skutkiem niewywa�enia elementów wiruj�cych b�d� zewn�trznych wymusze�. 

Zjawisko to jest szkodliwe zarówno ze wzgl�dów eksploatacyjnych jak 

i technologicznych. Koniecznym jest wi�c ich tłumienie, b�d�ce przejawem 

rozpraszania energii mechanicznej. Na tłumienie drga� wpływ maj� wła�ciwo�ci 

�rodowiska, w którym zachodzi ruch układu (aerodynamiczne i hydrodynamiczne), 

tarcie w podporach i poł�czeniach oraz tarcie wewn�trzne w materiale. 

Straty energii na tarcie w nierozł�cznych poł�czeniach nazwane zostały tłumieniem 

konstrukcyjnym. Tego rodzaju tarcie potocznie nazywa si� tarciem konstrukcyjnym. 

Istot� tarcia konstrukcyjnego jest uwzgl�dnianie sił tarcia na powierzchni kontaktu 

elementów i ich odkształcenie spr��yste. Tarcie konstrukcyjne jest jednym 

z naturalnych sposobów tłumienia drga�. 

Badania zagadnie� tłumienia konstrukcyjnego odnosz� si� do uproszczonych typowych 

modeli nierozł�cznych poł�cze� i przeprowadza si� je przy nast�puj�cych zało�eniach, 

podanych w pracy [3]. 

1. Materiał elementów poł�czenia jest idealnie spr��ysty. 

2. Intensywno�� sił tarcia na powierzchni wzajemnego po�lizgu elementów 

ł�czonych opisuje si� prawem Coulomba. 

3. Naciski jednostkowe wyst�puj�ce w poł�czeniu maj� rozkład równomierny. 

Przy przyj�tych zało�eniach mo�liwe jest przeprowadzenie bada� wła�ciwo�ci 

spr��ysto – tłumi�cych typowych modeli poł�cze�. 

2 Budowa modelu matematycznego 

Przyjmijmy do analizy nierozł�czne, wtłaczane poł�czenie tuleja – wał, w którym wał 

jest niepodzielony, a tuleja osadzona na wale stanowi tłumik drga� skr�tnych. 

Poł�czenie to jest modelem sprz�gła tulejowego wyst�puj�cego cz�sto w konstrukcjach 

maszyn i urz�dze�, jako jeden z elementów ła�cucha kinematycznego. Schemat 

przyj�tego układu, uwzgl�dniaj�cego połow� długo�ci wału i tulei, przedstawiono 
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na rys. 1. Przyjmijmy te�, �e naciski maj� rozkład równomierny, oraz �e współczynnik 

tarcia suchego ma stał� warto�� na całej długo�ci. Przyjmijmy równie�, odmiennie 

w stosunku do klasycznych zało�e�, �e poł�czenie wykonane jest z materiału 

o wła�ciwo�ciach lepkospr��ystych opisywanych zespolonym modułem spr��ysto�ci 

na skr�canie, o nieliniowym współczynniku tłumienia wewn�trznego: 

 ( )βiGG += 1* , (1) 

gdzie: G – moduł spr��ysto�ci postaciowej (Kirchhoffa), 

         2

110 sign AAA ϕβϕϕβββ ++=  – współczynnik tłumienia wewn�trznego. 

Dokonuj�c prostych przekształce�, otrzymujemy zale�no�� na zespolon� sztywno�� 

na skr�canie w postaci: 

 ( )βikk ss += 1
* . (2) 

Oznaczaj�c przez ϕ  k�t skr�cenia pr�ta, moment skr�tny elementu lepkospr��ystego, 

na podstawie [1], mo�na wyrazi� w postaci: 

 ϕϕϕ
ω

β
ϕ �� lk

k
kM s

s
ss +=+=

0

. (3) 

gdzie l jest współczynnikiem tłumienia wiskotycznego reprezentuj�cym wła�ciwo�ci 

tłumienia wewn�trznego materiału. 

W przyj�tym modelu dynamicznym, uwzgl�dniaj�cym wyst�powanie tarcia 

konstrukcyjnego, na powierzchni styku tulei i wału wyst�puje tarcie suche. 

Jednostkowa siła tarcia okre�lana jest prawem Coulomba, a wi�c jest proporcjonalna 
do nacisku i opisana jest zale�no�ci�: 

 fpqT ⋅= , (4) 

gdzie: p – nacisk jednostkowy, 

 
Rys. 1. Schemat badanego układu dynamicznego 

Fig. 1. A scheme of the analyzed system 
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          f – współczynnik tarcia suchego. 

Przyjmuj�c do analizy, hipotezy sformułowane w pracy [3], przyj�to nast�puj�ce 

zało�enia: 

• długo�� poł�czenia jest wystarczaj�co du�a, tak aby nie nast�pił obrót wału 

wzgl�dem tulei, w przypadku wyst�pienia maksymalnego momentu 

obci��aj�cego układ, 

• współczynnik tarcia ma stał� warto�� na całej długo�ci poł�czenia, 

• w strefach wzgl�dnego po�lizgu pomi�dzy wałem i tulej�, pojawi� si� 

jednostkowe siły tarcia o rozkładzie równomiernym, 

• w strefach w których po�lizg nie nast�pił, momenty od sił tarcia nie wyst�puj�. 
Przy tak przyj�tych zało�eniach, jednostkowy moment tarcia jest stały i wynosi: 

 TwT qrm π2=  , (5) 

gdzie: wr  – promie� wału. 

K�t skr�cenia przekroju II – II wzgl�dem przekroju I – I, opisuj�cy wła�ciwo�ci 

spr��ysto – tłumi�ce poł�czenia, w dowolnym etapie ruchu, na podstawie [2] ma posta�: 

 ( ) ( ) ( )
ϕϕϕ �sign

41

331
22

WWT

A
p

WW

A
AA

IGm

MM

k

kk
l

IG

MM
kMM

−

−

+−
+

−
−=  (6) 

gdzie: ( )AA Mϕ  – maksymalne przemieszczenie układu w ko�cu i-tego etapu ruchu, 

   
TTww

ww

IGIG

IG
k

+
=  – współczynnik udziału sztywno�ci wału w sztywno�ci 

poł�czenia, 

   ww IG  – sztywno�� wału,  

   TT IG  – sztywno�� tulei, 

   pl  – długo�� poł�czenia. 

Przekształcaj�c odpowiednio równanie (6), otrzymujemy wyra�enie okre�laj�ce warto�� 

momentu skr�tnego pochodz�cego od sił tarcia, uogólnionego na dowolny etap ruchu, 

w postaci:

( ) ϕϕϕϕκµϕκϕµµ
κ

��� signsign2sign2 2220

��
�

��
� −++−−−= ApAppT kkk

k
M     (7) 

gdzie: wwT IGmk =0  – współczynnik spr��ysto�ci tarcia, 

      
Ww

PT
p

IG

lm
2

=µ  – współczynnik okre�laj�cy długo�� poł�czenia, 

           
k

kk

−

+−
=

1

331 2

κ  – współczynnik. 

Równanie ruchu przedstawionego układu dynamicznego, mo�na przedstawi� w postaci: 
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( ) =��
�

��
� −++−−−++ ϕϕϕϕκµϕκϕµµ

κ
ϕϕ ������ signsign2sign2 2220

ppApp kkk
k

lI  

 ( )tM= . (8) 

Po dokonaniu odpowiednich przekształce�, (rozwini�cie w szereg), maj�cych na celu 

wyłonienie członu proporcjonalnego do przemieszczenia, równanie ruchu otrzymujemy 

w postaci: 

( ) { +−++−=+ ϕκϕµµ
κ

ϕ
ω

β
ϕϕ ���� sign2220

0

App

s

s kk
kk

tMkI  

 ( ) ( )[ ]
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ϕκϕµ
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gdzie: 
ϕκϕµ �sign2

0

Ap

s

k

k
k

−
= – współczynnik sztywno�ci poł�czenia na skr�canie. 

Zale�no�� (9) mo�emy przedstawi� w postaci: 

 ( ) ( )tFtMkI s ,,ϕϕϕϕ ��� +=+ , (10) 

3 Rozwi�zanie równania ruchu 

Analiz� równania ruchu (9) przeprowadzimy dla przypadku drga� swobodnych. 

Rozwi�zania równania (9) b�dziemy poszukiwa� przy pomocy asymptotycznej metody 

Bogoliubowa – Kryłowa – Mitropolskiego podanej w pracy [4], przyjmuj�c pierwsze 

przybli�enie w postaci: 

 ( )ξϕϕ +Θ= cosA . (11) 

W równaniu powy�szym Aϕ  i ξ  wyznaczamy z układu równa� ró�niczkowych 

pierwszego przybli�enia: 

 
( )

( ) ( )�
�

�
	




+−=

=

ξϕωω
ξ

ξϕ
ϕ

,,

,,

10

1

tBt
dt

d

tA
dt

d

A

A
A

, (12) 

gdzie: 0ω  – cz�sto�� drga� własnych. 

Dokonuj�c odpowiednich przekształce� równania (12) otrzymujemy w postaci: 

 ( ) ( )�−=
π

ϑϑϑϕ
ωπ

ξϕ
2

0

0

0

1 ,sin,
2

1
,, dF

I
tA AA

 (13) 

 ( ) ( ) ,cos,
2

1
,,

2

0
0

1 ϑϑϑϕ
ϕωπ

ξϕ

π

dF
I

tB AA
A

A �−=  (14) 

gdzie:  
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( ) ( )�

	



−=

+Θ=

ϑϕωϑϕϑϕ

ξϑ

sin,cos, 00 AAA FF
. (15) 

Podstawiaj�c równania (13) i (14) do układu równa� (12), równania pierwszego 

przybli�enia przyjmuj� posta�: 

 ( )�−=
π

ϑϑϑϕ
ωπ

ϕ 2

0

0

0

,sin,
2

1
dF

Idt

d
A

A  (16) 

 ( ) ( ) ϑϑϑϕ
ϕωπ

ωω
ξ

π

dF
I

t
dt

d
AA

A

cos,
2

1
2

0
0

0 �−−= . (17) 

Po przeprowadzeniu całkowania i odpowiednich przekształce�, równania (16) i (17) 

okre�laj�ce pochodn� amplitudy i pochodn� fazy otrzymujemy w postaci: 

 { }×+−++= ApApp
A kkk

I

k

dt

d
κϕµκϕµµ

κωπ

ϕ 222

0

0 22
2
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 (18) 

oraz 
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+
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+
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�

++

+
×

κϕµ

κϕ
 (19) 

gdzie: 2

210 AA ϕβϕβββ ++=  –  współczynnik tłumienia wewn�trznego materiału. 

Korzystaj�c z otrzymanych zale�no�ci (18) i (19) przeprowadzono symulacj� 

komputerow� okre�laj�c wpływ nieliniowego tłumienia wewn�trznego materiału 

na przebieg amplitudy drga� swobodnych. Do oblicze� za [7] przyj�to, �e elementy 

poł�czenia wykonane s� ze stali E295 (St5) o nast�puj�cych warto�ciach 

współczynników tłumienia wewn�trznego: β0 = 3,81 ⋅ 10
-4

, β1 = 3,51 ⋅ 10
-4

 

oraz β2 = 1,27 ⋅ 10-7. Wyniki symulacji cyfrowej przedstawiono w postaci wykresu 

przedstawionego na rys 2. Na wykresie tym przedstawiono przebieg amplitudy drga� 

swobodnych układu, dla poł�czenia wykonanego z materiału lepkospr��ystego 

oraz porównano z amplitud� układu wykonanego z materiału spr��ystego. 

Z przedstawionego wykresu wynika, �e amplitudy te s� prawie jednakowe, a zatem 

efekt tłumienia jest minimalny. 
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Rys. 2. Przebieg amplitudy drga� 

Fig. 2. Vibrations’ amplitude 

Tabela 1 

Table 1 

Czas 0,0 0,025 0,05 0,075 O,1 0,125 

m. spr��, 0,1 0,557684E-1 0,283937E-1 0,128332E-1 0,496600E-2 0,158621E-2 

m. z tłum. 0,1 0,557404E-1 0,283650E-1 0,128102E-1 0,495157E-2 0,157926E-2 

ró�nica 0,0 0,280E-4 0,287E-4 0,230E-4 0,1443E-4 0,695E-5 

 
Czas 0,15 ,2 

m. spr��, 0,427264E-3 0,400983E-4 

m. z tłum. 0,424680E-3 0,398272E-4 

ró�nica 0,2584E-5 0,274E-7 

W tabeli 1 przedstawiono przebieg ró�nicy amplitud obydwu materiałów. Z analizy tabeli, 

�e ró�nice te s� bardzo małe, mniejsze o ok. 4 rz�dy wielko�ci od wielko�ci amplitud. 

Z wyników przedstawionych w tabeli 1, mo�na domniemywa�, wzrost amplitudy drga� 

powoduje wzrost efektywno�ci tłumienia materiałowego. 

4 Wnioski ko�cowe 

1. Uwzgl�dnienie tłumienia wewn�trznego materiału w bardzo małym stopniu 

wpływa na jako�� tłumienia amplitudy drga� w stosunku do tłumienia 

dla materiału spr��ystego. 

2. Z analizy wyników symulacji, w badanym zakresie amplitud wnioskujemy, 

�e najwi�kszy wpływ na zwi�kszenie tłumienia ma współczynnik β 0. 

3. W analizie dynamicznej układów dynamicznych uwzgl�dniaj�cych tarcie 

konstrukcyjne mo�na pomin�� tarcie wewn�trzne jako bardzo małe w stosunku 

do tarcia konstrukcyjnego. 

4. Wzrost amplitudy drga� powoduje wzrost efektywno�ci tłumienia 

materiałowego. 
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Streszczenie 

Praca po�wi�cona jest analizie wpływu tarcia konstrukcyjnego oraz nieliniowego 

tłumienia wewn�trznego materiału na tłumienie drga� skr�tnych nierozł�cznego 

poł�czenia tuleja – wał, b�d�cego modelem sprz�gła. W analizie uwzgl�dniono 

wyst�powanie tarcia konstrukcyjnego pomi�dzy wałem a tulej�. Przyj�to te�, 

�e zarówno tuleja jak i wał wykonane s� ze stali o nieliniowym tłumieniu 

wewn�trznym. Dla potrzeb analizy okre�lono współczynnik tarcia wiskotycznego 

b�d�cy reprezentantem tarcia wewn�trznego. Nast�pnie okre�lono ró�niczkowe 

równanie ruchu układu, oraz rozwi�zano je za pomoc� asymptotycznej metody 

Bogoliubowa – Kryłowa – Mitropolskiego wyznaczaj�c amplitud� drga� swobodnych 

układu. 

W ramach pracy, otrzymane wyniki porównano z przebiegiem drga� swobodnych 

dla materiału spr��ystego. Otrzymane wyniki przedstawiono w postaci wykresu. 

Free vibration in a dynamic system  
with an inseparable sleeve-shaft 

joint made of a material  
with non-linear internal damping 

Summary 

The paper is dedicated to analyze the influence of constructional friction and materials’ 

non-linear internal damping on the damping of torsion vibrations in an inseparable 

sleeve-shaft joint. This joint serves as a coupling model. Constructional friction between 

the sleeve and the shaft have been taken into account in the analysis. It was also 

assumed that both the sleeve and the shaft are made of steel with non-linear internal 

damping. The internal damping was represented by the viscotic friction coefficient for 

the purpose of the analysis. Next, the differential equations of the system’s motion were 

determined. The equations were solved using asymptotic Bogubylov – Kyrlov – 

Mitropolski method to determine the amplitude of the system’s free vibration. 

The obtained results were compared to free vibration characteristic of an elastic 

material. The results are shown on graphs. 
. 


