
Symulacja w Badaniach i Rozwoju 
Vol. 1, No. 3/2010 

  301 

Józef STRUSKI, Marek S. KOWALSKI 
Politechnika Krakowska, Wydział Mechaniczny, 

Instytut Pojazdów Samochodowych i Silników Spalinowych,  
Al. Jana Pawła II 37, 31-864 Kraków 

E-mail: rust@mech.pk.edu.pl, mskow@mech.pk.edu.pl  

Wpływ struktury równa�  
wi�zów geometrycznych mechanizmów  

wielowahaczowych zawiesze� kół  
na efektywno�� numeryczn� 

1 Wprowadzenie 

W teoretycznych zagadnieniach z zakresu kinematyki, układy prowadzenia kół wzgl�dem 

nadwozia reprezentowane s� przez mechanizmy przestrzenne. Struktura tych 

mechanizmów jest ró�norodna. Ró�ne metody stosowane s� do rozwi�zywania ich 

kinematyki [2]. W przypadku analizy zawiesze� kół McPhersona i na dwóch wahaczach 

poprzecznych stosowana jest najcz��ciej metoda macierzowa. 

Układy nielinowych równa� wi�zów geometrycznych, nakładaj�cych ograniczenia na 

ruch wzgl�dny poszczególnych członów mechanizmów zawiesze� wielowahaczowych 

zapisywane s� w postaci skalarnej [3] lub wektorowej [4]. Układy tych równa� najcz��ciej 

rozwi�zywane s� za pomoc� metod numerycznych lub metody perturbacji [1]. Metoda 

perturbacji umo�liwia wyznaczenie rozwi�za� nieliniowych równa� wi�zów 

geometrycznych w postaci szeregów liczbowych. 

W zagadnieniach z zakresu syntezy zawiesze�, modelowania dynamiki samochodu, 

po��dana jest minimalizacja czasu przeprowadzanych eksperymentów numerycznych. 

Synteza zawiesze� kół składa si� z kilku etapów. W pierwszej kolejno�ci nale�y 

opracowa� struktur� mechanizmu zawieszenia, nast�pnie wyznacza si� jego parametry 

geometryczne – współrz�dne przegubów ł�cz�cych wahacze z nadwoziem i ze zwrotnic� 

lub wspornikiem koła, których poło�enie w przestrzeni ruchów resorowania 

przyporz�dkowane jest konstrukcyjnej konfiguracji zawieszenia. 

Badanie wła�ciwo�ci dynamicznych projektowanych samochodów mo�liwe jest za 

pomoc� ich modeli matematycznych o wielu stopniach swobody. W modelach tych 

uwzgl�dnione s� mechanizmy zawiesze� o ró�nej strukturze. 

2 Zakres i cel pracy 

W opracowaniu zostan� przedstawione dwa sposoby rozwi�zywania kinematyki 

mechanizmu wielowahaczowego zawieszenia kół kierowanych o dwóch stopniach 

ruchliwo�ci za pomoc� metody perturbacji [1]. W pierwszym sposobie układ 17 równa� 

wi�zów geometrycznych, nakładaj�cych ograniczenia na wzgl�dne przemieszczenia 

poszczególnych członów mechanizmów zawieszenia, zapisany zostanie w postaci 

skalarnej. W drugim sposobie układ 5 równa� – w formie wektorowej. 
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Zasadniczym celem opracowania b�dzie uzyskanie ilo�ciowej zale�no�ci pomi�dzy 

efektywnym czasem oblicze� numerycznych, a struktur� wi�zów geometrycznych 

przedmiotowego zawieszenia. 

3 Struktura mechanizmu wielowahaczowego zawieszenia kół 

kierowanych 

Na rysunku pokazany jest schemat mechanizmu czterowahaczowego zawieszenia kół 

kierowanych. Punkty: B1, B2, B4, B5 s� �rodkami przegubów kulowych ł�cz�cych wahacz 

ze zwrotnic� koła. Punkt B3 jest �rodkiem przegubu kulowego ł�cz�cego skrajny dr��ek 

mechanizmu zwrotniczego z ramieniem zwrotnicy. 

Punkty A1, A2, A4, A5 s� �rodkami przegubów kulowych, którymi zast�piono przeguby 

metalowo-gumowe, ł�cz�ce wahacze z nadwoziem. Punkt A3 jest �rodkiem przegubu 

kulowego ł�cz�cego dr��ek skrajny mechanizmu zwrotniczego z listw� z�bat� przekładni 

kierowniczej. Dolny wahacz przedni, reprezentowany na rysunku przez ł�cznik A1B1, 

poł�czony jest ze stabilizatorem w punkcie W1. Z wahaczem tym w punkcie O1 poł�czona 

jest kolumna teleskopowa, podpieraj�ca nadwozie w punkcie A6. Punktami B6 i B7 

zaznaczono o� obrotu koła. 

 
Rys. 1. Schemat mechanizmu czterowahaczowego zawieszenia kół kierowanych 

Fig. 1. Schematics of the four-link steered wheel suspension system 
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Układy współrz�dnych {N}, {O1} s� układami sztywno zwi�zanymi odpowiednio 

z nadwoziem i zwrotnic� koła. 

4 Równania wi�zów geometrycznych rozwa�anego mechanizmu 

Równania wi�zów geometrycznych mechanizmu zawieszenia, pokazanego na rysunku, 

mo�na zapisa� w postaci układów 17 lub 5 nieliniowych równa� algebraicznych. 

W pierwszym sposobie równania wyra�aj� kwadraty odległo�ci charakterystycznych 

punktów mechanizmu 
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W powy�szym układzie równa� parametrami zadawanymi s� współrz�dne q3 punktu 

O1(q1, q2, q3)  i przesuni�cie listwy z�batej uz, dodawane do współrz�dnej yA3 punktu 

A3 (xA3, yA3+uz, zA3). Przy danych parametrach q3 i uz z układu (1) wyznaczane s� 

współrz�dne punktów Bj (xBj, yBj, zBj), dla j=(1)5oraz q1 i q2 punktu O1. 

W drugim sposobie równania wyra�aj� kwadraty długo�ci wektorów o pocz�tkach 

i ko�cach, odpowiednio, w punktach Aj, Bj, dla j=(1)5 zapisane w formie: 
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Jest macierz� obrotu {O1} wzgl�dem {N}. 

Natomiast 

NAjBj

T

NAjBjjl ..

2 rr= . 

Przy wymienionych ju� zadawanych parametrach q3 i uz z układu (1) obliczane s� 

współrz�dne q1 i q2 �rodka koła O1(q1, q2, q3) oraz k�ty rotacji {O1} wzgl�dem {N}: α, 

β, γ. 

W celu zapewnienia równowa�no�ci zakresu oblicze� algorytmów opracowanych 

na podstawie układów równa� (1) i (2) konieczne jest wyznaczenie k�tów rotacji {O1}: 

α, β i γ wzgl�dem {N}. Zatem układ równa� (1) musi by� uzupełniony o obliczenia 

wymienionych k�tów.  

Po obliczeniu współrz�dnych punktów O1, i Bj(j=(1)5) mo�na utworzy� trzy wektory 

rO1Bj dla j∈{1,2,3,4,5}. Dla ka�dego z tych wektorów spełnione jest równanie 

macierzowe 

NBjONOOBjO .111.1 rAr =   (4) 
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gdzie: 

1.1 OBjOr  – wektor w {O1}, 

NBjO .1r – wektor w {N}, 
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Oznaczaj�c współrz�dne wektorów: 
 

[ ]TbjbjbjOBjO zyx=1.1r  . 

[ ]TjbjbjbNBjO zyx=.1r   i przyjmuj�c j = n, m, v; na podstawie (4) otrzymuje si�: 
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Z układu równa� (5) obliczane s� k�ty rotacji β i γ. W celu obliczenia k�ta rotacji α 

wykorzystano równanie: 

αβ+αγ+αγβ+αγ−αγβ= sczccysssycsxscsxy vbvbvbvbvbbv )()()()()(  (6) 

Nast�pnie, maj�c k�ty rotacji {N} wzgl�dem {O1}, obliczono współrz�dne wektora  

NBB .76r  

1.761.76 OBBNONBB rAr =  , (7) 

wektor jednostkowy ][ kzkykxk eee=e  na osi obrotu koła oraz k�ty skr�tu 

i pochylenia koła: 
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)arcsin( kzk e−=γ .  (9) 

Obliczenie k�tów δk i γk w obu algorytmach jest analogiczne. 

5 Rozwi�zywanie układów równa� wi�zów geometrycznych 

mechanizmu zawieszenia. 

Rozwi�zanie układów równa� (1) i (2) uzyskano za pomoc� metody perturbacji [1]. 

W odniesieniu do układu równa� przest�pnych (2) funkcje trygonometryczne 

rozwini�to w szeregi trygonometryczne: 

2
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2

cos
sincos)cos( 0

2

000

xx
xxxxx −−=+  (11) 

i otrzymano układ równa�, który mo�na zapisa� w ogólnej formie: 

5)1(0),,,,( 21 ==γβα jqqf j   (12) 

Równania układu (12) rozdzielono na cz��ci nieliniowe i liniowe: 

5)1(,0),,,,(),,,,( 2121 ==γβα+γβα jqqfqqf jLjN
  (13) 

Cz��ci nieliniowe tych równa� pomno�ono przez parametr perturbacyjny ε i otrzymano 

układ równa� pomocniczych 

5)1(,),,,,,( 21 =+ε=γβαε jffqqg jLjNj , (14) 

Dla ε=1 układy równa� (13) i (14) s� identyczne, natomiast dla ε=0 układ (13) 

utworzony jest tylko z równa� liniowych. 

Zało�ono, �e rozwi�zaniami układu (14) s� szeregi liczbowe: 
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Po podstawieniu (15) do (14) otrzymuje si�  

5)1(,0))(),(),(),(),(,( 21 ==εγεβεαεεε jqqg j
, (16) 

Układ równa� (16) rozwini�to w szeregi wzgl�dem pot�g ε: 
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Nast�pnie rozwi�zano liniowe układy równa� gji =0 najpierw dla i = 0 potem dla i=1,2. 

Otrzymano rozwi�zania, które mo�na zapisa� w ogólnej postaci: 
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(18) 

Układ równa� (1) rozwi�zano w analogiczny sposób. 

6 Przykład liczbowy 

Poło�enie konstrukcyjne mechanizmu zawieszenia pokazanego na rysunku 1 okre�lone 

jest warto�ciami współrz�dnych charakterystycznych punktów w [mm]: 
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A1(132,1, 347,4, -93,8),  A2(-245,3, 379,0, -114,3) 

A3(-88,05, 385,61, 280,92),  A4(138,74, 431,18 389,65) 

A5(6,47, 400,47, 381,42),   

B1(29,0, 697,0, -98,2),  B2(-23,7, 693,3, -132,5) 

B3(-140,3, 619,7, 284,0),  B4(9,3, 675,3, 389,0) 

B5(-24,0, 642,0, 387,0),  

B6(-0,2, 650,0, 0,5),  B7(0,0, 750,0, 0,0) 

 

Rozwi�zania układów równa� (1) i (2) wyznaczano dla zadawanych parametrów 

wej�ciowych q3 i uz z tym samym krokiem równym 0,5 mm. Porównywalne rozwi�zania 

wymienionych układów przy tym kroku uzyskano prawie takie same. 

Na rysunkach 2 i 3 przedstawiono podstawowe charakterystyki kinematyczne k�tów 

skr�tu i pochylenia koła oraz podano czas oblicze� numerycznych. 

 

 
Czas oblicze� dla układu równa� (1) = 2,276 s 

Czas oblicze� dla układu równa� (2) = 45,216 s 

Rys. 2. Charakterystyka k�tów skr�tu i pochylenia koła przy uz = 0.  

Fig. 2. Steering angle and wheel camber characteristics, uz = 0. 
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Czas oblicze� dla układu równa� (1) = 2,184 s 

Czas oblicze� dla układu równa� (2) = 46,334 s 

Rys. 3. Charakterystyka k�tów skr�tu i pochylenia koła przy q3 = 0.  

Fig. 3. Steering angle and wheel camber characteristics, q3 = 0. 

7 Zako�czenie 

Dla mechanizmu wielowahaczowego zawieszenia kół kierowanych układy równa� wi�zów 

geometrycznych podano w dwóch strukturalnie ró�nych postaciach skalarnej i wektorowej. 

Układ równa� wektorowych utworzony jest z równa� przest�pnych. Rozwi�zanie ich 

mo�liwe było po uprzednim rozło�eniu funkcji trygonometrycznych w szeregi pot�gowe 

(10) i (11). 

Z uwagi na wymagan� pami�� operacyjn� komputera dla algorytmu programu 

obliczeniowego z równaniami wektorowymi, mo�liwe było uzyskanie rozwi�za� w postaci 

szeregów liczbowych, zawieraj�cych po trzy wyrazy (18). Liczba wyrazów w szeregach 

pot�gowych, stanowi�cych rozwi�zania równa�, determinuje wielko�� kroku ka�dego 

parametru wej�ciowego (stopnia ruchliwo�ci). 

Rozwi�zaniami układu (1) s� szeregi liczbowe, zawieraj�ce po 10 wyrazów. 

Do oblicze� wykorzystano komputer z dwurdzeniowym procesorem AMD Phenom II 

X2 545 3GHz i pami�ci� operacyjn� 4 MB. Czasy oblicze� numerycznych 

przeprowadzonych za pomoc� programów własnych w �rodowisku Matlab, zawieraj�cych 5 

i 17 równa�, dla takich samych zagadnie� z zakresu kinematyki zawieszenia, znacznie si� 

ró�ni�. 

Czas oblicze� dla algorytmu z 5 równaniami jest wielokrotnie wi�kszy. 
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Streszczenie 

W badaniach wła�ciwo�ci kinematycznych i dynamicznych zło�onych układów 

mechanicznych wykorzystywane s� wyniki eksperymentów numerycznych. Wymagana 

jest minimalizacja czasu rozwi�zywania ró�nych zagadnie� z tego zakresu. 

W opracowaniu wykazano, �e spełnienie tego warunku jest mo�liwe poprzez zmian� 

struktury wi�zów geometrycznych mechanizmu wielowahaczowego zawieszenia kół. 

Influence of the Geometrical Constraints 
of Multi-link Wheel Suspension Equations’ 

Structure on the Numerical Efficiency 

Summary 

In research of the kinematic and dynamic properties of compound mechanical set-ups, 

results of numerical experiments are used. It is required to minimize the calculation 

time of various problems in the domain. 

In the current paper it is demonstrated, that fulfilling of this demand is possible 

by the change of the geometrical constraint’s structure of the multi-link wheel 

suspension system. 

 
 


