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O pewnym sformułowaniu kryterium  
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układu dynamicznego  

1 Wprowadzenie 
Model układu dynamicznego np. maszyny roboczej, uwzgl�dnia zazwyczaj model danej 

konstrukcji stowarzyszony z modelem procesu jej eksploatacji. Niezawodno�� konstrukcji 

– w sensie probabilistycznym - definiuje si� [1], [3] jako prawdopodobie�stwo, �e dana 

konstrukcja przeniesie obci��enia, które na ni� działaj� – bez zniszczenia i w okre�lonym 

przedziale czasu. Tak definiowana niezawodno�� konstrukcji zale�y od rozkładów 

losowych funkcji no�no�ci i obci��enia, b�d�cych losowymi funkcjami czasu. Miar� 
niezawodno�ci konstrukcji R w ustalonej chwili czasu jest prawdopodobie�stwo tego, �e 

no�no�� N jest wi�ksza od obci��enia Q jakiemu poddawana jest konstrukcja. 

Niezawodno�� w odniesieniu do procesu eksploatacji np. maszyny roboczej, ujmuje 

prawdopodobie�stwo wła�ciwej pracy urz�dzenia, nazywane funkcj� niezawodno�ci [3]. 

Okre�lenie rozkładu losowego funkcji no�no�ci bazuje na rozwi�zaniach zada� 
wytrzymało�ci materiałów. Na przykład w zadaniach programowania bada� dora�nej 

wytrzymało�ci próbek materiału, okre�la si� warunki testu wytrzymało�ciowego i przy 

zadanej liczbie próbek poddaje si� je kolejno obci��aniu. Obci��enie mo�e narasta� ci�gle 

albo by� stopniowanym - do ustalanych poziomów warto�ci, b�d� zmiennym – o stałej 

amplitudzie (testy zm�czeniowe). Problem jak stopniowa� obci��enie (sterowa� doborem 

warto�ci), tzn. jak� sekwencj� warto�ci obci��e� przyj��, przy zadanej liczno�ci k 

”idealnie jednakowych” próbek, aby zagwarantowa� okre�lenie ich wytrzymało�ci Rm w 

nie wi�cej ni� f(Rm ,k) krokach – testach, wydaje si� by� wyidealizowany [2]. Je�li jednak 

poszerzy si� powy�sze zadanie o wymaganie znalezienia optymalnej liczby próbek, przy 

której �rednia liczba niezb�dnych kroków-testów b�dzie minimalna, to rozwi�zanie 

takiego zadania wolno skojarzy� z zadaniem sterowania minimalnoczasowego. 

2 Przedstawienie algorytmu 

Działanie algorytmu mo�liwego do zastosowania przy sterowaniu obci��eniem 

w testach wytrzymało�ciowych przeprowadzanych w badaniach niezawodno�ci 

konstrukcji, rozumianej, w sensie probabilistycznym, jako prawdopodobie�stwo 

przeniesienia obci��e� w zadanym przedziale czasu, przedstawi� mo�na na przykładzie 

wyznaczania wytrzymało�ci kul zrzucanych z ró�nej wysoko�ci [2]. 

Przypu��my, �e chcemy wyznaczy� numer najwy�szego pi�tra n-pi�trowego budynku, 
po zrzuceniu z którego kula nie stłucze si�. Załó�my, �e dysponujemy k takimi kulami 

i chcemy osi�gn�� cel przy mo�liwie najmniejszej ilo�ci prób, oznaczonej jako p=f(n,k).  
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Warto�ci funkcji f(n,k) mo�na wyznaczy� dzi�ki dalej podanym zale�no�ciom, 

w których przez floor[x] oznaczamy najmniejsz� liczb� całkowit�, nie mniejsz� ni� x . 

Przy dwóch kulach k = 2 mamy sekwencj� rzutów kolejno z pi�ter o numerach: 

 p, p+(p-1), p+(p-1)+(p-2). Je�eli przy którym� z tych rzutów pierwsza kula ulegnie 

zniszczeniu, wówczas kontynuuje si� ju� próby drug� kul� poczynaj�c od pi�tra 
o numerze o jeden wy�szym ni� numer z sekwencji poprzedzaj�cy o jedn� pozycj� ten, 

przy którym uległa zniszczeniu kula pierwsza. Łatwo zauwa�y�, �e przy dowolnej 

warto�ci wytrzymało�ci (okre�lonej najwy�szym numerem pi�tra przy jakim kula si� 
jeszcze nie rozbije) liczba prób gwarantuj�cych okre�lenie tej wytrzymało�ci jest nie 

wi�ksza ni� p. Mo�na zapisa� zale�no�ci (1) pozwalaj�ce wyliczy� p jako całkowit� 
liczb� prób p = f(n,2). 

 

 

 

(1) 

 

 

Przy trzech kulach k = 3 mo�na podobnie rozumuj�c wyprowadzi� zale�no�ci (2):  

 

 

 

 

 

(2) 

 

 

 

 

Przy czterech kulach k = 4 mo�na wyprowadzi� zale�no�ci (3): 

 

 

(3) 

 

Zatem w ogólnym przypadku dla  k = m  mo�na zapisa�: 

    

 (4) 

Przy tym, jak warto zauwa�y� suma Σm-ta jest zale�na od sumy Σ(m-1) w ten sposób, 
�e sumowane s� wyrazy ci�gu utworzonego przez podstawienie za  p := (p - 1) 

do wyra�enia na sum� Σ(m-1). Spostrze�enie to jest przydatne przy konstrukcji 
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algorytmu oblicze� numerycznych, który został zrealizowany z wykorzystaniem pakietu 

MAPLE.    

Omawiana wy�ej procedura pozwala, poza wyznaczeniem wytrzymało�ci kul, poda� 
optymaln� sekwencj� prób przy ró�nej ich liczbie k i znanym zakresie bada� (znanej 

liczbie pi�ter n). Przykładowy wykres prezentuj�cy realizacj� kroków optymalnej 

procedury znajdowania hipotetycznie ustalonej wytrzymało�ci nR = 75 , przy n = 100 

i przy ró�nej liczbie kul, przedstawiono na rys. 1. 
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Rys. 1. Graficzna prezentacja kroków procedury przy zadanym parametrze “k” 

Fig.1.  Diagram of presentation of the procedure steps when the “k” parameter 
is given 

�cie�ki dyskretnego zd��ania do rozwi�zania pokazane na rys. 1 przypominaj� 
charakterystyki czasowe układu dynamicznego z regulatorem. W celu odszukania 

innych analogii z dziedzin� sterowania i automatyki, dalszej analizie poddano �redni� 
liczb� kroków w procedurze znajdowania rozwi�zania (nastawy), gdy zadaje si� 
dopuszczaln� liczb� przekrocze� punktu rozwi�zania, przy znajomo�ci ograniczenia 

obszaru poszukiwa�. 
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Rys. 2. 
rednia liczba kroków w procedurze znajdowania rozwi�zania (nastawy) 

w funkcji liczby przekrocze� nastawy, przy zało�eniu znajomo�ci obszaru 
poszukiwa� 

Fig.2. Average number of steps in finding solution procedure (tending to demand 
value) vs. number of exceedances of this value, under assumption 
of investigated field limits knowledge  

3 Porównanie zada�  sterowania optymalnoczasowego i sterowania 

z zadan� liczb� przekrocze� 
W teorii układów automatycznej regulacji definiuje si� ró�ne wska�niki jako�ci 

regulacji [4]. Zazwyczaj obliczenia tych wska�ników dokonuje si� bazuj�c na 

dopuszczalnym odchyleniu sygnału wyj�ciowego od nastawianej, ��danej warto�ci 

warto�ci – sygnału wej�ciowego. W sterowaniu minimalnoczasowym czas regulacji tr 

definiowany jest dla dopuszczalnego odchylenia  ∆: 

  tr = supi {ti}  (5) 

gdzie: supi oznacza kres górny ci�gu {ti} utworzonego przez rozwi�zania równania: 

  |e(ti)| = ∆  (6) 

e(t) = x(t) - y(t)  sygnał uchybu regulacji;         

x(t) - sygnał zadany;   y (t) - sygnał na wyj�ciu. 

Z kolei optymalizacja tr traktowanego jako funkcjonał J  parametrów układu regulacji 

mo�e by� zapisana ogólnie: 

tr = J[x(t), z(t), C, O]      � Jo[Co] =  min   J[x(t), z(t), C, O]          (7) 

       C � Co 

gdzie u�yto oznacze�: 

z(t) - zakłócenia; 

C - parametry struktury regulatora; 
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O - parametry obiektu regulacji; 

Co - poszukiwany regulator optymalny. 

Je�li proces sterowania optymalnego skojarzy� z dopuszczaln� liczb� przekrocze� 
warto�ci zadawanej na wej�ciu układu UAR, to wtedy mo�na zapisa� ogólnie: 

 tr = J[x(t), u(t,k), C, O] (8) 

gdzie: k - dopuszczalna krotno�� przekrocze�; 

           u(t, k) – sterowanie. 

W miejsce zale�no�ci (6) pojawi si� nast�puj�ca zale�no��: 

 |e(ti , k)| = ∆, (9) 

która implikuje dodatkowy warunek przy poszukiwaniu minimum funkcjonału czasu. 

W szczególno�ci w układach dyskretnych wprowadzenie takiego dodatkowego warunku 

mo�e wpłyn�� na uzyskanie odmiennych parametrów regulatora optymalnego, 

odmiennych od parametrów regulatora minimalnoczasowego projektowanego przy 

znajomo�ci jedynie parametrów obiektu regulacji, wpływaj�cych na niego zakłóce� i przy 

zało�onej strukturze regulatora.  

Skalowana - w odniesieniu do zakładanego kresu górnego przeciwdziedziny- 

aproksymacja zale�no�ci przedstawionych na rys. 2, mo�e słu�y� jako podstawa do 

formułowania wspomnianego wy�ej warunku dodatkowego, przy poszukiwaniu minimum 

funkcjonału czasu.  

Rozwi�zanie praktyczne konkretnego zadania sterowania optymalnoczasowego, z wy�ej 

podanym warunkiem dodatkowym w postaci zadanej liczby przekrocze� warto�ci 

zadanej, realizuje si� wykorzystuj�c w programie symulacji komputerowej metod� 
optymalizacji dynamicznej z ograniczeniami, opart� na zasadzie maksimum Pontriagina.   

4 Uwagi ko�cowe i wnioski 

Wnikliwa analiza problemów pierwotnie stawianych i postrzeganych jako maj�ce jedynie 

walory dydaktyczne wykazuje cz�sto- podobnie jak na podanym przykładzie „zadania o 

szklanych kulach” [2], �e znaczenie ich rozwi�za� mo�e wnie�� do praktyki in�ynierskiej 

nowe tre�ci. Mo�e stymulowa� nowe kierunki bada� teoretycznych i do�wiadczalnych, 

bazuj�cych na heurystycznych metodach, w których odkrycia analogii opisów zachowa� 
układów, podobie�stwa rozwi�za�, maj� aspekt aplikacyjny w ró�nych dyscyplinach 

nauki i praktyki.   

Wymienione w tytule pracy poj�cie pewnego kryterium niezawodno�ci odnie�� nale�y 

do dedukcyjnego uogólnienia wniosków wynikaj�cych z analizy rozwi�za� „zadania 

o szklanych kulach”. Skrótowo okre�laj�c, kryterium tym jest warunek nie przekraczania 

minimalnej wymaganej liczby kroków procedury sterowania, kroków o obliczalnej 

długo�ci czasu trwania  i dopuszczaj�cej okre�lon� �ci�le liczb� przesterowa�.  

Je�li dokona si� normalizacji na osi rz�dnej wykresu z rys.2, to przy wcze�niej przyj�tych 

zało�eniach okazuje si�, �e �rednia liczba kroków w procedurze osi�gania rozwi�zania 

stabilizuje si� przy liczbie przekrocze� nastawy wi�kszej od pi�ciu. Wolno zatem s�dzi�, 
i� nawet przy bardzo „zgrubnym” wst�pnym szacowaniu zakresu zmienno�ci „nastaw – 

oczekiwanej wytrzymało�ci” liczba pi�ciu próbek b�dzie optymalna np. do szybkiej oceny 
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rzeczywistej ich wytrzymało�ci. W odniesieniu do sterowania w UAR ��danie mniejszej 

ni� pi��, liczby przekrocze� warto�ci nastawy b�dzie si� wi�zało z pogorszeniem jako�ci 

regulacji, wi�kszymi kosztami konstrukcji i eksploatacji systemu, z zało�enia 

realizuj�cego sterowanie minimalnoczasowe. 
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Streszczenie 

W pracy autorzy wskazuj� mo�liwo�� wykorzystania zaproponowanego algorytmu 

do rozwi�zywania zagadnie� sterowania układami dynamicznymi, przy kryterium 

w postaci zadanej a priori liczby przekrocze� warto�ci poszukiwanej. Takie postawienie 

zadania jest istotne np. przy problemach dynamicznego pozycjonowania układów 

elektro-mechanicznych i hydraulicznych albo problemach namierzania i „wstrzeliwania 

si�” w pozycj�. Zaprezentowane s� wyniki oblicze� analitycznych i symulacji 

numerycznych. 

On formulation of a reliability criterion 
 in dynamic system controlling 

Summary 

Authors indicate the application of the proposed algorithm for solving dynamic system 

controlling problem with the criterion set a priori as the number of exceedances of the 

investigated value. Such approach may be important for problems such as dynamic 

positioning of electro-mechanical and hydraulic systems or localization and "shooting 

up" into position. The results of analytical calculations and numerical simulations are 

presented. 

 

 

 


