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Modelowanie struktur dyskretno-ci�głych 
przy wymuszeniu impulsowym 

1 Wst�p 

Problemami dynamiki kontaktu odbieraka pr�du z przewodem jezdnym zajmuj� si� 

licz�ce si� w �wiecie o�rodki naukowe, zarówno ze wzgl�dów poznawczych jak 

i aplikacyjnych. Badania układów zasilania elektrycznego pojazdów szynowych s� 

przedmiotem zainteresowania wielu o�rodków naukowych na �wiecie m.in. w Japonii, 

USA, RFN, Francji, Szwecji, Chinach [7], [11], [12]. Analiza dynamiczna współpracy 

sieci trakcyjnej z odbierakiem pr�du jest zagadnieniem bardzo wa�nym i wnosi istotny 

wkład w rozwój dyscypliny naukowej Mechanika, a w szczególno�ci w teori� drga� 

układów dyskretno – ci�głych. 

Modelowanie układu sie� trakcyjna – odbierak pr�du jest problemem zwi�zanym 

z ruchem dwóch podukładów: ci�głego (przewód jezdny) i dyskretnego (odbierak 

pr�du). Aktualny stan bada� teoretycznych i do�wiadczalnych wskazuje na potrzeb� 

prowadzenia dalszych prac w kierunku doskonalenia modelowania tego typu układu jak 

równie� weryfikacji eksperymentalnych. Rezultaty dotychczasowych bada� zostały 

przedstawione w monografii [1]. Pozostało jednak wiele nierozwi�zanych problemów, 

zwłaszcza dotycz�cych zagadnie� nieliniowych i wymusze� impulsowych. Wa�ne jest 

uwzgl�dnienie periodycznej przestrzennej struktury sieci trakcyjnej ze zmienn� 

sztywno�ci� ustroju sieci. 

Wybrany do analizy problem teoretyczny wywodzi si� z grupy problemów 

technicznych, w których rozwi�zuje si� zagadnienie dynamiki układów okresowych 

poddanych działaniu obci��enia ruchomego [10]. 

W pracy przedstawiono modelowanie i analiz� drga� układu hybrydowego na 

przykładzie układu sie� trakcyjna - odbierak pr�du, wymuszonych impulsowo, 

z uwzgl�dnieniem periodycznej przestrzennej struktury rozwa�anego układu. Przyj�to 

model sieci w postaci układu dwóch niesko�czenie długich strun, a oddziaływanie 

odbieraka pr�du na przewód jezdny modelowano ruchom� zmienn� w czasie sił�. 

Dynamiczne zjawiska wyst�puj�ce w badanym układzie opisane s� równaniami 

ró�niczkowymi cz�stkowymi impulsowymi i zwyczajnymi. Ich rozwi�zanie analityczne 

otrzymano wykorzystuj�c teori� impulsowych równa� ró�niczkowych. 

2 Model układu 

W prezentowanej publikacji, b�d�cej kontynuacj� prac dotycz�cych zjawisk 

dynamicznych w układzie sie� trakcyjna – odbierak pr�du, przyj�to do rozwa�a� 

uproszczony model sieci trakcyjnej przedstawiony na rys. 1.  
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W pracy przedstawiono wyniki analizy dynamicznej dwuwymiarowego modelu sieci 

trakcyjnej z uwzgl�dnieniem okresowego rozkładu konstrukcji ustroju wspornikowo-

linowego zawieszenia przewodu jezdnego i wieszaków. 

Rozwa�any w pracy układ składa si� z dwóch niesko�czenie długich strun, modeluj�cych 

lin� no�n� i przewód jezdny, oddziałuj�cych ze sob� poprzez spr��ysto- 
-tłumi�ce elementy. Górna struna (modeluj�ca lin� no�n�) jest zamocowana 

w periodycznie rozmieszczonych punktach, natomiast dolna (modeluj�ca przewód jezdny)  

jest zawieszona na górnej strunie za pomoc� masowych elementów spr��ystych 

i tłumi�cych, rozło�onych periodycznie.  
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Rys. 1. Model układu sie� trakcyjna – odbierak pr�du 

Fig. 1. Model of catenary - pantograph system 

Analiz� procesów zwi�zanych z ruchem odbieraka pr�du przeprowadzono 

w nieruchomym układzie współrz�dnych (x, y). Górna struna jest zamocowana 

w punktach x = nl, n = 0, ±1, ±2, ..., dolna struna jest zawieszona na górnej za pomoc� 
elementów spr��ysto-tłumi�cych rozmieszczonych wzdłu� struny w punktach x = 2klw , 

k = 0, ±1, ±2, ... Przyj�to, �e odległo�� l jest wielokrotno�ci� odległo�ci 2lw. Mo�na 

zapisa� l = 2rlw , r ∈ N. Z sieci� współdziała odbierak pr�du poruszaj�cy si� wzdłu� dolnej 
struny ze stał� pr�dko�ci� v. Warto�� siły tarcia w punkcie oddziaływania odbieraka pr�du 

na strun� jest pomijalnie mała. Oddziaływanie odbieraka pr�du na doln� strun� jest 

modelowane zmienn� w czasie sił� F(t). 

Równania małych drga� poprzecznych strun pod wpływem zmiennej w czasie siły 

poprzecznej F(t) przyj�to w postaci:  
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gdzie: 

 wi(x, t) –  przemieszczenia poprzeczne struny (i = 1 dla dolnej, i = 2 górnej), 

 	i –  g�sto�� materiału struny, 

 	iAi –  masa struny na jednostk� długo�ci, 

 Ti –  siła naci�gu struny, 
 F(t) –  siła oddziaływania odbieraka pr�du na doln� strun�, 

 x –  współrz�dna przestrzenna mierzona wzdłu� nieodkształconej osi 

struny, 

 v –  pr�dko��, 

 t –  czas, 

 
(.) –  delta Diraca. 

W punktach zamocowania elementów lepko-spr��ystych x = 2klw ≠ nl musz� by� 
spełnione nast�puj�ce warunki brzegowe: 
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gdzie: 

 x = 2klw
+
 –  poło�enie dowolnie bliskie x = 2klw dla x > 2klw , 

 x = 2klw
–  

–  poło�enie dowolnie bliskie x = 2klw dla x < 2klw . 

Dla współrz�dnych zamocowania górnej struny x = nl, warunki brzegowe mo�na zapisa� 

w postaci: 

 02 ==nlxw  
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dla k, n ∈ N. 

W równaniach (2) i (3) przyj�to nast�puj�ce oznaczenia:  

c1 –  współczynnik spr��ysto�ci elementów ł�cz�cych struny, 

b1 –  współczynnik tłumienia elementów ł�cz�cych struny, 

m –  masa zredukowana wieszaka sieci trakcyjnej, 

lw –  połowa odległo�ci dwóch s�siednich wieszaków, 

l –  odległo�� podpór struny górnej. 

Model przedstawiony na rys. 1 ma cech� periodyczno�ci ze wzgl�du na współrz�dn� 

przestrzenn� x.  
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W stanie ustalonego ruchu układu, pod działaniem wymuszenia harmonicznego 

z cz�sto�ci� �:  

 ti
eFtF

Ω= 0)(  (4) 

przemieszczaj�cego si� wzdłu� struny dolnej ze stał� pr�dko�ci� v musi by� spełniony 

nast�puj�cy warunek periodyczno�ci: 
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Warunek (5) oznacza fizycznie, �e przemieszczenia w wybranym miejscu x oraz chwili t 

s� �ci�le zwi�zane z odpowiednimi przemieszczeniami w miejscu okre�lonym 

współrz�dn� nlx +  oraz w chwili 
v

nl
t + . Charakterystyczne zmiany czasu 

v

nl
 oraz 

współrz�dnej przestrzennej nl  s� zwi�zane z przemieszczaj�c� si� z pr�dko�ci� v sił� 

wymuszaj�c� ruch układu. Czynnik v

nli

e
Ω−

 wprowadza przesuniecie fazowe pomi�dzy 

rozwa�anymi przemieszczeniami. Stosuj�c transformacj� Fouriera, mo�na przeprowadzi� 

analiz� cz�stotliwo�ciow� ruchu układu. Wykorzystuj�c warunek periodyczno�ci mo�na 

zwi�za� ze sob� odpowiednie rozwi�zania w ka�dej parze przedziałów ograniczonych 

punktami zamocowania przewodu górnego. Bior�c to pod uwag�, obliczenia wystarczy 

wykona� w przedziale x ∈ [0, l], a otrzymane transformaty Fouriera s� funkcjami 

opisuj�cymi widma przemieszcze� dla dowolnych punktów układu. Wykonuj�c odwrotn� 

transformacj� Fouriera, mo�na otrzyma� rozwi�zanie problemu drga� układu dwóch strun 
modeluj�cych sie� trakcyjn�. 

3 Analiza numeryczna 

Do analizy numerycznej przyj�to nast�puj�ce warto�ci parametrów : 

l =  64 m   r  = 4    lw = 8 m  v = 50 m/s 

T1 = 19600 N  T2 = 9800 N  c1 = 1500 N/m � = 2 Hz 

	1A1 = 2,175 kg/m 	2A2 = 1,5 kg/m  b1 = 50 Ns/m 

c1s = 94,93 m/s  c2s = 80,83 m/s  m = 0,4 kg 

gdzie c1s, c2s  s� pr�dko�ciami fal spr��ystych rozchodz�cych si� w strunach. 

Wykorzystuj�c wyprowadzone zale�no�ci, wyznaczono widmo amplitudowe 

przemieszczenia dla punktu o współrz�dnej x = 8 m nale��cego do struny dolnej b�d�cej 

modelem przewodu jezdnego. Wyniki oblicze� przedstawiono na rys. 2. 
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Rys. 2. Widmo amplitudowe przemieszczenia dla punktu przewodu jezdnego x=8 m 

Fig. 2. Spectrum of the displacement of the contact cable at  point x=8 m 

Widma pozostałych punktów przewodu jezdnego maj� podobny kształt. Drgania 

przewodu s� zdominowane przez dwie składowe harmoniczne o cz�stotliwo�ciach około 
1,2 Hz oraz 5,2 Hz. Obie te składowe s� wywołane przemieszczaj�c� si� wzdłu� 

przewodu jezdnego sił�. Pr�dko�� przemieszczania si� tej siły wzdłu� przewodu jest 

jednocze�nie pr�dko�ci� ruchu pojazdu trakcyjnego i wynosi v = 50 m/s. Cz�stotliwo�� 

wymuszenia harmonicznego jest równa 2 Hz. Przemieszczaj�ca si� siła jest �ródłem 

dwóch fal biegn�cych o ró�nych cz�stotliwo�ciach. Fala poruszaj�ca si� w kierunku 

zgodnym z kierunkiem przemieszczania si� siły ma cz�stotliwo�� wi�ksz� ni� 2 Hz, 

natomiast fala poruszaj�ca si� w kierunku przeciwnym ma cz�stotliwo�� mniejsz� ni� 

2 Hz.  

4 Wnioski ko�cowe 

W rzeczywisto�ci zjawiska drga� sieci trakcyjnej s� procesem bardziej zło�onym 

od procesu, który mo�na opisa� prostymi zale�no�ciami matematycznymi. Sie� 

trakcyjna jest nieliniowym, dynamicznym układem. Prawidłowy dobór jego własno�ci 

dynamicznych gwarantuje bezawaryjn� eksploatacj�, wyeliminowanie zjawisk 

łukowych oraz zbyt du�ych sił oddziaływania odbieraka pr�du. Sie� trakcyjna 

i odbierak tworz� układ dynamiczny wzajemnie sprz��ony. W układzie rzeczywistym 

podwieszenie sieci trakcyjnej wraz z przewodem jezdnym tworz� układ przestrzenny 

z uwagi na „w��ykowanie”, zatem drgania sieci s� przestrzenne a nie „płaskie”. 

W ka�dym prz��le wyst�puj� dwa niezale�ne przewody o ró�nej długo�ci (lina no�na 
i przewód jezdny), poł�czone ze sob� wieszakami, maj�ce okre�lon� sztywno�� 

i dekrement tłumienia. Istotny wpływ maj� punkty podwieszenia sieci (wieszaki, 

konstrukcje ustroju wspornikowo-linowego zawieszenia przewodu jezdnego oraz 

punkty kotwienia sieci). Fale przemieszczaj�ce si� wzdłu� przewodu jezdnego trakcji 

elektrycznej s� superpozycj� fal wytwarzanych przez odbierak pr�du oraz przez 

spr��yste zamocowanie wieszaków sieci. W stanie ustalonym, który jest rozwa�any 

w obliczeniach, obie fale w wyniku odbi� maj� wpływ na ruch ka�dego punktu 

przewodu, niezale�nie od tego, czy w danej chwili znajduje si� on przed czy za 

poruszaj�c� si� sił�. Przedstawiona w pracy metoda analizy fal wywołanych ruchem 
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odbieraka pr�du mo�e by� wykorzystana do optymalnego doboru parametrów sieci 

trakcyjnej. 
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Streszczenie 

Praca dotyczy analizy dynamicznej modelu układu sie� trakcyjna – odbierak pr�du. 

W pracy przedstawiono wyniki bada� symulacyjnych współdziałania odbieraka 

pr�du z sieci�. Rozwa�any układ składa si� z dwóch strun, modeluj�cych lin� no�n� 

i przewód jezdny, oddziaływuj�cych ze sob� poprzez spr��ysto – tłumi�ce elementy. 

Oddziaływanie pantografu na przewód jezdny sprowadzono do harmonicznie 

zmieniaj�cej si� siły przemieszczaj�cej si� ze stał� pr�dko�ci� wzdłu� przewodu 

jezdnego. Układ równa� stanowi�cy matematyczny model rozwi�zano numerycznie. 
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Simulation of dynamics  
of the catenary – pantograph system  

Summary 

In the paper the dynamical analysis  model of catenary – pantograph system is provided. 

The results of simulation of interaction between catenary and pantograph are presented. 

The model for the catenary is composed of two strings (the contact and carrying cables) 

connected by visco-elastic elements. It was assumed that the force exerted by the 

pantograph is harmonic. The force moves along the contact cable at constant velocity. 

The set of equations of motion were solved numerically. 

 

 

 
 


