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1  Wst�p 

Modele prognostyczne typu regresyjnego konstruujemy cz�sto w postaci liniowej 

(afinicznej) zale�no�ci zmiennej prognozowanej (zale�nej) Y od ustalonej liczby n 

zmiennych niezale�nych Xi (i = 1, … , n) [1]. Klasycznym przykładem mo�e by� tu 

prognozowanie warto�ci rynkowej mieszkania na podstawie równania regresji opartego 

na odpowiednio dobranej kombinacji liniowej takich parametrów charakteryzuj�cych 

wybrane mieszkanie jak jego powierzchnia, wyposa�enie, atrakcyjno�� lokalizacji czy 

te� infrastruktura komunikacyjna.  

Opracowanych zostało wiele metod budowy regresyjnych modeli prognostycznych 

na podstawie ucz�cych zbiorów danych [1]. Zbiór ucz�cy zawiera na ogół przykładowe 

warto�ci xji zmiennych niezale�nych Xi, zebrane w postaci tzw. wektora cech 

xj=[xj1, … ,xjn]
T
,  któremu towarzyszy odpowiadaj�ca mu warto�� yj zmiennej zale�nej 

Y (j=1, … ,m).  Klasyczny model liniowej regresji wielowymiarowej konstruowany jest 

na podstawie zbioru ucz�cego w postaci m par (xj, yj) poprzez minimalizacj� sumy 

kwadratów odchyle� (yj
^ 

- yj)
2
 warto�ci prognozowanych (wynikaj�cych z modelu) yj

^
 

od warto�ci zaobserwowanych yj zmiennej zale�nej Y. W przypadku budowania 

zale�no�ci zmiennej Y od jednej zmiennej X taka metoda konstrukcji modelu 

regresyjnego nazywana jest metod� najmniejszych kwadratów. Zalet� tego podej�cia 

jest mo�liwo�� analitycznego wyznaczenia parametrów liniowego modelu regresyjnego 

na podstawie zbioru ucz�cego. Jedna z wa�nych modyfikacji w projektowaniu 

liniowych modeli regresyjnych polega na tym, �e kwadraty odchyle� (yj
^ - yj)

2 

zast�pujemy poprzez warto�ci bezwzgl�dne |yj
^ - yj|. Zamiana taka uniemo�liwia co 

prawda analityczne wyznaczanie parametrów modelu regresyjnego, ale znane s� bardzo 

efektywne procedury iteracyjne słu��ce temu celowi, bliskie programowaniu 

liniowemu. Konstrukcja modeli regresyjnych na podstawie warto�ci bezwzgl�dnych |yj
^ 

- yj| zamiast kwadratów odchyle� (yj
^ - yj)

2  ma zalety np. w postaci zmniejszenia 

wpływu tzw. obserwacji odstaj�cych (ang. outliers) na budowany model  [2].       

W zbiorze ucz�cym {(xj, yj)} o postaci m par (xj, yj), warto�ci yj mog� by� traktowane 

jako pewnego rodzaju wiedza dodatkowa o wektorach cech xj. W wielu zastosowaniach 

praktycznych nie dysponujemy jednak zbiorami ucz�cych z dokładnymi warto�ciami yj 

zmiennej zale�nej Y. Zamiast takich informacji mo�emy dysponowa� wiedz� 

dodatkow� w postaci pewnej liczby relacji porz�dkowych ″xj � xk″ (″xj poprzedza xk″) 

pomi�dzy wybranymi wektorami cech xj i xk [3]. Tego typu relacje ″xj � xk″  mo�na 

tworzy� np. na podstawie faktów o postaci: ″Pacjent Oj reprezentowany za pomoc� 
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wektora cech xj �ył krócej, ni� pacjent Ok reprezentowany za pomoc� wektora xk″. 

Problem budowy modelu regresji rangowej został sformułowany jako wyznaczanie 

takiej kombinacji liniowej cech Xi, która w maksymalnym stopniu zachowuje relacje 

porz�dkowe ″xj � xk″. Konstrukcja liniowego modelu regresji rangowej została oparte 

na sprawdzaniu warunku liniowej separowalno�ci dwu zbiorów ró�nicowych C1  i C0, 

które zostały zbudowane z ró�nic rjk = xj - xk wektorów tworz�cych relacje porz�dkowe 

″xj � xk″. Sprawdzanie liniowej separowalno�ci zbiorów ró�nicowych C1  i C0, 

przeprowadza si� poprzez minimalizacj� wypukłej i odcinkowo liniowej (ang.: convex 

and piecewise linear  - CPL) funkcji kryterialnej. Funkcja kryterialna typu CPL została 

zbudowana w tym przypadku na wektorach ró�nicowych rjk = xj - xk [4]. 

W niniejszej pracy analizowany jest problem konstrukcji modelu regresji przedziałowej 

(ang. interval regression) [5]. W tym przypadku wiedza dodatkowa o wektorach cech xj 

reprezentowana jest w postaci odcinków [yj
-
, yj

+
]. Przyjmujemy tu, �e dokładna warto�� 

yj zmiennej zale�nej Y nie jest znana. Wiemy natomiast, �e  warto�� yj zawarta jest w 

przedziale [yj
-
, yj

+
], tj.: yj

-
 < yj < yj

+
. Modele regresji przedziałowej pojawiaj� si� miedzy 

innymi w kontek�cie analizy prze�ycia (ang. survival analysis)  [6], gdy dysponujemy 

tylko tak� wiedz� dodatkow� o wektorze cech xj, �e  pacjent Oj reprezentowany za 

pomoc� wektora xj �ył po zabiegu dłu�ej ni� yj
- lat a krócej ni� yj

+ lat. Z literatury znana 

jest konstrukcja modeli regresji przedziałowej oparta na metodzie EM (ang. Expectation 

Maximization) [5] W przedstawionej pracy analizowana jest mo�liwo�� 

wykorzystywania funkcji kryterialnych typu CPL w celu konstrukcji modeli regresji 

przedziałowej [7], [8]. 

2  Model liniowej regresji przedziałowej   

W artykule u�ywana jest terminologia z zakresu rozpoznawania obrazów (ang. pattern 

recognition) [2]. Obiekty (zdarzenia, pacjenci) Oj reprezentowane s� tu za pomoc� 

n-wymiarowych wektorów cech xj[n] = [xj1,...,xjn]
T
.  Symbol xj[n] mo�e oznacza� te� 

punkt w n-wymiarowej przestrzeni cech F[n] (xj[n] ∈ F[n]). Poszczególne składowe xji 

wektora xj[n] s� liczbowymi wynikami (xji ∈ R1 lub  xji ∈{0,1}) ustalonych wcze�niej n 

pomiarów dokonanych na obiekcie Oj.  

Bierzemy pod uwag� liniowe (afiniczne) transformacje n-wymiarowych wektorów cech 

x[n] na punkty y linii prostej:    

y  = θ +  w[n]
T
x[n]  =  w′[n+1]

T
x′[n+1]]  (1) 

gdzie θ jest progiem (θ ∈ R1), w[n] = [w1,...,wn]
T jest wektorem parametrów (wag) wi  

(wi∈R
1), w′[n+1] jest poszerzonym (ang. augmented) wektorem parametrów 

(w′[n+1]=[θ, w[n]
T
]

T
=[θ, w1, … , wn]

T
=[w0 w1, … , wn]

T∈R
n+1

), x′[n+1] jest 

poszerzonym wektorem cech (x′[n+1]=[1,x[n]
T
]

T
=[1, x1, … , xn]

T
). 

Parametry w′[n+1] modelu (1) ustalane s� na podstawie zbioru ucz�cego Cm. 

W przypadku regresji przedziałowej zbiór ucz�cy Cm ma poni�sz� struktur�:  

Cm = {xj[n], [yj
-
, yj

+
]},  gdzie  j = 1,….., m  oraz  yj

-
 ≤  yj

+
  (2) 

Transformacja (1) tworzy model liniowej regresji przedziałowej, je�eli w mo�liwie 

najwi�kszym stopniu spełniony jest poni�szy układ nierówno�ci:      
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(∀j ∈ {1,…., m})        yj
- ≤ θ + w[n]Txj[n] ≤ yj

+  (3) 

W literaturze została opisana konstrukcja modeli regresji przedziałowej oparta na 

metodzie EM (ang. Expectation Maximization) [1], [5]. Jest to procedura raczej mało 

efektywna, co ma szczególne znaczenie w przypadku wielowymiarowych wektorów 

cech xj[n]. W przedstawionej pracy analizowana jest mo�liwo�� wykorzystywania 

wypukłych i odcinkowo liniowych funkcji kryterialnych (typu CPL) w celu konstrukcji 

liniowych modeli regresji przedziałowej [7]. 

3 Perceptronowa funkcja kryterialna 

Pierwowzorem funkcji kryterialnych typu CPL jest perceptronowa funkcja kryterialna 

wi�zana z pocz�tkami teorii sieci neuropodobnych (sieci neuronów formalnych) [2]. 

Funkcje kryterialne typu CPL definiowane s� na podstawie koncepcji liniowej 

separowalno�ci dwu zbiorów danych C1  i C0, które zostały zbudowane z wektorów cech 

xj[n] [8].   

Definicja 1: Zbiory ucz�ce C1 i C0 s� liniowo separowalne wtedy i tylko wtedy, gdy 

istnieje taki poszerzony wektor parametrów w
*
[n+1] (1), �e spełniony jest poni�szy 

układ nierówno�ci liniowych: 

                  (∃w*[n+1])  (∀xj[n] ∈ C1)  w
*[n+1]Tx′j[n+1]  > 0   

                                    (∀xj[n] ∈ C0)  w
*
[n+1]

T
x′j[n+1]  < 0 

(4) 

gdzie x′j[n+1] jest poszerzonym wektorem cech (1).   

Dla celów konstrukcji funkcji kary typu CPL układ nierówno�ci (4) modyfikuje si� 

w poni�szy sposób [8]:  

                (∃w
*
[n+1])  (∀xj[n] ∈ C1)  w

*
[n+1]

T
x′j[n+1]  ≥  1   

                                    (∀xj[n] ∈ C0)  w
*
[n+1]

T
x′j[n+1]  ≤ -1 

(5) 

Układy nierówno�ci (4) i (5) s� sobie równowa�ne ze wzgl�du na definicj� liniowej 

separowalno�ci (Def. 1). 

W oparciu o układy nierówno�ci (5) definiowane s� pozytywne funkcje kary 

ϕj
+
(w[n+1]) oraz negatywne funkcje kary ϕj

-
(w[n+1]). Dla ka�dego elementu xj[n] 

zbioru C1 definiowana jest pozytywna funkcja kary ϕj
+
(w[n+1]) [8]:     

            (∀xj[n] ∈ C1)                       

                                          1 - w[n+1]
T
x′j[n+1]       je�eli     w[n+1]

T
x′j[n+1] ≤ 1        

                 ϕj
+
(w[n+1]) =   

                                                            0                  je�eli     w[n+1]Tx′j[n+1] > 1  

 (6) 

Podobnie, dla ka�dego elementu xj[n] zbioru C0 definiowana jest negatywna funkcja 

kary ϕj
-(w[n+1]):     

              (∀xj[n] ∈ C0)                       

                                 1 + w[n+1]
T
x′j[n+1]     je�eli     w[n+1]

T
x′j[n+1] ≥ -1 

                 ϕj
-
(w[n+1]) =   

                 0                  je�eli     w[n+1]Tx′j[n+1] < -1 

 (7) 
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Obie powy�sze funkcje kary ϕj
+(w[n+1]) i ϕj

-(w[n+1]) s� wypukłe i odcinkowo liniowe. 

Perceptronowa funkcja kryterialna Φ(w[n+1]) jest dodatnio wa�on� sum� funkcji kary 

ϕj
+
(w[n+1]) i ϕj

-
(w[n+1]): 

                 Φ(w[n+1]) = Σ αj ϕj
+
(w[n+1]) + Σ αj ϕj

-(w[n+1]) 

                        
                                              j∈J1                                       j∈J0    

(8) 

gdzie αj (αj > 0) jest dodatnim parametrem (cen�) zwi�zan� z wektorem cech xj[n], J1 

jest zbiorem indeksów j wektorów cech xj[n] ze zbioru C1, oraz J0 jest zbiorem 

indeksów j wektorów cech xj[n] ze zbioru C0.   

Perceptronowa funkcja kryterialna u�ywana w teorii sieci neuropodobnych 

i rozpoznawania obrazów ma posta� podobn� do Φ(w[n+1]) (8) [2]. Funkcja kryterialna 

Φ(w[n+1]) (8) jest funkcj� wypukł� i odcinkowo-liniow� jako suma tego typu funkcji 

kary ϕj
+(w[n+1]) (6) i  ϕj

-w[n+1]) (7). Algorytmy wymiany rozwi�za� bazowych, 

zbli�one do programowania liniowego, pozwalaj� znale�� minimum Φ(w
*
) funkcji 

Φ(w[n+1]) (8) w sposób efektywny nawet w przypadku du�ych, wielowymiarowych 

zbiorów C1 i C0 [9]:  

                Φ* = Φ(w*[n+1])  = min Φ(w[n+1])  ≥  0      
                                                                           w[n+1]

 

(9) 

Optymalny wektor parametrów w*[n+1] oraz warto�� minimalna Φ* funkcji kryterialnej 

Φ(w)  (8) mog� by� stosowane w rozwi�zywaniu wielu problemów eksploracyjnej 

analizy danych. W szczególno�ci, wektor w
* 

[n+1] pozwala wyznaczy� 

hiperpłaszczyzn� H(w
*
[n+1]) rozdzielaj�c� zbiory C1 i C0 w sposób optymalny: 

H(w
*
[n+1]) = {x[n+1]∈F[n+2]: w

*
[n+1]

T
x[n+1] = 0}   (10) 

Lemat 1: Warto�� minimalna Φ* 
(9) funkcji kryterialnej Φ(w[n+1]) (8) jest równa zeru 

(Φ*
 = 0) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taki wektor parametrów w

'
[n+1], 

�e hiperpłaszczyzna H(w'[n+1]) dokładnie rozdziela wszystkie wektory cech xj[n] 

ze zbioru C1 oraz C0.  

Dokładne rozdzielenie zbiorów C1 i C0 oznacza, �e ka�dy punkt xj[n] ze zbioru C1 le�y 

po dodatniej stronie hiperpłaszczyzny H(w
*
[n+1]) (10) (tj. w

*
[n+1]

T
xj[n+1] > 0)  

a ka�dy punkt xj[n] ze zbioru C0 le�y po ujemnej stronie H(w*[n+1]) (10) 

(tj. w*[n+1]Txj[n+1] < 0). 

4  Wypukłe i odcinkowo liniowe funkcje kryterialne (typu CPL) 

w regresji przedziałowej  

Funkcj� kryterialnej Φ(w[n+1]) (8) mo�na przystosowa� do układu nierówno�ci 

przedziałowych (3). W tym celu układ ten zmodyfikujemy do postaci podobnej do (4) 

i (5): 

(∀j ∈ {1,…., m})        w[n]
T
xj[n] + θ  ≥  yj

-
  (11) 

                                        oraz                  w[n]
T
xj[n] + θ  ≤  yj

+
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lub u�ywaj�c poszerzonych wektorów cech x′[n+1] i wag w[n+1] (1): 

(∀j ∈ {1,…., m})        w[n+1]
T
x′j[n+1]  ≥   yj

-
  (12) 

                                        oraz                w[n+1]
T
x′j[n+1]  ≤   yj

+
 

Na bazie układu nierówno�ci (12) mo�na sformułowa� problem liniowej 

separowalno�ci dwu zbiorów i zdefiniowa� w poni�szy sposób pozytywne funkcje kary 

φj
+(w[n+1]) podobne do ϕj

+(w[n+1]) (6) oraz negatywne funkcje kary φj
-(w[n+1]) 

podobne do ϕj
-
(w[n+1]) (7):   

(∀j ∈ {1,…., m})   

                                 yj
- 
+ ε - w[n+1]

T
x′j[n+1]  je�eli  w[n+1]

T
x′j[n+1] ≤ yj

- 
+ ε       

         φj
+
(w[n+1]) =   

                                                           0            je�eli  w[n+1]Tx′j[n+1] >  yj
- + ε 

 

 (13) 

                                -yj
+
 + ε+ w[n+1]

T
x′j[n+1]   je�eli w[n+1]

T
x′j[n+1] ≥ yj

+
 - ε       

         φj
-
(w[n+1]) =   

                                                   0                     je�eli  w[n+1]Tx′j[n+1] <  yj
+ - ε 

 (14) 

gdzie nieujemny margines ε (ε ≥ 0) jest zdefiniowany jako równy minimalnej ró�nicy 

yj
+
 -  yj

-
:   

ε = min {yj
+ -  yj

-} 
                                                                                        j 

 (15) 

Rola marginesu ε jest zilustrowana na poni�szym rysunku: 

 

 
Rys. 1: Funkcje kary φj

+
(w[n+1]) (13) i φj

-
(w[n+1]) (14) z marginesem ε spełniaj�cym 

warunek (15) 
Fig. 1: Penalty function φj

+
(w[n+1]) (13) and φj

-
(w[n+1]) (14) with margin ε 

satisfying (15) 

Obie funkcje kary φj
+
(w[n+1]) (13)  i φj

-
(w[n+1]) (14) s� wypukłe i odcinkowo liniowe. 

w[n+1]
T
xj[n+1] yj

-
 yj

+
 

 
yj

-
 + ε yj

+
- ε 

φ
j
+(w[n+1]) φ

j
-(w[n+1]) 
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Interwałowa funkcja kryterialna Ψ(w[n+1]) jest zdefiniowana jako dodatnio wa�ona 

suma (8) funkcji kary φj
+
(w[n+1]) (13) i φj

-
(w[n+1]) (14): 

                 Ψ(w[n+1]) = Σ αj (φj
+(w[n+1]) +  φj

-(w[n+1])) 

         
                                                                     j∈ {1,.....,m}                                        

(16) 

gdzie αj (αj > 0) jest dodatnim parametrem (cen�) zwi�zan� z wektorem cech xj[n]. 

Mo�na zauwa�y�, �e funkcja kryterialna Ψ(w[n+1]) (16) jest funkcj� wypukł� i 

odcinkowo liniow� (typu CPL).  

Algorytm wymiany rozwi�za� bazowych, który jest podobny do programowania 

liniowego, pozwala wyznaczy� minimum funkcji kryterialnej Ψ(w[n+1]) (16) w sposób 

efektywny, nawet w przypadku du�ej liczby m wielowymiarowych wektorów cech xj[n] 

[9].   

                    Ψ* = Ψ(w*[n+1])  = min Ψ(w[n+1])  ≥  0 
                                                                                                              w[n+1]

 

(17) 

Twierdzenie 1: Warto�� minimalna Ψ(w*[n+1]) (17) funkcji kryterialnej Ψ(w[n+1]) 

(16) jest równa zeru wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taki wektor parametrów w∧[n+1], 

który spełnia wszystkie nierówno�ci (3):  

(∀j ∈ {1,…., m})        yj
-  ≤ w∧[n+1]Tx′[n+1]  ≤  yj

+  (18) 

Wektor w*[n+1] tworz�cy minimum Ψ(w*[n+1]) funkcji kryterialnej Ψ(w[n+1]) (16) 

wyznacza optymalny model regresji przedziałowej (1):    

y =  w*[n+1]Tx′[n+1]]  (19) 

Twierdzenie 2: Je�eli warto�� minimalna Ψ(w*[n+1]) (17) funkcji kryterialnej 

Ψ(w[n+1]) (16) jest równa zeru, to wektor w*[n+1] tworz�cy minimum tej funkcji (16) 

spełnia wszystkie nierówno�ci (18). 

Dowód powy�szych dwu twierdze� mo�e by� przeprowadzony w sposób podobny do 

dowodów twierdze� zawartych w ksi��ce [7].  

Minimalizacja funkcji kryterialnej Ψ(w[n+1]) (16) pozwala wyznaczy� wektor 

optymalny w
*
[n+1] nie tylko w tym przypadku gdy Ψ(w

*
[n+1]) = 0, lecz równie� w 

tym przypadku gdy Ψ(w
*
[n+1]) > 0.  W tym ostatnim przypadku, optymalny model 

regresji przedziałowej (19) wyznaczony przez wektor w
*
[n+1] (17) nie spełnia 

wszystkich nierówno�ci (18). 

5 Przykłady zastosowa� modeli regresji przedziałowej 

W przedstawionej pracy opisana została konstrukcja modeli regresji przedziałowej (19) 

oparta na minimalizacji interwałowej funkcji kryterialnej Ψ(w[n+1]) (16) zdefiniowanej 

na podstawie zbioru ucz�cego Cm o strukturze (2). Struktura interwałowego zbioru 

ucz�cego Cm (2) mo�e by� traktowana jako uogólnienie klasycznego regresyjnego 

zbioru ucz�cego, gdy znane s� dokładne warto�ci yj zmiennej zale�nej. W takim 

przypadku mamy równo�ci:      



�
�	0	
� �*
� � ���
50
��3��0 �
���� �0��� 5� �/	���� ��	�6
� /��

��!�0.�/�*	��3���7����

  115 

(∀j ∈ {1,…., m})        yj
-  =  yj

+  (20) 

Tak wi�c opisana konstrukcja mo�e by� stosowana równie� do budowy liniowych 

modeli regresyjnych na podstawie klasycznych regresyjnych zbiorów ucz�cych.   

Mo�e to mie� szczególne znaczenie zwłaszcza wtedy, gdy pojawiaj� si� trudno�ci 

z klasyczn� konstrukcj� modelu liniowej regresji wielowymiarowej na podstawie 

minimalizacji sumy kwadratów odchyle� (yj
^ 
- yj)

2 
z powodu pojawienia si� osobliwo�ci 

(braku odwracalno�ci) odpowiednich macierzy typu kowariancji. Trudno�ci tego typu 

pojawiaj� si� m.in. wtedy, liczba m wektorów cech xj[n] jest mała w porównaniu z ich 

wymiarem n  (m << n).  Przykładowo, zbiory dane genetycznych charakteryzuj� si� 

cz�sto tak�  wła�ciwo�ci�, �e m << n. Minimalizacja  interwałowej funkcji kryterialnej 

Ψ(w[n+1]) pozwala wyznacza� modele regresji przedziałowej (19) zarówno 

dla przypadku gdy liczba m wektorów cech xj[n] jest du�a jak równie� gdy jest mała 

w porównaniu z wymiarem n . 

Modele regresji przedziałowej (19) mog� mie� szczególnie du�e znaczenie w przypadku 

wyst�powania danych cenzorowanych (danych z brakami) pojawiaj�cych si� 

w kontek�cie analizy prze�ycia (ang. survival analysis) [6]. Dane cenzorowane maj� 

struktur� przedziałowego zbioru ucz�cego Cm (2) z dodatkowym warunkiem, 

�e przedział jest nieograniczony z jednej strony (yj
- 
 = -∞, lub yj

+
 = ∞):    

(∃j ∈ {1,…., m})        {xj[n], [-∞, yj
+]}  (21) 

lub 

(∃j ∈ {1,…., m})        {xj[n], [yj
-
, ∞]}  (22) 

W przypadku (21) mówimy o lewostronnym cenzorowaniu danych  (np. pacjent Oj 

reprezentowany za pomoc� wektora xj[n] �ył po zabiegu nie dłu�ej ni� yj
+
 lat) [6]. 

W przypadku (22) mówimy o prawostronnym cenzorowaniu danych  (np. pacjent Oj 

reprezentowany za pomoc� wektora xj[n]  �ył po zabiegu nie krócej ni� yj
-
 lat). Model 

liniowej regresji przedziałowej (19) mo�e by� zbudowany wył�cznie na danych 

cenzorowowanych (21) lub (22). Model (19) mo�e by� u�ywany w prognozowaniu, 

w tym przypadku pozawala on przewidywa� czas �ycia nowego pacjenta O0 

reprezentowanego za pomoc� wektora cech x0[n].  

6 Uwagi ko�cowe 

Zbiory ucz�ce Cm typu interwałowego (2) pojawiaj� si� w wielu zagadnieniach 

praktycznych. Zbiory tego typu pojawiaj� si� mi�dzy innymi w warunkach 

nieprecyzyjno�ci pomiarów, co na ogół wyst�puje w praktyce. Je�eli zmienna zale�na Y 

mierzona jest na obiekcie Oj nieprecyzyjnie, to naturalnym przedstawieniem wyniku 

takiego pomiaru mo�e by� przedział liczbowy [yj
-, yj

+], gdzie liczba yj
- ogranicza 

nieznan� warto�� zmiennej Y od dołu, natomiast liczba yj
+ 

ogranicza t� warto�� od góry. 

W tym aspekcie, konstrukcja liniowych modeli regresyjnych na bazie interwałowych  

zbiorów ucz�cych Cm (2) mo�e mie� znacz�ce praktyczne  zastosowania. 

Szczególnie interesuj�cym obszarem zastosowa� interwałowego projektowania modeli 

regresyjnych (19) jest analiza prze�ycia (ang. survival analysis) [6]. W tym przypadku, 

projektowanie prognostycznych modeli regresyjnych (19) odbywa si� poprzez 
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minimalizacj� wypukłych i odcinkowo liniowych (typu CPL) funkcji kryterialnych 

Ψ(w[n+1]) (16) definiowanych na zbiorach ucz�cych Cm (2) z przedziałami [yj
-
, yj

+
] 

ograniczonymi tylko z jednej strony ([-∞, yj
+] (21) ) lub [yj

-, ∞] (22)). Analiza prze�ycia 

jest standardowo stosowana przy ocenie ryzyka zwi�zanego ze stosowaniem nowych 

leków lub nowych sposobów terapii w medycynie. Metody analizy prze�ycia  stosuje 

si� jednak równie� w innych obszarach, np. w zagadnieniach ekonometrycznych przy 

prognozowaniu działalno�ci, rozwoju i upadku poszczególnych firm [10].    

Model Cox’a gra obecnie fundamentaln� rol� w konstrukcji modeli prognostycznych na 

bazie cenzorowanych  danych i przy rozwi�zywaniu wielu praktycznych problemów 

metodami analizy prze�ycia [9]. Proponowana w tej pracy konstrukcja modeli 

prognostycznych bazuj�ca na minimalizacji wypukłych i odcinkowo liniowych (typu 

CPL) funkcji kryterialnych Ψ(w[n+1]) (16) mo�e by� traktowana jako rozwi�zanie w 

pewnych aspektach konkurencyjne wzgl�dem rozwi�za� opartych na modelu Cox’a. 

Do najwa�niejszych zalet proponowanej  metody jest efektywno�� obliczeniowa 

algorytmów wymiany rozwi�za� bazowych stosowanych minimalizacji funkcji 

Ψ(w[n+1]) (16) [8]. Innym wa�nym aspektem proponowanej metody jest mo�liwo�� 

wkomponowania procesu selekcji cech w proces minimalizacji funkcji Ψ(w[n+1]) (16). 

Zaproponowana ostatnio metoda selekcji cech o nazwie relaksowana separowalno�� 

liniowa (ang. relaxed linear separabilty) [11] pozwala no wydobywanie zestawów cech 

o najwi�kszym wpływie na prognozowany proces. Posłu�yło to m.in. przy próbach 

identyfikacji zestawów genetycznych czynników zwi�kszaj�cych ryzyko pojawienia si� 

chorób nowotworowych. 
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Streszczenie 

Wielowymiarowe modele regresyjne s� u�ywane dla celów prognozowania. Parametry 

takich modeli  estymowane s� na podstawie zbioru wektorów cech grupuj�cych 

warto�ci zmiennych niezale�nych oraz warto�ci zmiennej zale�nej. W wielu wa�nych 

zastosowaniach dokładne warto�ci zmiennej zale�nej nie mog� by� okre�lone a znane s� 

tylko przedziały, które zawieraj� te warto�ci. W takich przypadkach stosuje si� metody 

regresji przedziałowej. W pracy opisana jest konstrukcja liniowych modeli regresyjnych 

oparta na minimalizacji wypukłych i odcinkowo liniowych funkcji kryterialnych (typu 

CPL), które s� zdefiniowane na przedziałowych zbiorach ucz�cych. 

Linear prognostic models  

based on interval regression  

with the CPL criterion functions 

Summary 

Multivariate regression models are used for the prognosis purposes. Parameters of such 

models are estimated on the basis of feature vectors (independent variables) combined 

with values of response (target) variable. The exact values of response variable can be 

not determined exactly in some important applications. For example, the values 

of response variable can be censored and given as intervals. The interval regression 

approach has been proposed for designing prognostic tools in such circumstances. 

The possibility of using the convex and piecewise linear (CPL) functions for designing 

interval regression models is examined in the paper. 
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