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Efektywne metody identyfikacji 
w in�ynierii kolejowej 

1 Wst�p 

Skuteczne metody identyfikacji parametrów w modelowaniu układów rozpatrywanych 

w in�ynierii kolejowej znajduj� zastosowania zarówno w eksploatacji jak 

i w projektowaniu pojazdów szynowych [8]. Przedstawione w tej pracy wyniki bada� 
nad opracowaniem efektywnych metod identyfikacji dotycz� zagadnie� polowych 

opisanych cz�stkowymi równaniami ró�niczkowymi drugiego rz�du (układy 2-D). 

Szczególn� uwag� po�wi�cono zagadnieniu identyfikacji �ródeł pola. Znalezienie 

rozwi�za� zagadnie� identyfikacji �ródeł ma du�e znaczenie praktyczne, gdy� cz�sto z 

powodu braku mo�liwo�ci dokładnych pomiarów albo utrudnie� w dost�pie do wn�trza 

układu, trudno jest uzyska� wystarczaj�c� liczb� danych pomiarowych potrzebnych do 

bezpo�redniego okre�lenia poło�enia i intensywno�ci �ródeł wytwarzaj�cych dane pole. 

Dlatego wiedza oparta na mo�liwych do uzyskania danych pomiarowych musi zosta� 
wsparta specjalnym aparatem matematycznym. Poniewa� w modelowaniu układów 

dynamicznych zagadnienie identyfikacji stanowi problem odwrotny, który zawiera si� 
w klasie problemów niepoprawnie sformułowanych, uzyskane rozwi�zania mog� by� 
niestabilne [2]. Zatem metody obliczeniowe identyfikacji powinny by� tak 

skonstruowane, aby zapewniały stabilizacj� wyników rozwi�zania. W celu 

ustabilizowania wyników opracowane metody obliczeniowe rozwi�zania zagadnienia 

identyfikacji zostały uzupełnione o odpowiednie procedury stabilizacyjne. 

Do najbardziej znanych metod stabilizacji wyników rozwi�za� problemów odwrotnych 

nale�y metoda regularyzacji, np. metoda Tichonowa [13]. Ustabilizowanie wyników 

uzyskuje si� tak�e sposobem samoregularyzacji. Efektywn� metod� samoregularyzacji 

jest procedura aproksymacyjna wykorzystuj�ca metod� interpolacji Sheparda [1]. 

We wcze�niejszych pracach autorów [8, 9, 10, 11, 12] przedstawiono metody 

numeryczne wykorzystuj�ce w konstrukcji algorytmów narz�dzia obliczeniowe 

zbudowane z poj�� i formuł stosowanych w analizie kombinatorycznej uzupełnione 

o procedur� samoregularyzacji skonstruowan� w oparciu o metod� Sheparda, która 
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posiada własno�ci regularyzacyjne. W niniejszej pracy zaprezentowano inny sposób 

identyfikacji �ródeł, a mianowicie przez rozwi�zanie zagadnienia optymalizacji 

z u�yciem funkcjonału mocy. W tym przypadku podstawowym zagadnieniem 

obliczeniowym jest znalezienie ekstremum funkcjonału dla dyskretnych warto�ci 

funkcji �ródłowej. Funkcjonał mocy wykorzystywany do rozwi�zywania zagadnie� 
obwodowych w elektrotechnice został zaadaptowany do rozwi�zania zagadnienia 

identyfikacji �ródeł w układach opisanych równaniem Poissona. Poniewa� opracowane 

algorytmy obliczeniowe metody identyfikacji odnosz� si� do pól opisanych równaniem 

Poissona, to przy badaniu układów rozpatrywanych w in�ynierii kolejowej opracowana 

metoda mo�e znale�� zastosowania w modelowaniu zagadnie� wytrzymało�ciowych 

i cieplnych takich, jak przykładowo: identyfikacja parametrów napr��e� dla skr�cania 

szyny kolejowej przy wymuszeniach siłowych oraz identyfikacja �ródeł ciepła w szynie 

spowodowanych kontaktem tocznym [8, 9]. 

2 Metody identyfikacji �ródeł 
 

Rozpatrywany układ jest opisany równaniem Poissona [5] ze znanymi warunkami 

brzegowymi u |Γ na brzegu � badanego obszaru 

 ),(
),(),(

2

2

2

2

yxf
y

yxu

x

yxu
=+

∂

∂

∂

∂
,  (1) 

gdzie: x ∈ (0, lx), y ∈ (0, ly), u = u(x, y) ∈R
2 

– funkcja polowa, f = f(x, y) ∈R
2
 – funkcja 

rozkładu �ródeł (funkcja �ródłowa). 

Rozwi�zanie zagadnienia identyfikacji �ródeł pola opisanego równaniem (1) polega 

na wyznaczeniu funkcji rozkładu �ródeł, co stanowi problem odwrotny. Aby rozwi�za� 
ten problem numerycznie nale�y przybli�y� ci�gły opis układu modelem dyskretnym. 

W tym celu nale�y zamieni� zmienne ci�głe na dyskretne, co w przypadku prostok�tnej 

siatki podziału badanego obszaru o wymiarach lx × ly zapisujemy w postaci nast�puj�cej 

zale�no�ci x = ih, i = 0, 1, 2, ... , M, y = jh, j = 0, 1, 2, ... , N, M = lx/h , N = ly/h, h – 

długo�� kroku dyskretyzacji. W zmiennych dyskretnych przybli�enie równania 

ró�niczkowego (1) równaniem ró�nicowym za pomoc� schematu ró�nic sko�czonych 

[5] sprowadza si� do uzyskania układu równa� algebraicznych wi���cych warto�ci 

funkcji polowej u i �ródłowej f w w�złach siatki w nast�puj�cy sposób 
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 i = 1, 2, ... , M,  j = 1, ... , N  

gdzie: ui ,j = u(i, j), qi, j = q(i, j). 

Warunki brzegowe dla równania (2) przyjmuj� posta� 

 u(0, j) = U0(j),     u(M, j) = UM(j),                    j = 0, 1, ... , N 

 u(i, 0) = U0(i),     u(i, N) = UN(i),                     i = 0, 1, ... , M. 

Dla modelu dyskretnego rozwi�zanie zagadnienia identyfikacji �ródeł polega na 

wyznaczeniu dyskretnych warto�ci funkcji �ródłowej q(i,j). Efektywn� metod� 
obliczeniow� identyfikacji �ródeł w układach 2-D jest symulacyjna metoda 

identyfikacji [12]. Metoda ta skonstruowana została przy u�yciu symulacji 

komputerowych w oparciu o narz�dzia obliczeniowe skonstruowane z wykorzystaniem 
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poj�� i terminów z zakresu nowoczesnej analizy kombinatorycznej, jak zmodyfikowane 

trójk�ty obliczeniowe generuj�ce współczynniki monicznych wielomianów pot�gowych 

[6]. 

3 Optymalizacja przy pomocy funkcjonału mocy 

Oryginalnym sposobem identyfikacji �ródeł pola jest identyfikacja przez wyznaczenie 

rozwi�zania zagadnienia optymalizacji jako ekstremum funkcjonału mocy. Dla układu 

2-D w odniesieniu do ró�nicowej postaci równania Poissona (2), funkcjonał mocy 

mo�na zdefiniowa� nast�puj�co [7] 

( ) ( ) ( ) ( )� �
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Funkcjonał w postaci powy�szej formuły (3) został nazwany funkcjonałem mocy przez 

analogi� do rozwi�zania zagadnienia obwodowego w elektrotechnice [4]. Je�li zamiast 

siatki prostok�tnej dyskretyzuj�cej badany obszar rozpatrzona zostanie sie� 
rezystancyjna, to wówczas funkcjonał mocy okre�la moc w obwodzie. W przypadku 

sieci rezystancyjnej zawieraj�cej oporniki jednakowej konduktancji G=R
-1

, funkcjonał 

mocy dla sieci o w�złach w punktach (i-1, j), (i, j), (i, j+1), (i, j-1), (i+1, j) przybiera 

posta� 

Fi, j = ( ) ( ) ( ) ( )[ ] jijijijijijijijijiji IVVVVVVVVVG ,,
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gdzie Ii, j oznacza nat��enie pr�du �ródła pr�dowego doł�czonego w punkcie (i, j),Vi, j – 

napi�cie w punkcie (i, j), Vi+1, j – napi�cie w punkcie (i+1, j), Vi, j+1 – napi�cie w punkcie 

(i, j+1), Vi, j-1 – napi�cie w punkcie (i, j-1), kwadraty ró�nic napi�� zostały uzyskane 

z podstawienia w miejsce odpowiedniego pr�du płyn�cego mi�dzy s�siednimi w�złami 

iloczynu konduktancji i ró�nicy odpowiednich napi��. 

Funkcjonał mocy (4) jest skonstruowany z dwóch składowych. Pierwsza składowa jest 

okre�lona jako połowa sumy mocy elementów pasywnych, a druga składowa - moc� 
�ródła pr�dowego wyst�puj�cego w obwodzie. Przyjmuj�c G = 1S, qi,j = Ii, j, ui,j = Vi, j 

oraz sumuj�c po indeksach i, j otrzymujemy wyra�enie (3). Po wyznaczeniu z równania 

(2) potencjałów „po�rednich”, tzn. słu��cych do oblicze� po�rednich przy znanych 

warto�ciach potencjałów na brzegu obszaru i przez podstawienie ich do równania (3) 

uzale�niono funkcjonał mocy od warto�ci �ródeł, które stanowi� zmienne niezale�ne. 

Optymalizacja za pomoc� funkcjonału mocy (3) polega na minimalizacji funkcjonału F 

dla dyskretnych warto�ci qi,j. W poj�ciach rzeczywistego funkcjonału kwadratowego F 

= F(q1, q2, … qn), gdzie n – ilo�� �ródeł, poszukiwany zestaw �ródeł q1
*
 q2

*
, … qn

*
 

wyznacza si� jako punkt stacjonarny funkcjonału przez obliczenie jego gradientu 

i przyrównaniu go do zera 

 F∇ = 0.  (5) 

Funkcjonał kwadratowy mo�e zosta� przedstawiony w postaci macierzowej nast�puj�co 
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 F = A0 + B
t
q + 

2

1
q

t
Cq,  (6) 

gdzie górny indeks t oznacza transpozycj�, A0 i składowe wektora B stanowi� wyrazy 

skalarne, a macierz C jest macierz� kwadratow�. 

Stosuj�c reguł� obliczania gradientu funkcjonału kwadratowego [14], wyznaczamy 

gradient funkcjonału w postaci  

 F∇ = B + Cq. (7) 

Porównuj�c gradient (7) do zera wyznaczamy punkt stacjonarny funkcjonału mocy F 

 q
*
 = − C

-1
B. (8) 

Znaj�c szczegółow� posta� funkcjonału (6) mo�na wyznaczy� jego punkt stacjonarny w 

oparciu o zale�no�� (8), a tym samym uzyska� rozwi�zanie zagadnienia identyfikacji 

�ródeł. 

W pracach z zakresu elektrotechniki [4, 14] funkcjonał mocy zastał u�yty do opisu 

stanu sieci rozgał�zionej, a znalezienie punktu stacjonarnego funkcjonału słu�yło 

do wyznaczenia warto�ci potencjałów w w�złach niezale�nych. W celu ustalenia 

szczegółowej postaci funkcjonału mocy do opisu elementów tworz�cych obwód 

elektryczny zastosowano transformat� Laplace’a oraz wykorzystano poj�cia impedancji 

Zp(s) i admitancji Yp(s) = Zp
-1

(s) operatorowej. Przedstawiaj� one elementy pasywne 

odpowiednio ze sob� poł�czone w poszczególnych gał�ziach obwodu w uzale�nieniu 

od uogólnionej cz�stotliwo�ci zespolonej s =σ + jω. W przypadku ogólnym, w którym 

wyst�puje lg gał�zi oraz lw w�złów niezale�nych transformaty napi�cia i pr�du zwi�zane 

z dan� impedancj� s� przedstawione w postaci zale�no�ci 

 Up(s) = Zp(s)Ip(s). (9) 

Pr�dy �ródeł napi�ciowych Eq(s) s� oznaczone jako Iq(s), q = 1, 2, … , lg, pr�dy �ródeł 

pr�dowych Ih(s), h = 1, 2, … , lg, a napi�cia na ich zaciskach Uh(s), h = 1, 2, ... , lg. 

W celu uwzgl�dnienia struktury stosuje si� strukturalne macierze: w�złow� W 

i oczkow� O, które przemno�one odpowiednio przez wektor pr�dów gał�ziowych I(s) = 

[ ] gl

p sI 1)(  ub wektor napi�� gał�ziowych U(s) = [ ] gl

p sU 1)(  daj� nast�puj�ce równania 

 WI(s) = 0 , (10) 

 OU(s) = 0 . (11) 

Funkcjonał mocy F tworz� dwie składowe skalarne, składowa pasywna FP oraz 

składowa �ródłowa F� zwi�zane relacj�  

 F = FP + F� .  (12) 

Pierwsza składowa FP jest okre�lona jako polowa sumy wszystkich elementów 

pasywnych w obwodzie 

 FP = �
=

lp

k

kk sIsU

1

)()(
2

1
,  (13) 

gdzie lp oznacza liczb� elementów pasywnych w sieci reprezentowanych przez 

impedancj� Zk(s) = 1, 2, … , lp. 
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Druga składowa F� jest okre�lona moc� tylko cz��ci �ródeł wyst�puj�cych w danym 

obwodzie. Zale�y ona od rodzaju wyznaczanych sygnałów w sieci, tzn. zale�y od tego, 

czy wyznaczane s� potencjały w�złów niezale�nych, czy te� tylko pr�dy w cieciwach. 

W przypadku wyznaczania potencjałów w�złów niezale�nych otrzymujemy 

 F� = − �
=

ml

l



l
sIsU

1

)()( , (14) 

gdzie lm oznacza ilo�� �ródeł pr�dowych, U�l(s),  I�l(s), l= 1, 2, ... , lm s� zwi�zane tylko 

ze �ródłami pr�dowymi w obwodzie. 

W przypadku wyznaczania pr�dów ci�ciwowych składow� �ródłow� funkcjonału mocy 

okre�lamy nast�puj�co 

 F� = − �
=

hl

l

qq sIsE

1

)()( , (15) 

gdzie lh oznacza ilo�� �ródeł napi�ciowych, a Eq(s) oraz Iq(s), q = 1, 2, ... , lh s� 
sygnałami zwi�zanymi tylko ze �ródłami napi�ciowymi w obwodzie. 

Pami�taj�c o tym, �e w stanie nieustalonym wszystkie sygnały s� transformatami 

laplasowskimi odpowiednich sygnałów rzeczywistych, argument s pomini�to 

w dalszych zapisach. Przykładem zastosowania funkcjonału mocy do wyznaczenia 

stanu sieci jest obliczenie sieci rezystancyjnej w stanie stałym w czasie utworzonej 

z lg = 4 gał�zi posiadaj�cej lw = 2 w�złów niezale�nych, w pierwszej gał�zi jest 

wł�czone �ródło o stałym napi�ciu E1, a do gał�zi zawieraj�cej opór R4 jest wł�czone 

�ródło pr�dowe o nat��eniu I5 [4]. Dla takiej sieci wyznaczamy stałe w czasie 

potencjały w�złowe V1, V2. Stosuj�c wzory (12), (13), (14) otrzymujemy 

 F = 
2

1
[G1(E1 − V1)

2
 + G2V1

2
 + G3(V1 − V2)

2
 + G4V2

2
] − V2I5 ,  (16) 

gdzie Gk =Rk
-1

, k = 1, 2, 3, 4. 

Dla danych warto�ci G1 = G2 = G3 = G4 = 1S, E1 = 10V oraz I5 = 5A funkcjonał (16) 

zapisujemy w postaci macierzowej jako form� kwadratow� 

 F= 50 + [− 10, −5] �
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Punkt stacjonarny funkcjonału (17) mo�na wyznaczy� korzystaj�c ze wzoru (8) jako 
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W punkcie swego minimum (V1= 5V, V2 = 5V) funkcjonał mocy osi�ga warto�� min F = 

12,5 W, co jest równe ró�nicy polowy mocy kompletnych gał�zi z elementami 

pasywnymi i mocy idealnego �ródła pr�dowego w stanie równowagi analizowanej sieci. 
 

Adaptuj�c koncepcj� funkcjonału mocy z zagadnienia obwodowego do modelu 

dyskretnego układu 2-D opisanego równaniem Poissona (2), identyfikacja �ródeł przez 
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wyznaczanie punktu stacjonarnego funkcjonału mocy (3) zostanie zilustrowana 

na przykładach. 

 

Przykład 1 

Dla układu 2-D przyjmujemy dyskretyzacj� badanego obszaru siatk� kwadratow� dla N 

= M = 2. Potencjał po�redni u(1, 1) = V1, a potencjały graniczne oznaczymy jako V2, V3, 

V4, V5. 

Wówczas funkcjonał mocy zgodnie ze wzorem (3) mo�emy zapisa� w postaci 

F = 
2

1
[(V1 − V2)

2
 + (V1 – V3)

2
 + (V1 – V4)

2
 + (V1 – V5)

2
] V1q1. 

Po przybli�eniu równania Poissona schematem ró�nic sko�czonych, otrzymane 

równanie ró�nicowe przyjmuje nast�puj�c� posta� 

V5 − 2V1 + V3 + V4 − 2V1 + V2 = q1, sk�d wyznaczamy potencjał po�redni V1 = 
4

1
(V2 + 

V3 + V4  + V5 − q1). 

Po podstawieniu V1(q1) do wzoru na F i pogrupowaniu wyrazów z odpowiednimi 

pot�gami q1 otrzymujemy 

F = A − 
4

1
(V2 + V3 + V4  + V5)q1 + 

8

3
q1

2
, gdzie A – wyraz wolny. 

1
dq

dF
= − 

4

1
(V2 + V3 + V4 + V5) + 

4

3
q1 = 0 

q1
*
 = 

3

1
(V2 + V3 + V4 + V5). 

 

Przykład 2 

Dla układu 2-D i przyjmujemy dyskretyzacj� badanego obszaru siatk� kwadratow� 
dla N = M = 3. Potencjały po�rednie poło�one w w�złach wewn�trznych oznaczymy 

przez V1, V2, V3, V4, warto�ci znanych potencjałów brzegowych przez V5, V6, V7, V8, V9, 

V10, V11, V12, natomiast nieznane warto�ci funkcji �ródłowej przez q1, q2, q3, q4. 

Dla powy�szych oznacze� ró�nicowe równanie przybli�aj�ce równanie ró�niczkowe 

Poissona przyjmuje w zapisie macierzowym nast�puj�c� posta� 
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Funkcjonał mocy zgodnie ze wzorem (3) przyjmuje posta� 

F = 
2

1
[(V1–V5)

2
 + (V1–V12)

2
 + (V1–V2)

2
 + (V1–V3)

2
 + (V3–V6)

2
 + (V3–V7)

2
 + (V3–V4)

2
 + 

(V4–V8)
2
 + (V4–V2)

2
 + (V4–V9)

2
 + (V2–V10)

2
 + (V2–V11)

2
] − V1q1 − V2q2 − V3q3 − V4q4. 

Funkcjonał mocy przedstawiony przez powy�sze wyra�enie odznacza si� specyficznymi 

cechami: w nawiasach kwadratowych znajduje si� 12 członów, które odpowiadaj� 
dwunastu odcinkom ł�cz�cym 12 w�zły siatki, natomiast poza nawiasami znajduj� si� 
cztery składniki odpowiadaj�ce 4 w�złom, w których znajduj� si� poszukiwane �ródła. 

Gdy wprowadzimy oznaczenia 
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Po podstawieniu warto�ci potencjałów po�rednich do wzoru na funkcjonał mocy 

otrzymamy funkcjonał w postaci formy kwadratowej 

F = A0 + [B1, B2, B3, B4]
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4 Metoda identyfikacji za pomoc� funkcjonału mocy  

w układach 1-D 

Sposób identyfikacji �ródeł w układach 1-D za pomoc� funkcjonału mocy zostanie 

zaprezentowany w odniesieniu do zagadnie� cieplnych. Jako układ badawczy przyj�to 

pr�t oddaj�cy ciepło do otoczenia z uwzgl�dnieniem konwekcji. Tego typu układ w 

praktyce mo�e stanowi� np. kabel �yłowy. Przy zało�eniu, �e długo�� l badanego pr�ta 

jest znacznie dłu�sza od jego �rednicy 2r << l mo�emy badany układ przybli�y� 
modelem 1-D. Ciepło w pr�cie jest generowane przez pr�d stały o nat��eniu I, 

rezystancja liniowa, tzn. na jednostk� długo�ci pr�ta wynosi R0 = Rc/l [Ω/m], gdzie 

Rc=ρl/S oznacza rezystancj� całkowit�, ρ - rezystywno�� materiału, a S - pole przekroju 
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poprzecznego. Przyj�to, �e dla badanego układu dominuje przewodzenie wzdłu� pr�ta, 

tzn. 
r

T

∂

∂
 = 0. Zagadnienie przewodzenia cieplna w badanym układzie jest opisane 

równaniem przewodnictwa cieplnego w stanie ustalonym 

 )(2
02

2

pTTIR
dx

Td
S −=+ αλ  ,   (19) 

gdzie T = T(x) to temperatura w funkcji odległo�ci od kra�ca pr�ta o temperaturze T0 

wzdłu� jego długo�ci, Tp oznacza temperatur� powietrza, α = const �



�
�
�

�

Cm

W
o

 - 

współczynnik konwekcji, a λ �



�
�
�

�

Cm

W
o

 - przewodno�� ciepln� na jednostk� długo�ci. 

Podstawiaj�c λ0 = Sλ oraz wprowadzaj�c now� zmienn� Ta = T - Tp oznaczaj�c� ró�nic� 
mi�dzy temperatur� w pr�cie i powietrzu, równanie przewodnictwa (19) mo�na zapisa� 
w postaci 

 a
a TI

R

dx

Td

0

2

0

0

2

2

λ

α

λ
=+  (20) 

Po wprowadzeniu oznacze� 
0

0

λ

R
 = q(x)I

2
, 

0λ

α
 = g oraz zaniedbuj�c indeks a równanie 

(20) zapisujemy w postaci 

 gTIxq
dx

Td
=+ 2

2

2

)(  . (21) 

Przybli�enie ró�nicowe powy�szego równania ró�niczkowego (11) przy kroku 

dyskretyzacji o długo�ci h = ∆x = 
N

l
 i po zamianie zmiennych ci�głych na dyskretne 

xk=kh, k = 1, …, N daje równanie ró�nicowe w postaci  

 Tk+1 − 2Tk + Tk-1 + h
2
qk = h

2
 gTk ,  (22) 

które po wprowadzeniu oznacze� dla �ródeł ciepła qk = h
2
qk  oraz p = h

2
g mo�na 

zapisa� w postaci 

 Tk+1 – 2(p + 1)Tk + Tk-1 + qk = 0 . (23) 

Jako warunki brzegowe przyjmujemy znane temperatury na ko�cach pr�ta, czyli 

w punktach granicznych, które dla kroku h = l/10 oznaczamy T0 = A, T10 = B. 

Temperatury w w�złach wewn�trznych T1, T2, … , T9 nie s� znane. Funkcjonał mocy 

dla badanego układu skonstruowany w oparciu o wzór (3) ma posta� 

 F = ( )� �
=+= =

−−
9

0,1

9

1

2

2

1

llk k

kklk TqTT  . (24) 

Poszukiwane �ródła q1, q2, … , q9 jako punkt stacjonarny funkcjonału (14) mo�na 

wyznaczy� przez przyrównanie gradientu funkcjonału do zera 
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 0=
∂

∂

kq

F
 , k = 1, 2, … , 9.    (25) 

Aby dokona� ró�niczkowania (25) nale�y uzale�ni� temperatury po�rednie T1, T2, …, T9 

od �ródeł q1, q2, … , q9, według (23), co mo�na zapisa� w sposób macierzowy 

 

�
�
�
�
�
�




�

�
�
�
�
�
�

�

�

+

�
�
�
�
�
�




�

�
�
�
�
�
�

�

�

=

�
�
�
�
�
�




�

�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�




�

�
�
�
�
�
�

�

�

+−

−+−

−+−

−+

10

0

9

3

2

1

9

3

2

1

...

0

0

......

21...00

...............

01210

00121

0...012

T

T

q
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p

p

p
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.  (26) 

W sposób rekurencyjny zale�no�� Tk(q1, q2, … , qk) mo�e zosta� wyznaczona przy 

u�yciu wielomianów monicznych Pk(p) o współczynnikach okre�lonych przez 

zmodyfikowany trójk�t liczbowy MTL [10]. Moniczny wielomian okre�lony wzgl�dem 

x∈R generuj�cy zmodyfikowany trójk�t liczbowy MTL jest zdefiniowany za pomoc� 
wyra�enia rekurencyjnego w nast�puj�cej postaci 

 Pn+2(x) = (2 + x)Pn+1(x) − Pn(x) , n = 0, 1, 2, ... , P0(x) = 0 oraz P(x) = 1  (27) 

sk�d  

 Pn(x) = �
=

n

r

r
rn xb

0
, ,  n = 0, 1, 2, …  ,  (28) 

 bn, r = 2bn-1, r + bn-1, r-1 − bn-2, r ,    b0, 0 = 0 oraz b1, 0 = 1, n = 0, 1, 2, ... , 0 nr ≤≤ . (29) 

Zmodyfikowany trójk�t liczbowy MTL przyjmuje posta� podan� w tab. 1. 

Tab. 1. Zmodyfikowany trójk�t liczbowy MTL 

Tab. 1. Modified numerical triangle 

               r           0       1       2       3       4       5      6 …  Suma  

        n                                                                          liczb w wierszu 

        0                 0                                                                   0 

        1                 1                                                               1 

        2                 2      1                                                            3 

        3                 3      4       1                                                       8 

        4                 4    10       6      1                                          21 

        5                 5    20     21      8        1                                   55 

        6                 6    35     56    36      10       1                         144 

       ...                ...     ...    ...       ...        ...      ...    ...   ...               ... 
 

Sumy liczb w poszczególnych wierszach trójk�ta MTL s� wyrazami ci�gu Fibonacci'ego 

z nieparzystymi indeksami. 

Wprowadzaj�c wielomiany moniczne Pk(p) do równania (23) mo�na otrzyma� formuł� 
słu��c� do wyznaczenia temperatury w k-tym w��le: 

 Tk = Pk(p)T1 − Pk-1(p)T0 + Pk-2 q1 + Pk-3 q2 + … + P1qk-1 (30) 

Podstawiaj�c k = 10 do wzoru (17) mo�na wyznaczy� temperatur� w w��le 1 
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 T1 = 
)(

...)()(

10

91189

pP

qPqpPApPB −−−+
, (31) 

natomiast warto�� temperatury w w��le wewn�trznym k mo�na przedstawi� w postaci 

nast�puj�cej formuły 

 Tk = PkT1 − Pk-1A + �
−

=

+−

1

1

1

k

l

llk
qP  . (32) 

5 Wnioski 

Przedstawiony w pracy oryginalny sposób identyfikacji �ródeł pól za pomoc� skalarnej 

funkcji zwanej funkcjonałem mocy jest przykładem wykorzystania analogii zagadnie� 
wyst�puj�cych w elektrotechnice i in�ynierii kolejowej. Opracowana metoda 

identyfikacji �ródeł zalicza si� do metod intuicyjnych, które opieraj� si� na pewnych 

strukturach ekwiwalentnych wyznaczanych na podstawie do�wiadczenia danego 

specjalisty. Podej�cie to jest przykładem wykorzystania w praktyce bardziej ogólnych 

metod odwołuj�cych si� do podstawowych zasad obowi�zuj�cych w fizyce, jakimi s� 
zasada zachowania energii czy zasady termodynamiki. Opracowana metoda 

identyfikacji �ródeł mo�e znale�� zastosowania w rozwi�zywaniu praktycznych 

zagadnie� in�ynierii kolejowej takich, jak np. identyfikacja parametrów napr��e� 
dla skr�cania szyny kolejowej przy wymuszeniach siłowych oraz identyfikacja �ródeł 

w �ladzie cieplnym w szynie spowodowanych kontaktem tocznym [8, 9, 10]. 
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Streszczenie 
 

Przedstawione w pracy wyniki dotycz� opracowania efektywnych metod identyfikacji 

�ródeł pól w układach b�d�cych przedmiotem bada� w in�ynierii kolejowej. 

Zaprezentowano oryginaln� metod� identyfikacji �ródeł polegaj�c� na wyznaczeniu 

punktu stacjonarnego funkcjonału mocy. Wykazano korzy�ci tej metody, m.in. jej 

u�yteczno�� w przypadku zredukowanej ilo�ci danych pomiarowych ograniczonych 

tylko do pomiarów na brzegu badanego obszaru. Zastosowania metody przedstawiono 

na przykładach układów 1-D i 2-D. 

Effective methods for identification  
in railway engineering 

Summary 

In this paper there are presented results of investigations regarding mathematical 

constructions of effective methods for identification of field sources in systems studied 

in railway engineering. Especially the original sources identification method with 

the use of a power functional was established. In this case a solution can be obtained 

as a stationary point of the power functional presented in a such form which depends 

only on sources localizations as independent variables. The profits of application of this 

method are indicated. One of these profits is a obtaining the correct solution in the case 

of reduced measurement data i.e. when only values of potential function on the border 

of an investigated area are known. Some examples of applications are shown for 1-D 

and 2-D systems. 

 

 


