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Streszczenie

W artykule podjeto problem okreslenia niepewnosci wynikow obliczen prowadzonych np. podczas prak-
tyki rzeczoznawczej w ramach rekonstrukcji wypadkow drogowych.

Czesto stosowany do oceny niepewnosci wynikow obliczern wzor na rozniczke zupetng ma postac sze-
regu Taylora, w ktorym pominieto cztony zawierajgce pochodne czgstkowe wyzszych rzedow. Powstaje
pytanie, czy pominiecie tych cztonow, jesli istniejg, moze miec istotny wptyw na doktadnosc obliczenia
niepewnosci. W artykule, na przyktadzie oceny niepewnosci diugosci drogi zatrzymania hamujgcego
motocykla, przeanalizowano wptyw pominiecia tych cztonow. Okazuje sie, ze w przypadku modeli ma-
tematycznych, w ktérych wynik koncowy zalezy nieliniowo od parametrow modelu, roznice mogg by¢
znaczace.

Stowa kluczowe: niepewnosc, rozniczka zupetna, szereg Taylora.

1. Wprowadzenie

Zagadnienie niepewnosci obliczen w analizie wypadkéw drogowych jest szczegolnie
wazne, gdyz niekiedy niewielka modyfikacja czesto przyjmowanych parametrow wejscio-
wych do obliczen moze prowadzi¢ do zmiany odpowiedzialnosci uczestnikow wypadkow
drogowych.

Niepewnosc obliczen jest wielkoscig zalezng od niedoktadnosci oszacowania potrzeb-
nych do obliczen wartosci parametrow.

Przyjmijmy, ze trzeba oceni¢ niepewnosc¢ obliczenia wartosci pewnej wielkosci Y, ktora
jest funkcjg parametrow (x, x,, ... X ), czyli Y = f (x, X, ... X ). Aby wyznaczyc niepewnosc
AY spowodowang niedoktadnoscig oszacowania Ax, Ax, , ..., AX_wartosci jej argumen-
tow mozna skorzystac z rozwiniecia w szereg Taylora. Jezeli zastgpi sie nieskonczenie
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mate przyrosty zmiennych niezaleznych wartosciami przyrostow skonczonych to mozna
napisac:

S, +Ax,x, + Ax,,...x, +Ax, ) =

2 Ax 2 2 A.x 2
f(xl,xz,---,x”)+iAx1 +1Ax2+...+a j:-( )", 0 ];.( ) )
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Na podstawie wyrazenia (M mozna wyznaczyc¢ roznice

AY =f(x, + Ax,,x, +AX,,...,x, +Ax, ) —f(X,,X,,...,X,) ktora jest miarg
niepewnosci funkcji Y = f(x, x,, ..., X ). Jezeli funkcja ta zalezy liniowo od parametrow
(X}» X, ..., X ), to Wszystkie pochodne wyzszych rzedow majg wartosci zerowe. Wowczas:

of of of
AY = ——AX, +——AX, +...+ —AX, )
0X, 0X, 0X,
Wyrazenie to jest bardzo podobne do wyrazenia na rozniczke zupetng. Rézniczka zupetna
okresla najwiekszg mozliwg wartosc niepewnosci AY, dlatego przyjmuje sie wartosci bez-
wzgledne pochodnych czgstkowych.

of
Wprowadzajgc oznaczenie pochodnej czastkowej wzgledem wielkosci x, jako — = f,fil)

otrzymamy, na podstawie (2), nastepujgcy wzor na rézniczke zupetng, ktOryjeslt czesto

stosowany w analizie niepewnosci, a mianowicie:
n

AVY = [,V Ax; HE | Axy + 4D Axy = Y

i=l1

©
fxi

AX; 3)

Trzeba jednak wzigc pod uwage, ze powstat on przy zatozeniu, ze funkcja Y = f(x, x,, ..., X )
jest liniowo zalezna od parametrow (x,, X,, ..., X ). Jezeli tak nie jest, to istniejg rowniez po-
chodne wyzszych rzedow i ich uwzglednienie spowoduje wiekszg wartos¢ wyznaczonej
niepewnosci AY.

Rozwazmy przypadek, gdy funkcja Y = f(x,, x,, ..., x ) zalezy nieliniowo od wielkosci
(x,, X,, ..., X ), 1 istniejg pochodne czastkowe Il rzedu. W tym przypadku pojawig sie dodat-
kowe czlony we wzorze (3). Wprowadzajac nastepujgce oznaczenia:
8_2 = fxi - druga pochodna funkcji Y = f(x,, Xx,, ..., X,) wzgledem zmiennej x,, i=1,...,n
X
2
0t o
O%.0% . ¥4 — druga mieszana pochodna funkcji Y = f(x,, x,, ..., X ) wzgledem zmien-
b nych x,X, ij=1,....n
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otrzymamy, po zastosowaniu twierdzenia Schwarza o rownosci mieszanych pochodnych,
nastepujgcy wzor na niepewnosc:

n n 2)
APY =3 IF VA, + ) £
i=1 i=l

(
x @)
> fxi,xj %X iAX 4)

(Axi)2 + Zn:
i,j=1

i#]

2.Dlugosc¢ drogi zatrzymania motocykla

Zastosowanie przedstawionych wyzej zaleznosci bedzie przedstawione na przykitadzie
wyznaczenia diugosci drogi zatrzymania S, hamujacego awaryjnie motocykla:

2

S, = V(t, +1, +%“)+ [m] )

2pgf,

gdzie:

t - czas reakcji kierowcy [s],

V - predkosc¢ poczatkowa motocykla [m/s],
t, - czas reakcji uktadu hamulcowego [s],

t - czas narastania opoznienia [s],

W = wspotczynnik przyczepnosci,

g - przyspieszenie ziemskie [m/s?].

Praktyczng skutecznos¢ hamowania motocykla mozna okreslic za pomocg wspotczyn-
nika f wyrazajgcego udziat poszczegolnych kot w sumarycznej, mozliwej do uzyskania
efektywnosci hamowania oboma hamulcami. Wartosc tego wspotczynnika przyjmuje na-
stepujgce wartosci [4]:

e tylko tylne koto - (40+45)%,

e tylko przednie koto - (50+75)%,

e przod + tyt-do 95%

Obliczenia przeprowadzono przyjmujgc nastepujgce wartosci poczatkowe:
predkosc poczatkowa motocykla V=14m/s,

czas reakcji kierowcy na niespodziewang sytuacje: t =1.4 s,

Cczas zadziatania hamulcow dla uktadu hydraulicznego: t,=0,25 s,

czas narastania sity hamowania przy gwattownym hamowaniu t =0,3 s,
wspotczynnik przyczepnosci na nawierzchni asfaltowej suchej p=0,85,
przyspieszenie ziemskie jest state i wynosi g=9,81 m/s?,

wspotczynnik skutecznosci hamowania f =0,7

Po podstawieniu powyzszych wartosci poczgtkowych nominalna dtugosc drogi zatrzy-
mania obliczona za pomocg wzoru (5) S,=42m.
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Wyznaczmy, jaka jest niepewnosc tych obliczen w przypadku stosowania wzoru (3)
na rozniczke zupetng. Dlugosc drogi zatrzymania motocykla jest funkcjg nastepujgcych
parametrow:

S, =f(t,,t,,t,,u,V,gf)
Na podstawie wzoru (3) mozna napisac:

AVS, =[f"|At, + £0|at, +|f0Au+[f0[AV+EOAf, @

ft(o”‘Ato +

Przyjeto nastepujgce niedoktadnosci oszacowania wartosci parametrow:

AV=2m/s; At,=0,2s; Aty =0,1s; At,=0,1s; Ap=0,2; Ag=0; Af ;=0,2

Po obliczeniach niepewnosc A"S, = 22m.

Wzor (6) (rozniczka zupetna) jest przeznaczony do wyznaczenia niepewnosci w przy-
padku liniowej zaleznosci drogi zatrzymania motocykla od wszystkich parametrow.
W rozwazanym przypadki droga zatrzymania jest nieliniowg funkcjg predkosci motocykla
V. Dlatego wartosc¢ niepewnosci powinna uwzgledniac rowniez sktadniki z pochodnymi
czastkowymi wyzszego rzedu. Na podstawie zaleznosci (4) jest:

£, + [0 |+ [0+ 10|,

O A 8 I (YA e 1 ()

APS, =| 10, + |10 |, +

1
_|_ —
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At Aty +|£.0]At, A, +

1 ‘Az,A,u + \ £ ‘At,,AV + \ £ ‘At,,Afn

15 |Ary,

1At AV +

(7)
|12 A, A+ |15 |a, AV +[£7 A, A,

|1 [V +[ 17 A,
+| 1,7 |AVAS,

Jn

Po obliczeniach niepewnosc A®S, =29 m.
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3. Wniosek

Okazato sie, ze opuszczone skiadniki we wzorze (3) na rozniczke zupelng majg war-
tos¢ 7 m, co stanowi ponad 30% wartosci niepewnosci obliczonej za pomocg wzoru (3).
Przykiad ten pokazuje, ze jesli obliczana wielkos¢ jest nieliniowg funkcjg parametrow,
to trzeba uwzgledniac pochodne wyzszych rzedow, poniewaz ich wptyw moze byc
znaczacy.

W typowych obliczeniach dynamiki ruchu samochodu rzadko wystepujg parametry, dla
ktorych istniejg niezerowe pochodne rzedu wyzszedo niz Il, zatem do obliczen najczesciej
wystarczy procedura wyznaczania niepewnosci wykorzystujgca cztony Ii Il rzedu, - czyli
taka, jakg zaprezentowano w artykule.
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