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Kraj Metody obliczen konstrukcji przepustéw. Cz. IV. Obliczenia przepustéw metoda elementéw skonczonych (MES)

I prof. UZ dr hab. inz. Adam Wysokowski, kierownik Zaktadu Drég i Mostow, Uniwersy-
I mgr inz. Jerzy Howis, konstruktor, Infrastruktura Komunikacyjna Sp. z 0.0, Zmigrod

Jak juz wspomniano w poprzednich artykutach dotyczacych tematyki obliczer przedmiotowych
obiektéw, wiekszo$¢ obecnie wykonywanych przepustéw to konstrukcje podatne, w petni wspétpra-

cujace z osrodkiem gruntowym. Szybki rozwéj technologii numerycznych oraz coraz lepsze poznanie
istoty zachowania sie tych konstrukgji, a takze badania prowadzone w skali rzeczywistej pozwalajg obecnie odpowiednio zamodelowac i wy-
konac obliczenia obiektdw. Uzyskiwane w ten sposb rezultaty obliczen sg bardziej zblizone do rzeczywistosci.

1. Wprowadzenie

Zakres niniejszego artykutu dotyczy coraz szerzej stosowa-
nej, najnowszej metody obliczeniowej, bazujacej na metodzie
elementow skonczonych (MES).

Dla przypomnienia oraz dla nowych czytelnikéw ponize;j
przytoczono spis wszystkich artykutéw na temat przepu-
stow, ktdére sukcesywnie od prawie dwdch lat ukazujg sie
w kolejnych numerach ,Nowoczesnego Budownictwa Inzy-
nieryjnego” [15]:

1. ARTYKUL WPROWADZAJACY

2. ASPEKTY PRAWNE PROJEKTOWANIA, BUDOWY I UTRZYMA-

NIA PRZEPUSTOW
3. PRZEPUSTY TRADYCYJNE
4. PRZEPUSTY NOWOCZESNE
5. PRZEPUSTY JAKO PRZEJSCIA DLA ZWIERZAT
6. MATERIALY DO BUDOWY PRZEPUSTOW - CZ. [, cz. II
7. METODY OBLICZEN KONSTRUKCJI PRZEPUSTOW - CZ. I.
OGOLNE ZASADY OBLICZEN

8. METODY OBLICZEN KONSTRUKCJI PRZEPUSTOW - cz. II.
TRADYCYJNE METODY OBLICZEN

9. METODY OBLICZEN KONSTRUKCJI PRZEPUSTOW — cz. III.
NOWE METODY OBLICZEN

2.Istota metody elementéw skoniczonych (MES) i krétka jej
historia w praktyce inzynierskiej

Istota, a zarazem zasadniczg réznicg metody elementéw skon-
czonych od stosowanych metod analitycznych projektowania
konstrukcji jest to, ze pozwala ona na zbudowanie blizszego
rzeczywisto$ci modelu obiektu.

Dzieki temu zjawiska zachodzace w analizowanych oérod-
kach zamodelowane s3 w sposob odzwierciedlajacy rzeczywisty
rozklad naprezen. Dlatego tez metoda element6éw skonczonych,
zwana MES, jest jedng z najszerzej stosowanych nowych metod
do rozwigzywania zagadnien inzynierskich. W zwigzku z tym
zostata doglebnie opisana w literaturze, w ksigzkach technicz-
nych i podrecznikach akademickich.

Pierwsze wzmianki o tej metodzie znajduja sie w publikacji
niemieckiego matematyka Richarda Couranta Methoden der
mathematischen Physik z 1924 r. Za drugiego prekursora tej
metody uwaza sie M.J. Tunera, ktéry w 1956 r. opublikowat
obszerng prace poswiecong metodzie elementéw skonczo-
nych.

Momentem przelomowym we wprowadzaniu tego sposobu
obliczen byty lata 60. XX w. Stalo sie to za sprawg prof. Janu-
sza S. Przemienieckiego i prof. Olgierda Zienkiewicza, ktérzy
dostrzegli potencjat tej metody w rozwigzywaniu probleméw
wykraczajacych poza tradycyjna sfere mechaniki konstrukcji.
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Profesor Zienkiewicz wraz ze swoim zespolem wlozyl wielki
wktad w rozwiniecie i opracowanie MES, ktora dzieki jego ba-
daniom i osiggnieciom znajduje dzisiaj szerokie zastosowanie
w wielu dziedzinach mechaniki i inzynierii.

Bardzo szybki rozwoj MES nastapit wraz z rozwojem kom-
puteryzacji. Pierwszym, stworzonym przez Katon¢ i Smi-
th’a w 1976 r. programem wykorzystywanym do przeprowa-
dzania tego typu analiz bylo oprogramowanie CANDE (Culvert
Analysis and Design Program) [3].

Poczatkowo obliczenia przeprowadzane za pomocg metody
element6w skonczonych dotyczyly obiektéw o bardzo prostych
geometriach (najczeéciej modelowanych jako jednowymiarowe)
i stalych wlasnoséciach materialowych oraz zjawisk opisanych
liniowymi réwnaniami rézniczkowymi. Od lat 70. metode
zaczeto stopniowo stosowa¢ do rozwigzywania problemoéw
nieliniowych, ale dalej dla obiektéw o stosunkowo prostych
geometriach, modelowanych jako 1D lub 2D. Gwaltowny rozwoj
techniki komputerowej w latach 80., zwigzany z coraz wieksza
mocg obliczeniowg komputeréw oraz mozliwo$cig operowania
i przechowywania bardzo duzych zbioréw informacji, ulatwit
zastosowanie metody elementéw skonczonych do obliczen
probleméw nieliniowych dla obiektéw o dowolnie ztozonych
geometriach, szczegolnie 3D [4]. Obecnie wykorzystywanymi
programami do analizy konstrukeji podatnych, opartymi na
MES, sg m.in.: Robot, CandeCad, COSMOS, SPIDA, NLSSIP,
ABAQUS, PLAXIS czy Z-SOIL.

Uniwersalno$¢ metody polega na fatwosci schematyzacji roz-
nych obszaréw o skomplikowanej geometrii, takze niejednorod-
nych i anizotropowych, co kwalifikuje ja jako dobre narzedzie
do modelowania problemoéw fizycznych.

W przypadku gruntowo-powlokowych konstrukeji prze-
pustow i przej$¢ dla zwierzat zaletami metody MES moze by¢
uwzglednianie specyficznych cech tych konstrukeji, takich
jak: nieliniowe wla$ciwosci gruntu, indywidualna geometria
konstrukcji, zmienne obcigzenia, etapowy charakter budowy.

3. Ogélne zasady obliczen MES w zastosowaniu do kon-
strukcji przepustéw

Rozwdj metod komputerowej analizy konstrukeji, opartej na
metodzie element6éw skonczonych MES, zostat wdrozony w ostat-
nich latach réwniez do obliczen konstrukeji gruntowo-powlo-
kowych przepustdw, a ostatnio takze do przejé¢ dla zwierzat.

Obiekty gruntowo-powlokowe jako konstrukeje podatne maja
ztozony charakter pracy, co dodatkowo komplikuje zagadnienia
obliczeniowe. Z tego wzgledu najczesciej projektowany obiekt
sprowadza si¢ do zagadnienia dwuwymiarowego (2D), opierajac
sie na zalozeniach ptaskiego stanu odksztalcenia.
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Na rycinie 1 przedstawiono przykladowy, dwuwymiarowy
model MES konstrukeji gruntowo-powtokowej [8].
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Ryc. 1. Przyktadowy, podstawowy model konstrukgji przepustu wykorzystywany do
obliczen MES [8]

3.1. Dane wejsciowe do obliczen MES

Jednym z najbardziej pracochfonnych etapéw w trakcie ana-
lizy obiektu wspdtpracujacego z gruntem jest modelowanie
strefy kontaktu pomiedzy rurg a zasypka. Do tego celu sto-
sowane s3 specjalne elementy MES o zlozonych parametrach
fizycznych.

Parametry te uwzgledniajg najwazniejsze wlasciwosci, by
wymieni¢ chociazby modul $cinania czy $cisliwos¢ gruntu
o nieliniowych zaleznosciach pomiedzy obcigzeniami i prze-
mieszczeniami. Warstwy kontaktowe powstajace na styku
dwoch osrodkéw, nazywane potocznie interface, dostosowane
sa do okreslonych warunkow, a wiec wla$ciwosci osrodka
gruntowego (np. wilgotno$¢, kohezja), sztywnosci $cianek
przepustu, stanu powierzchni styku, a takze czasu trwania
obcigzen zmiennych [8].

Posiadajac wymieniony zakres danych i charakterystyk mate-
rialéw wprowadzanych do programu obliczeniowego, mozemy
uzyska¢ wyniki, ktérych poprawnoé¢ mozna jedynie zweryfiko-
wa¢ przez badania na modelach rzeczywistych w skali naturalnej
(8].

Skale trudnosci procedury obliczeniowej konstrukeji grun-
towo-powlokowych za pomocg metody elementéw skoficzonych
graficznie przedstawia wykres zamieszczony na rycinie 2 [11].
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Ryc. 2. Skala trudnosci procedury obliczeniowej konstrukji gruntowo-powtokowych
za pomocg MES [11]

3.2. Procedura obliczeniowa MES

Metoda elementéw skonczonych wykorzystywana jest do
analizy rznego rodzaju osrodkéw ciaglych, przy jednoczesnej
dyskretyzacji ich na elementy o prostych ksztattach polaczonych
ze soba w wezly.

Dyskretyzacji dokonujemy, poczawszy od podziatu rozwaza-
nego obszaru na podobszary (elementy). Wewnatrz elementéw
okreslamy funkcje bazowe, zapewniajace cigglo$¢ poszukiwanej
funkeji (bedacej rozwigzaniem zadania) na granicy elementéw.
Stosowane funkcje bazowe sg najczesciej wielomianami, nato-
miast elementy prostymi brylami (czworosciany, szesciany)
przy dyskretyzacji przestrzenilub prostymi figurami (tréjkaty,
czworokaty) przy dyskretyzacji powierzchni.

Przemieszczenia wezléw opisywane sg za pomocg ukladu
réwnan rozniczkowych (w zagadnieniach dynamicznych) lub
algebraicznych (w przypadku warunkéw statycznych). Wybrane
wielkosci weztowe opisuje si¢ dla wnetrza elementdw przy po-
mocy funkgji interpolujacych, dobranych tak, aby zachowa¢
ciggloé¢ na granicach poszczegolnych elementdéw.

Postepowanie numeryczne sprowadza si¢ zatem do rozwigza-
nia odpowiedniego uktadu réwnan utworzonych dla przyjetej
sieci elementdw skoniczonych (ryc. 3), a nastepnie wykorzystaniu
funkcji interpolujacych dla uzyskania poszukiwanych parame-
tréw wewnatrz elementéw [3].

Ryc. 3. Przyktadowa siec elementéw skoriczonych [3]

Procedury metody polegaja na przedstawieniu ukfadu cig-
glego za pomocy idealizacji dyskretnej. Model dyskretny jest
modelem fizycznym, dla ktérego wystarczy podac skoniczona
liczbe wspotrzednych, uogélnionych w celu jednoznacznego
okreslenia jego polozenia w przestrzeni, czyli uktad o skonczo-
nej liczbie stopni swobody. Bardzo waznym zagadnieniem jest
przejécie z modelu fizycznego do dyskretnego tak, aby model
dyskretny w sposéb doktadny odzwierciedlat procesy zacho-
dzace w modelu fizycznym [7].

Poszukiwang wielko$¢ fizyczng opisang za pomoca funkcji cig-
glej w rozpatrywanym obszarze modelu fizycznego aproksymuje
sie modelem dyskretnym, sktadajacym si¢ z okreslonej liczby
element6éw opisanych funkcjg ciagla, zapisana za pomoca wzoru:

n
a-Sa
i=1
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Przejscie z modelu fizycznego na model dyskretny przebiega
etapowo [3]:

1. W pierwszym etapie nastepuje podzial wnetrza i brzegu
obszaru rozwiazania na skoficzona liczbe podobszaréw, zwa-
nych elementami skoficzonymi. Jest to tzw. proces idealizacji
geometrii uktadu. Na tym etapie upraszcza si¢ ksztalt rozwa-
Zanego obszaru.

2. Kolejnym krokiem jest analiza poszczegdlnych elementdw,
na podstawie ktdrej uzyskuje si¢ zwigzek miedzy oddzialy-
waniami w weztach a parametrami tych weztéw. W wyniku
tego procesu tworzy si¢ macierz, zwana macierza sztywnosci
elementu skoniczonego, ktérej sktadnikami sa oddziatywania
w weztach od parametréw jednostkowych kolejnych weztéw.

3. Nastepnym etapem jest dobor odpowiednich funkeji aprok-
symujacych, okreslonych w weztach wielkoéci fizycznych, w taki
sposdb, aby zachowac dobrg ciaglos¢ pomiedzy poszczegdlnymi
funkcjami na brzegach elementu.

W przypadku, gdy w elemencie skoriczonym poszukiwana jest
tylko jedna wielko$¢ fizyczna, np. przemieszczenie w kierunku
osi,z” Uy(X, ¥, z, t) , to okresla sie ja poprzez wielkoéci weztowe
przedstawione na rycinie 4 [11] za pomocg zwiazku [7]:

IE
ua(t) =z Nn (%, ¥, Z) u,,(t)
n=1

gdzie:
Nn(x, y, z) - funkcje ksztaltu danego elementu
Uz, (t) - poszukiwana wielkoé¢ weztowa, np. prze-
mieszczenie
IE - liczba wezléw w elemencie skoriczonym.

Ryc. 4. Aproksymacja wielkosci fizycznej we wnetrzu elementu skoriczonego [11]

Aby uzyska¢ odpowiednig doktadnos¢ w metodzie elementdw
skonficzonych, przyjmujac funkcje ksztattu, nalezy dazy¢ do
spelnienia nastepujacych warunkéw:

- funkcje opisujace pole funkeji rozwigzujacej powinny gwa-
rantowac ich cigglo$¢ wewnatrz elementu oraz zgodno$¢ na
granicy podziatu w elementach sasiednich;

- funkcje muszg zapewnia¢ mozliwo$¢ realizacji stalej war-
tosci funkcji rozwiazujacej wewnatrz elementu, co uwzglednia
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fakt, ze wraz ze zmniejszeniem si¢ wymiarow elementu wartoé¢
funkcji rozwiazujacej zmierza do pewnej statej warto$ci.

Spelnienie powyzszych warunkéw zapewnia zbieznosé
poszukiwanego rozwigzania do rozwiazania doktadnego
w miare zwigkszenia liczby elementéw przy jednoczesnym
zmniejszaniu ich objetosci. Wlasciwy dobdr funkeji ksztattu
jest zagadnieniem o podstawowym znaczeniu w analizie
elementu.

3.3. Sposdb przedstawiania wynikéw obliczen MES

W ciagu lat stosowania metody elementdw skonczonych w ob-
liczeniach dopracowano si¢ w miare ujednoliconego sposobu
przedstawiania wynikéw obliczen z uzyciem MES. Wiecej in-
formacji na ten temat mozna znalez¢ w szerokiej, dostepnej
literaturze przedmiotu.

Podobnie dotyczy to przedstawiania wynikéw dla konstruk-
cji przepustéw. Do najpopularniejszego graficznego sposobu
przedstawiania obliczent MES nalezy przedstawianie w postaci
map wynikéw przemieszczen i naprezen.

W celu zilustrowania sposobu przedstawiania wynikéw ob-
liczen na rycinach 5, 6 i 7 pokazano ogdlne przyjete zasady
przedstawiania przedmiotowych wynikéw w postaci map.

X

Ryc. 5. Przyktadowa mapa przemieszczen poziomych modelowej konstrukcji przepustu
z osrodkiem gruntowym, oprac. autoréw

Ryc. 6. Przyktadowa mapa naprezen w strefie kontaktu konstrukgji rury ostonowej a osrod-
kiem gruntowym, oprac. autoréw

Inne przyklady form graficznych przedstawiania wynikow
obliczenn w metodzie elementéw skoniczonych czytelnicy beda
mogli znalez¢ w kolejnym artykule w tej serii zwigzanym z przy-
kladami obliczen.
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Ryc. 7. Przyktadowa deformacja modelu 3D konstrukgji gruntowo-powtokowej 7]

4. Podsumowanie

Przedstawiona krétko w niniejszym artykule metoda elemen-
tow skonczonych - z uwagi na szczuple jego ramy - umozliwia
uwzglednienie szerokiej gamy istotnych parametréw, ktorych
nie ma mozliwoséci wzig¢ pod uwage w innych metodach, np.
analitycznych. Z tego wzgledu lepiej odwzorowuje ona rzeczy-
wisto$¢, co zostalo potwierdzone wynikami przeprowadzonych
wielu badan pod kierunkiem autora dla tego typu obiektow
w skali naturalnej.

Z uwagina powyzsze, metoda MES bedzie, zdaniem autoréw,
coraz szerzej stosowana w przypadku obliczen konstrukeji
przepustow, szczegolnie projektowanych jako konstrukcje po-
datne, pomimo pewnych trudno$ci i pracochtonnosci w jej
zastosowaniu. Przyczyni si¢ z pewnoscig do tego doskonalenie
warsztatu obliczeniowego, jak tez sukcesywne unowocze$nianie
sprzetu komputerowego.

Podobnie jak w przypadku przedstawionych wczesniej metod
obliczen w poprzednich artykutach, ich calosciowe podsumo-
wanie autorzy planujg - tak jak juz wspomniano - zamiesci¢
po calo$ciowym przedstawieniu tytulowego zagadnienia, czyli
na zakonczenie czesci V.

TRADYCYJNIE ZAPRASZAMY DO ZAPOZNANIA SIE Z NASTEP-
NYM ARTYKULEM, KTORY ZOSTANIE ZAMIESZCZONY W KOLEJ-
NYM NUMERZE ,NOWOCZESNEGO BUDOWNICTWA INZYNIERYJ-
NEGO” I BEDZIE STANOWIL KONTYNUACJE TEMATYKI PODJETE]
W NINIEJSZYM ARTYKULE.

ZAWIERAL ON BEDZIE — JAK JUZ WCZESNEJ ZAPOWIEDZIANO
— PRZYKEADY OBLICZEN KONSTRUKCJI PRZEPUSTOW Z WYKO-
RZYSTANIEM PRZEDSTAWIONYCH W POPRZEDNICH ARTYKULACH
METOD.
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