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Kraj Metody obliczeń konstrukcji przepustów. Cz. IV. Obliczenia przepustów metodą elementów skończonych (MES)

1. Wprowadzenie

Zakres niniejszego artykułu dotyczy coraz szerzej stosowa-

nej, najnowszej metody obliczeniowej, bazującej na metodzie 

elementów skończonych (MES).

Dla przypomnienia oraz dla nowych czytelników poniżej 

przytoczono spis wszystkich artykułów na temat przepu-

stów, które sukcesywnie od prawie dwóch lat ukazują się 

w kolejnych numerach „Nowoczesnego Budownictwa Inży-

nieryjnego” [15]:

1. Artykuł wprowadzajcy

2.  Aspekty prawne projektowania, budowy i utrzyma-

nia przepustów

3. Przepusty tradycyjne

4. Przepusty nowoczesne

5. Przepusty jako przejcia dla zwierzt

6.  Materiały do budowy przepustów – cz. I, cz. II

7.  Metody oblicze konstrukcji przepustów – cz. I. 

Ogólne zasady oblicze

8.  Metody oblicze konstrukcji przepustów – cz. II. 

Tradycyjne metody oblicze

9.  Metody oblicze konstrukcji przepustów – cz. III. 

Nowe metody oblicze

2. Istota metody elementów skończonych (MES) i krótka jej 

historia w praktyce inżynierskiej

Istotą, a zarazem zasadniczą różnicą metody elementów skoń-

czonych od stosowanych metod analitycznych projektowania 

konstrukcji jest to, że pozwala ona na zbudowanie bliższego 

rzeczywistości modelu obiektu.

Dzięki temu zjawiska zachodzące w analizowanych ośrod-

kach zamodelowane są w sposób odzwierciedlający rzeczywisty 

rozkład naprężeń. Dlatego też metoda elementów skończonych, 

zwana MES, jest jedną z najszerzej stosowanych nowych metod 

do rozwiązywania zagadnień inżynierskich. W związku z tym 

została dogłębnie opisana w literaturze, w książkach technicz-

nych i podręcznikach akademickich.

Pierwsze wzmianki o tej metodzie znajdują się w publikacji 

niemieckiego matematyka Richarda Couranta Methoden der 

mathematischen Physik z 1924 r. Za drugiego prekursora tej 

metody uważa się M.J. Tunera, który w 1956 r. opublikował 

obszerną pracę poświęconą metodzie elementów skończo-

nych.

Momentem przełomowym we wprowadzaniu tego sposobu 

obliczeń były lata 60. XX w. Stało się to za sprawą prof. Janu-

sza S. Przemienieckiego i prof. Olgierda Zienkiewicza, którzy 

dostrzegli potencjał tej metody w rozwiązywaniu problemów 

wykraczających poza tradycyjną sferę mechaniki konstrukcji.

Profesor Zienkiewicz wraz ze swoim zespołem włożył wielki 

wkład w rozwinięcie i opracowanie MES, która dzięki jego ba-

daniom i osiągnięciom znajduje dzisiaj szerokie zastosowanie 

w wielu dziedzinach mechaniki i inżynierii.

Bardzo szybki rozwój MES nastąpił wraz z rozwojem kom-

puteryzacji. Pierwszym, stworzonym przez Katonę i  Smi-

th’a w 1976 r. programem wykorzystywanym do przeprowa-

dzania tego typu analiz było oprogramowanie CANDE (Culvert 

Analysis and Design Program) [3].

Początkowo obliczenia przeprowadzane za pomocą metody 

elementów skończonych dotyczyły obiektów o bardzo prostych 

geometriach (najczęściej modelowanych jako jednowymiarowe) 

i stałych własnościach materiałowych oraz zjawisk opisanych 

liniowymi równaniami różniczkowymi. Od lat 70. metodę 

zaczęto stopniowo stosować do rozwiązywania problemów 

nieliniowych, ale dalej dla obiektów o stosunkowo prostych 

geometriach, modelowanych jako 1D lub 2D. Gwałtowny rozwój 

techniki komputerowej w latach 80., związany z coraz większą 

mocą obliczeniową komputerów oraz możliwością operowania 

i przechowywania bardzo dużych zbiorów informacji, ułatwił 

zastosowanie metody elementów skończonych do obliczeń 

problemów nieliniowych dla obiektów o dowolnie złożonych 

geometriach, szczególnie 3D [4]. Obecnie wykorzystywanymi 

programami do analizy konstrukcji podatnych, opartymi na 

MES, są m.in.: Robot, CandeCad, COSMOS, SPIDA, NLSSIP, 

ABAQUS, PLAXIS czy Z-SOIL.

Uniwersalność metody polega na łatwości schematyzacji róż-

nych obszarów o skomplikowanej geometrii, także niejednorod-

nych i anizotropowych, co kwalifi kuje ją jako dobre narzędzie 

do modelowania problemów fi zycznych.

W przypadku gruntowo-powłokowych konstrukcji prze-

pustów i przejść dla zwierząt zaletami metody MES może być 

uwzględnianie specyfi cznych cech tych konstrukcji, takich 

jak: nieliniowe właściwości gruntu, indywidualna geometria 

konstrukcji, zmienne obciążenia, etapowy charakter budowy.

3. Ogólne zasady obliczeń MES w zastosowaniu do kon-

strukcji przepustów

Rozwój metod komputerowej analizy konstrukcji, opartej na 

metodzie elementów skończonych MES, został wdrożony w ostat-

nich latach również do obliczeń konstrukcji gruntowo-powło-

kowych przepustów, a ostatnio także do przejść dla zwierząt.

Obiekty gruntowo-powłokowe jako konstrukcje podatne mają 

złożony charakter pracy, co dodatkowo komplikuje zagadnienia 

obliczeniowe. Z tego względu najczęściej projektowany obiekt 

sprowadza się do zagadnienia dwuwymiarowego (2D), opierając 

się na założeniach płaskiego stanu odkształcenia.

Przepusty 
w infrastrukturze komunikacyjnej – cz. 10

 ❚ prof. UZ dr hab. inż. Adam Wysokowski, kierownik Zakładu Dróg i Mostów, Uniwersy-

tet Zielonogórski

 ❚ mgr inż. Jerzy Howis, konstruktor, Infrastruktura Komunikacyjna Sp. z o.o., Żmigród

Jak już wspomniano w poprzednich artykułach dotyczących tematyki obliczeń przedmiotowych 
obiektów, większość obecnie wykonywanych przepustów to konstrukcje podatne, w pełni współpra-
cujące z ośrodkiem gruntowym. Szybki rozwój technologii numerycznych oraz coraz lepsze poznanie 

istoty zachowania się tych konstrukcji, a także badania prowadzone w skali rzeczywistej pozwalają obecnie odpowiednio zamodelować i wy-
konać obliczenia obiektów. Uzyskiwane w ten sposób rezultaty obliczeń są bardziej zbliżone do rzeczywistości.
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Metody obliczeń konstrukcji przepustów. Cz. IV. Obliczenia przepustów metodą elementów skończonych (MES) Kraj

Na rycinie 1 przedstawiono przykładowy, dwuwymiarowy 

model MES konstrukcji gruntowo-powłokowej [8].

Ryc. 1. Przykładowy, podstawowy model konstrukcji przepustu wykorzystywany do 

obliczeń MES [8]

 3.1. Dane wejściowe do obliczeń MES

Jednym z najbardziej pracochłonnych etapów w trakcie ana-

lizy obiektu współpracującego z gruntem jest modelowanie 

strefy kontaktu pomiędzy rurą a zasypką. Do tego celu sto-

sowane są specjalne elementy MES o złożonych parametrach 

fi zycznych.

Parametry te uwzględniają najważniejsze właściwości, by 

wymienić chociażby moduł ścinania czy ściśliwość gruntu 

o nieliniowych zależnościach pomiędzy obciążeniami i prze-

mieszczeniami. Warstwy kontaktowe powstające na styku 

dwóch ośrodków, nazywane potocznie interface, dostosowane 

są do określonych warunków, a więc właściwości ośrodka 

gruntowego (np. wilgotność, kohezja), sztywności ścianek 

przepustu, stanu powierzchni styku, a także czasu trwania 

obciążeń zmiennych [8].

Posiadając wymieniony zakres danych i charakterystyk mate-

riałów wprowadzanych do programu obliczeniowego, możemy 

uzyskać wyniki, których poprawność można jedynie zweryfi ko-

wać przez badania na modelach rzeczywistych w skali naturalnej 

[8].

Skalę trudności procedury obliczeniowej konstrukcji grun-

towo-powłokowych za pomocą metody elementów skończonych 

grafi cznie przedstawia wykres zamieszczony na rycinie 2 [11].

Ryc. 2. Skala trudności procedury obliczeniowej konstrukcji gruntowo-powłokowych 

za pomocą MES [11]

3.2. Procedura obliczeniowa MES

Metoda elementów skończonych wykorzystywana jest do 

analizy różnego rodzaju ośrodków ciągłych, przy jednoczesnej 

dyskretyzacji ich na elementy o prostych kształtach połączonych 

ze sobą w węzły.

Dyskretyzacji dokonujemy, począwszy od podziału rozważa-

nego obszaru na podobszary (elementy). Wewnątrz elementów 

określamy funkcje bazowe, zapewniające ciągłość poszukiwanej 

funkcji (będącej rozwiązaniem zadania) na granicy elementów. 

Stosowane funkcje bazowe są najczęściej wielomianami, nato-

miast elementy prostymi bryłami (czworościany, sześciany) 

przy dyskretyzacji przestrzeni lub prostymi fi gurami (trójkąty, 

czworokąty) przy dyskretyzacji powierzchni.

Przemieszczenia węzłów opisywane są za pomocą układu 

równań różniczkowych (w zagadnieniach dynamicznych) lub 

algebraicznych (w przypadku warunków statycznych). Wybrane 

wielkości węzłowe opisuje się dla wnętrza elementów przy po-

mocy funkcji interpolujących, dobranych tak, aby zachować 

ciągłość na granicach poszczególnych elementów.

Postępowanie numeryczne sprowadza się zatem do rozwiąza-

nia odpowiedniego układu równań utworzonych dla przyjętej 

sieci elementów skończonych (ryc. 3), a następnie wykorzystaniu 

funkcji interpolujących dla uzyskania poszukiwanych parame-

trów wewnątrz elementów [3].

Ryc. 3. Przykładowa sieć elementów skończonych [3]

Procedury metody polegają na przedstawieniu układu cią-

głego za pomocą idealizacji dyskretnej. Model dyskretny jest 

modelem fi zycznym, dla którego wystarczy podać skończoną 

liczbę współrzędnych, uogólnionych w celu jednoznacznego 

określenia jego położenia w przestrzeni, czyli układ o skończo-

nej liczbie stopni swobody. Bardzo ważnym zagadnieniem jest 

przejście z modelu fi zycznego do dyskretnego tak, aby model 

dyskretny w sposób dokładny odzwierciedlał procesy zacho-

dzące w modelu fi zycznym [7].

Poszukiwaną wielkość fi zyczną opisaną za pomocą funkcji cią-

głej w rozpatrywanym obszarze modelu fi zycznego aproksymuje 

się modelem dyskretnym, składającym się z określonej liczby 

elementów opisanych funkcją ciągłą, zapisaną za pomocą wzoru:
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Przejście z modelu fi zycznego na model dyskretny przebiega 

etapowo [3]:

1. W pierwszym etapie następuje podział wnętrza i brzegu 

obszaru rozwiązania na skończoną liczbę podobszarów, zwa-

nych elementami skończonymi. Jest to tzw. proces idealizacji 

geometrii układu. Na tym etapie upraszcza się kształt rozwa-

żanego obszaru.

2. Kolejnym krokiem jest analiza poszczególnych elementów, 

na podstawie której uzyskuje się związek między oddziały-

waniami w węzłach a parametrami tych węzłów. W wyniku 

tego procesu tworzy się macierz, zwana macierzą sztywności 

elementu skończonego, której składnikami są oddziaływania 

w węzłach od parametrów jednostkowych kolejnych węzłów.

3. Następnym etapem jest dobór odpowiednich funkcji aprok-

symujących, określonych w węzłach wielkości fi zycznych, w taki 

sposób, aby zachować dobrą ciągłość pomiędzy poszczególnymi 

funkcjami na brzegach elementu.

W przypadku, gdy w elemencie skończonym poszukiwana jest 

tylko jedna wielkość fi zyczna, np. przemieszczenie w kierunku 

osi „z” , to określa się ją poprzez wielkości węzłowe 

przedstawione na rycinie 4 [11] za pomocą związku [7]:

gdzie:

 Nn(x, y, z) – funkcje kształtu danego elementu

   –  poszukiwana wielkość węzłowa, np. prze-

mieszczenie

 IE – liczba węzłów w elemencie skończonym.

Ryc. 4. Aproksymacja wielkości fi zycznej we wnętrzu elementu skończonego [11]

Aby uzyskać odpowiednią dokładność w metodzie elementów 

skończonych, przyjmując funkcję kształtu, należy dążyć do 

spełnienia następujących warunków:

– funkcje opisujące pole funkcji rozwiązującej powinny gwa-

rantować ich ciągłość wewnątrz elementu oraz zgodność na 

granicy podziału w elementach sąsiednich;

– funkcje muszą zapewniać możliwość realizacji stałej war-

tości funkcji rozwiązującej wewnątrz elementu, co uwzględnia 

fakt, że wraz ze zmniejszeniem się wymiarów elementu wartość 

funkcji rozwiązującej zmierza do pewnej stałej wartości.

Spełnienie powyższych warunków zapewnia zbieżność 

poszukiwanego rozwiązania do rozwiązania dokładnego 

w miarę zwiększenia liczby elementów przy jednoczesnym 

zmniejszaniu ich objętości. Właściwy dobór funkcji kształtu 

jest zagadnieniem o podstawowym znaczeniu w analizie 

elementu.

3.3. Sposób przedstawiania wyników obliczeń MES

W ciągu lat stosowania metody elementów skończonych w ob-

liczeniach dopracowano się w miarę ujednoliconego sposobu 

przedstawiania wyników obliczeń z użyciem MES. Więcej in-

formacji na ten temat można znaleźć w szerokiej, dostępnej 

literaturze przedmiotu.

Podobnie dotyczy to przedstawiania wyników dla konstruk-

cji przepustów. Do najpopularniejszego grafi cznego sposobu 

przedstawiania obliczeń MES należy przedstawianie w postaci 

map wyników przemieszczeń i naprężeń.

W celu zilustrowania sposobu przedstawiania wyników ob-

liczeń na rycinach 5, 6 i 7 pokazano ogólne przyjęte zasady 

przedstawiania przedmiotowych wyników w postaci map.

Ryc. 5. Przykładowa mapa przemieszczeń poziomych modelowej konstrukcji przepustu 

z ośrodkiem gruntowym, oprac. autorów

Ryc. 6. Przykładowa mapa naprężeń w strefi e kontaktu konstrukcji rury osłonowej a ośrod-

kiem gruntowym, oprac. autorów

Inne przykłady form grafi cznych przedstawiania wyników 

obliczeń w metodzie elementów skończonych czytelnicy będą 

mogli znaleźć w kolejnym artykule w tej serii związanym z przy-

kładami obliczeń.

Kraj Metody obliczeń konstrukcji przepustów. Cz. IV. Obliczenia przepustów metodą elementów skończonych (MES)
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4. Podsumowanie

Przedstawiona krótko w niniejszym artykule metoda elemen-

tów skończonych – z uwagi na szczupłe jego ramy – umożliwia 

uwzględnienie szerokiej gamy istotnych parametrów, których 

nie ma możliwości wziąć pod uwagę w innych metodach, np. 

analitycznych. Z tego względu lepiej odwzorowuje ona rzeczy-

wistość, co zostało potwierdzone wynikami przeprowadzonych 

wielu badań pod kierunkiem autora dla tego typu obiektów 

w skali naturalnej.

Z uwagi na powyższe, metoda MES będzie, zdaniem autorów, 

coraz szerzej stosowana w przypadku obliczeń konstrukcji 

przepustów, szczególnie projektowanych jako konstrukcje po-

datne, pomimo pewnych trudności i pracochłonności w jej 

zastosowaniu. Przyczyni się z pewnością do tego doskonalenie 

warsztatu obliczeniowego, jak też sukcesywne unowocześnianie 

sprzętu komputerowego.

Podobnie jak w przypadku przedstawionych wcześniej metod 

obliczeń w poprzednich artykułach, ich całościowe podsumo-

wanie autorzy planują –  tak jak już wspomniano – zamieścić 

po całościowym przedstawieniu tytułowego zagadnienia, czyli 

na zakończenie części V.

Tradycyjnie zapraszamy do zapoznania si z nastp-

nym artykułem, który zostanie zamieszczony w kolej-

nym numerze „nowoczesnego budownictwa inynieryj-

nego” i bdzie stanowił kontynuacj tematyki podjtej 

w niniejszym artykule.

Zawierał on bdzie – jak ju wczenej zapowiedziano 

– przykłady oblicze konstrukcji przepustów z wyko-

rzystaniem przedstawionych w poprzednich artykułach 

metod.
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