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W artykule opisano model matematyczny siłownika hamulcowego jako ostatniego elemen-
tu pneumatycznego w obwodzie przenosz�cym układu hamulcowego przyczepy. W opisie ma-
tematycznym procesu napełniania komory roboczej siłownika uwzgl�dniono wymian� ciepła  
z otoczeniem. W równaniu ruchu obci��enia zewn�trzne, pochodz�ce od mechanizmu hamul-
cowego i mechanizmu uruchamiania, zredukowano do tłoka siłownika. Model matematyczny si-
łownika mo�e by� wykorzystany w modelowaniu i symulacji cyfrowej dynamiki pneumatycz-
nych układów hamulcowych pojazdów rolniczych i samochodowych. 

1. Wprowadzenie 

Ostatnimi elementami zespołu przenosz�cego w powietrznych układach hamulco-
wych przyczep rolniczych s� siłowniki pneumatyczne (najcz��ciej przeponowe). Od-
działuj� one poprzez mechanizmy uruchamiania typu korbowego na kołowe mechani-
zmy hamuj�ce. Matematyczne uj�cie zjawisk towarzysz�cych procesowi napełniania  
i opró�niania komór siłowników pozwala okre�li� zale�no�ci pomi�dzy ci�nieniem, 
obj�to�ci� i czasem trwania procesu. Dokładne okre�lenie czasu napełniania lub 
opró�niania zmiennej obj�to�ci komory elementu wykonawczego ma wa�ne znacze-
nie, gdy� jest �ci�le zwi�zane z dynamicznymi wła�ciwo�ciami mechanizmu hamuj�-
cego jako obiektu sterowania. 

Reakcja (obci��enie) obiektu sterowania na siłownik przejawia si� w postaci siły 
zewn�trznej oporu u�ytecznego, przyło�onej do tłoczyska siłownika. Charakterystyka 
obiektu sterowania ma znacz�cy wpływ na procesy dynamiczne, zachodz�ce w pneu-
matycznych układach hamulcowych. W ogólnym przypadku siła zewn�trzna mo�e 
by� funkcj� kilku parametrów: przemieszczenia, pr�dko�ci, cz�stotliwo�ci, amplitudy 
zmiany ci�nienia itd. 

Zale�nie od stopnia zło�ono�ci zadania badawczego stosuje si� ró�ne modele ma-
tematyczne charakterystyk dla tych samych obiektów sterowania. W badaniu
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procesów dynamicznych, zachodz�cych w układach hamulcowych, w celu okre�lenia 
szybko�ci i synchronii działania, dostatecznie dobre rezultaty otrzymuje si� przy wy-
korzystaniu charakterystyk jednoparametrycznych, to jest takich, w których siła ze-
wn�trzna FH jest funkcj� jednego parametru, najcz��ciej przemieszczenia x [2]. 

Okre�lenie charakterystyki FH(x) w bezpo�rednim pomiarze siły na tłoczysku lub 
d�wigni rozpieraka wymaga zamontowania siłomierza, co oznacza ingerencj� w kon-
strukcj� mechanizmu uruchamiania. Maj�c na uwadze niedogodno�ci z wyznaczeniem 
reakcji obiektu sterowania oraz sumarycznej siły spr��yny powrotnej i membrany 
siłownika, przyj�to w niniejszej pracy, �e siły te b�d� reprezentowane w modelu ma-
tematycznym za pomoc� wypadkowej charakterystyki mechanizmu hamuj�cego wraz 
z mechanizmem uruchamiania, okre�lanej do�wiadczalnie na podstawie pomiaru ci-
�nienia w komorze siłownika i przemieszczenia tłoczyska. Zredukowana do sztywnika 
membrany charakterystyka obci��enia obejmuje równie� sił� potrzebn� do przewija-
nia membrany, za� w przypadku siłowników tłokowych – sił� tarcia statyczno-
kinetycznego tłoka o cylinder. 

2. Model matematyczny 

W tworzeniu uogólnionego modelu matematycznego siłownika hamulcowego 
(rys. 1) przyj�to nast�puj�ce zało�enia upraszczaj�ce: 

1. Poł�czenia przewodów z siłownikiem, jak i komora siłownika s� doskonale 
szczelne. 

2. Obci��enie masowe trzpienia siłownika pochodz�ce od mechanizmu urucha-
miania i mechanizmu hamuj�cego jest wyra�one za pomoc� pewnej skupionej 
masy zredukowanej. 

3. Siła obci��aj�ca trzpie� siłownika działa tylko w osi trzpienia, a odchylenie 
trzpienia od osi jest pomijalne. 

4. Siły tarcia w mechanizmie uruchamiania (w tym tarcie w siłowniku) i mecha-
nizmie hamuj�cym s� zredukowane do tłoka siłownika. 

5. Powierzchnia efektywna siłownika, w tym i membranowego, ma warto�� stał�
w całym zakresie skoku. 

6. Całkowite, zredukowane do tłoka, obci��enie FC(x) od mechanizmu hamul-
cowego wraz z mechanizmem uruchamiania jest wyznaczane do�wiadczalnie 
na podstawie pomiaru ci�nienia w komorze siłownika w funkcji przemiesz-
czenia. 

7. W bilansie sił działaj�cych na tłok pomija si� sił� oddziaływania obudowy Fh

(podczas hamowania tłok nie osi�ga skoku maksymalnego, za� oddziaływanie 
obudowy w ko�cowej fazie odhamowania jest mało istotne ze wzgl�du na cel 
symulacji); natychmiastowe zatrzymanie tłoka (hard stopping) dla x � 0 uzy-
skuje si� poprzez zastosowanie logiki sterowania warto�ci� przyspieszenia 
tłoka w skrajnych poło�eniach. 
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Rys. 1. Pneumatyczne siłowniki hamulcowe. 
Fig. 1. Pneumatic brake actuators.

Zgodnie z zasad� zachowania materii zmiana masy w komorze roboczej V siłow-
nika hamulcowego jest opisana równaniem: 

m
dt

dmV �±= (1)

gdzie: m� - strumie� masowy dopływaj�cy (+) do komory V lub z niej wypływaj�cy (-) 
[kg/s]. 

Na podstawie zasady zachowania energii dla układów otwartych otrzymuje si�, 
pomijaj�c energi� kinetyczn� i potencjaln�, równania zmiany energii wewn�trznej 
powietrza w obj�to�ci V w postaci: 

HWQ
dt

dU
��� ±+= (2)

gdzie: U – energia wewn�trzna powietrza w komorze [J], H - entalpia strumienia 
dopływaj�cego lub wypływaj�cego z komory [J], W – praca zewn�trzna wykonana 
przez powietrze w komorze [J]: 

( ) dVpWwTcmHTcmU pv ⋅−=+=⋅= 2/2
�� (3)

Po rozpisaniu ró�niczki energii wewn�trznej: 
( )dTmTdmcdU v ⋅+⋅= (4)

oraz wykorzystania równanie stanu gazu zapisanego w postaci ró�niczkowej: 

x x

m� m�D
c

D
c

D
p

FH FH

FhFh

Fp FpFs
Fs

Ff

pa

pa
p p

VoVo

Ff



Z. Kami�ski 286

dt

dp
V

dt

dV
p

dt

dT
mT

dt

dm
R +=�

�

�
�
�

�
+ (5)

uzyskuje si� ró�niczkowe równania zmian ci�nienia i temperatury w komorze V: 
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gdzie: α - współczynnik przejmowania ciepła [W/m2K], Aw – powierzchnia przejmo-
wania ciepła [m2]. 

Powierzchnia wymiany ciepła i obj�to�� komory roboczej zmieniaj� si� wraz  
z przemieszczeniem tłoka (sztywnika): 

xAVVxaAA eowwow +=+= (8)

gdzie: Awo – pocz�tkowa powierzchnia wewn�trzna komory wyj�ciowej [m2], Vo – 
pocz�tkowa obj�to�� komory wyj�ciowej [m3], aw – współczynnik proporcjonalno�ci, 
dla siłowników tłokowych aw=	Dc , dla membranowych aw=0. 

Obj�to�� komory przeponowej zale�y od podatno�ci materiału przepony. Jej two-
rz�ca mo�e w procesie odkształcenia by� albo odcinkiem linii prostej, albo łukiem 
krzywej wybiegaj�cej poza płaszczyzn� sztywnika. W membranowych siłownikach 
hamulcowych zmiana obj�to�ci komory ma charakter liniowy, a wi�c warto�ci Vo i Ae

mo�na wyznaczy� na podstawie wykresów V(x) podawanych przez producentów. 
Dla wyznaczenia czasowych zmian obj�to�ci komory niezb�dne jest równanie dy-

namiki ruchu elementu przesuwnego siłownika – tłoka lub sztywnika: 

Hhfspz FFFFF
dt

xd
m −++−=2

2

(9)

gdzie: mz – masa ruchomych cz��ci siłownika, mechanizmu uruchamiania i mechani-
zmu hamuj�cego zredukowana do tłoka [kg], Fs – siła napi�cia spr��yny (dla siłowni-
ka przeponowego – spr��yny i przepony) [N], Ff – sumaryczna siła tarcia siłownika, 
mechanizmu uruchamiania i mechanizmu hamuj�cego [N], FH – siła oporu wyznacza-
na do�wiadczalnie na podstawie charakterystyki siłowej mechanizmu hamulcowego 
[N], Fh – siła oddziaływania obudowy w skrajnych poło�eniach tłoka [N]. 

W zało�eniach upraszczaj�cych przyj�to, �e sumaryczna siła FC obci��aj�ca tłok 
(sztywnik membrany), a w zasadzie charakterystyka FC(x), b�dzie wyznaczana do-
�wiadczalnie na podstawie pomiaru ci�nienia w komorze siłownika oraz pomiaru 
przemieszczenia. Wówczas równanie (9) mo�na sprowadzi� do postaci: 

Cvpz FFF
dt

xd
m −+=2

2

(10)

gdzie: Fv – sumaryczna siła tarcia wiskotycznego siłownika, mechanizmu uruchamia-
nia i mechanizmu hamuj�cego [N]. 
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Sił� ci�nienia działaj�cego na tłok wylicza si� z zale�no�ci: 
( )

aep ppAF −= (11)

gdzie: Ae – pole powierzchni efektywnej siłownika [m2], p – ci�nienie absolutne  
w komorze roboczej siłownika [Pa], pa – ci�nienie atmosferyczne [Pa]. 

Sumaryczn� sił� tarcia wiskotycznego mo�na opisa� zale�no�ci� liniow�: 

dt

dx
kF vv −= (12)

gdzie: kv – zast�pczy współczynnik proporcjonalno�ci [Ns/m]. 

2. Do�wiadczalne wyznaczanie charakterystyki FC(x)

Modyfikuj�c model matematyczny charakterystyki FC(x), opisany w pracy [1], 
otrzymano jego posta� rozbudowan�, w której pocz�tkowy wycinek charakterystyki 
jest aproksymowany lini� prost�, a pozostała cz��� – krzyw� wykładnicz�. Dla hamo-
wania: 
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Dla odhamowania: 
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gdzie: Ae – efektywna powierzchnia siłownika [m2],  n1 , n2 – współczynniki do�wiad-
czalne dla hamowania i odhamowania, pmax – ci�nienie odpowiadaj�ce maksymalnemu 
przemieszczeniu xmax tłoka, phgr, ph – ci�nienie odpowiadaj�ce współrz�dnej xgr ko�ca  
i pocz�tku xh liniowego wycinka krzywej hamowania, pogr, po – ci�nienie odpowiada-
j�ce współrz�dnej xgr ko�ca i pocz�tku xo liniowego wycinka, pc – ci�nienie odpowia-
daj�ce współrz�dnej tłoka xc po hamowaniu cz��ciowym; dla pełnego hamowania 
pc=pmax, za� xc=xmax. 

Poniewa� modelowanie obci��enia tłoka podczas hamowania i odhamowania,  
w tym cz��ciowego, według zale�no�ci (13), (14) wymaga �ledzenia i zapami�tywania 
warto�ci przemieszczenia xc tłoka na ko�cu fazy hamowania, opracowano uproszczo-
ny wariant charakterystyki, wykorzystuj�cy �redni� warto�� ci�nienia psr(x) dla cyklu 
hamowanie-odhamowanie: 
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( ) ( ) ( )[ ]{ }xpmmxpAxF srsreC 10 +±= (15)

P�tl� histerezy charakterystyki p(x) uzyskano dodaj�c (hamowanie) lub odejmuj�c 
(odhamowanie) od �redniej warto�ci ci�nienia psr(x) warto�� stał� m0 i warto�� iloczy-
nu m1�psr(x) zale�n� od ci�nienia (obci��enia). Szeroko�� p�tli histerezy wynika  
z sumarycznego tarcia w mechanizmie hamulcowym, mechanizmie uruchamiania  
i w samym siłowniku. 

Zale�no�� psr(x) opisano równie� krzyw� liniowo-wykładnicz�: 
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gdzie: pgr, posr – �rednie ci�nienie odpowiadaj�ce współrz�dnej xgr ko�ca i pocz�tku xo

liniowego wycinka krzywej cyklu hamowanie-odhamowanie. 
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Rys. 2. Charakterystyka obci��eniowa p(x) osi przyczepy rolniczej T-653 firmy Pronar (jeden siłownik 
membranowy na o� – typ 16): a – model liniowo-wykładniczy, b – model uproszczony. 

Fig. 2. Pressure displacement diagram p(x)  for agricultural trailer T-653 made by Pronar (S-cam brake 
type 16 one per axle): a – linear-exponential model, b – simplified model. 

Warto�ci współczynników modelu charakterystyki wyliczano metod� bezgradien-
tow� simplex Neldera-Meada w procesie minimalizacji wska�nika jako�ci FPE (Final 
Prediction Error) – wa�onej sumy kwadratów odchyle� warto�ci empirycznych pd(x) 
od warto�ci modelowych p(x): 



Modelowanie matematyczne siłowników hamulcowych przyczep rolniczych 289

( ) ( )
( )�

=

�
�

	


�

� −
=

m

i d

d

xp

xpxp
FPE

1

2

(17)

a� do osi�gni�cia ��danej dokładno�ci oblicze�. Obliczenia wykonano w programie 
komputerowym Matlab. Przykładowe zale�no�ci empiryczne charakterystyki pd(x) dla 
hamowania i odhamowania oraz zale�no�ci modelowe p(x) dla osi hamowanej przy-
czepy dwuosiowej T-653 firmy Pronar o ładowno�ci 4000 kg pokazano na rysunku 2. 

4. Podsumowanie 

Opisany model matematyczny siłownika osi hamowanej mo�e by� wykorzystany 
do budowy podsystemu funkcjonalno-strukturalnego na potrzeby symulacji cyfrowej 
dynamiki powietrznych układach hamulcowych przyczep pojazdów rolniczych i sa-
mochodowych. W równaniach modelu siłownika uwzgl�dniono wymian� ciepła  
z otoczeniem. 

Badania istotno�ci wska�nika determinacji (R2>99%) za pomoc� testu t-Studenta 
potwierdziły adekwatno�� modeli matematycznych liniowo-wykładniczej charaktery-
styki p(x) dla hamowania (13) i odhamowania (14) oraz modelu u�rednionego (16). 
Podstawow� zalet� zaproponowanej koncepcji wykorzystania charakterystyki p(x) do 
oszacowania zredukowanych do tłoka sił oporu FC(x) jest przede wszystkim łatwo��
jej do�wiadczalnego wyznaczania nawet w warunkach przemysłowych. Ze wst�pnych 
bada� symulacyjnych wynika, �e zastosowanie modelu (15), mimo jego mniejszej 
dokładno�ci, znacz�co przyspiesza obliczenia numeryczne. 
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Mathematical modelling of the brake actuators in the agricultural trailers 

S u m m a r y 

The mathematical model of the brake actuator as the last pneumatic element in transmission device 
of the trailer brake system was described in this paper. The heat exchange in the actuator chamber was 
included into the model. Forces in the equation of motion from a drum brake and application mechanism 
were reduced to the piston. The mathematical model can be used for the numerical simulation of the 
dynamic of air brake systems in agricultural trailers and other vehicles. 


