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Analiza numeryczna dynamiki pojazdu:
model matematyczny oraz jego weryfikacja
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W pracy przedstawiono model pojazdu zbudowany przy wykorzystaniu metody przeksztat-
cen jednorodnych i wspotrzednych ztaczowych. Umozliwia ona wyprowadzanie rownan ruchu
mechanicznych ukltadéw wielocztonowych, przy stosowaniu podejscia, polegajacego na przed-
stawianiu ruchu cial jako ruchu wzglednego. Formalizm ten rézni si¢ od powszechnie stosowa-
nych metod wykorzystujacych wspotrzedne absolutne i rOwnania wigzoéw, ktore sg okreslone dla
typowych, stosowanych w pojazdach potaczen. Rdwnania ruchu otrzymano w oparciu o réwnania
Lagrange’a II rodzaju. Model matematyczny pojazdu, uwzglednia jego zlozona strukture, oraz
uktad napedowy, ktory zbudowano w dwdch wersjach: jako klasyczny (silnik z mechanizmem
réznicowym) oraz naped niezalezny. W drugiej czgsci artykutu przedstawiono wyniki obliczen,
ktore uzyskano przy pomocy wilasnego oprogramowania. Wyniki obliczen zweryfikowano po-
przez ich pordwnanie z wynikami uzyskanymi z: badan, wykonanych na rzeczywistym obiekcie
oraz przy uzyciu pakietu MSC.ADAMS. Przedstawiono réwniez wnioski, charakteryzujace zalety
i wady proponowanego podejscia.

1. Wstep, przeglad metod modelowania dynamiki pojazdow

Pomimo istnienia od wielu lat na rynku komercyjnego oprogramowania przezna-
czonego do analizy mechanicznych ukladéw wieloczionowych, nadal powszechnie
budowane sa wlasne modele i programy dedykowane. Mozna wymieni¢ przynajmniej
kilka tego powoddow:

moga one uwzgledniaé zjawiska, ktore nie sa ujgte w pakietach komercyjnych
lub sg ,,stabo” zdefiniowane,

wlasne modele matematyczne powstaja czesto w wyniku wprowadzenia
i testowania nowych metod modelowania (generowania uktadéw réwnan, opi-
su matematycznego ruchu uktadéw mechanicznych, metod catkowania nume-
rycznego rownan ruchu, itp.),

budowa wtasnego modelu i oprogramowania pozwala na uproszczenia, ktore
sa zasadne z punktu widzenia przeznaczenia modeli (w pakietach komercyj-
nych czasem jest to niemozliwe). Nalezy tu réwniez wymieni¢ trudnosci, jakie
wystepuja w trakcie prac prototypowych, kiedy brak jest jeszcze szczegoto-
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wych danych przysztego produktu. Wowczas wprowadza si¢ przemyslane
uproszczenia w modelu, redukujace liczbe potrzebnych danych o pojezdzie,

e s3 rOwniez takie zastosowania analizy numerycznej ukladéw wielocztono-
wych (w tym pojazdow), dla ktérych budowa (lub stosowanie) doktadnych,
szczegotowych modeli matematycznych jest wrecz niewskazana. Do tej grupy
naleza: rekonstrukcja wypadkéw drogowych dokonywana przez biegltych sa-
dowych, optymalizacja isterowanie, badania nad modelami pojazdow
z aktywnymi czy semiaktywnymi elementami sterowania, itp.

e budowa wlasnych, autorskich modeli oraz programéw obliczeniowych posia-
da liczne walory poznawcze, edukacyjne (ktore sa trudne do uzyskania
w trakcie uzytkowania gotowych pakietow, takich jak np. MSC.ADAMS).

Szczegdlowa analiza literatury z zakresu modelowania dynamiki pojazdow,
ze wzgledu na ogromnag popularnos¢ tematyki jak i réznorodnos¢ rozpatrywanych
zagadnien, nie jest mozliwa do przedstawienia na kilku stronach. Stad ponizej ograni-
czono si¢ jedynie do oméwienia metod stosowanych przez innych autorow.

Przede wszystkim, zastosowanie wspotrzednych weztowych (ztaczowych)
do modelowania dynamiki pojazdow spotykane jest w literaturze znacznie rzadziej,
niz metody oparte na wspotrzednych absolutnych. W pracy [1] przedstawiono model
do symulacji ruchu pojazdu, zbudowany przy wykorzystaniu wspotrzednych ztaczo-
wych. Réwnania ruchu dla pojazdu podzielono na poduklady irozwiazywano od-
dzielnie. W pracy [2] bazujac na rownaniach Lagrange’a Il rodzaju, wspotrzednych
ztaczowych 1 przeksztalceniach jednorodnych, wyprowadzono réwnania ruchu dla
uktadu wielocztonowego mogacego zawieraé rowniez czlony podatne. Podano takze
przyktad zastosowania metody do modelowania pojazdéw wielocztonowych, oraz
algorytm wyznaczania sit tarcia w potaczeniach, stosujacy odwrotny algorytm Newto-
na-Eulera. Modele jedno i wielocztonowe przedstawiono takze w pracy [3], stosujac t¢
samg metode. W pracach tych pojazdy posiadaty funkcjonalne modele zawieszen
i uktadow kierowniczych. Autor rozprawy [4] przedstawil modele pojazdéw osobo-
wych i ciezarowych, ktoérych réwnania ruchu wyprowadzono w oparciu o réwnania
Lagrange’a Il rodzaju, przy czym do wyznaczenia sit uogdlnionych zastosowano me-
tode prac przygotowanych. Praca ta zawiera takze szereg modeli uproszczonych
i czesciowych, stosowanych w modelowaniu wybranych zagadnien.

Prace wykorzystujace metody bazujace na wspoétrzednych absolutnych sg repre-
zentowane przez niewspolmiernie wigksza grupe autoréw. Wynika to z tego,
iz metody te umozliwiaja automatyczng generacj¢ réwnan ruchu oraz wiezow, prowa-
dzac do powstania uktadu rownan rézniczkowo-algebraicznego, dla ktérego opraco-
wano szereg metod ich rozwiazywania, zapoczatkowanych praca [5]. Ponizej wymie-
niono niektdre pozycje nalezace do tej grupy. W pracy [6] mozna znalez¢ opis modelu
zawierajacego podatng bryte nadwozia, wraz z analiza wptywu tej struktury na wyniki
obliczen. Szczegdtowy opis budowy modeli przedstawiono w cyklu prac [7], [8], [9].
Zawieraja one rézne modele opon i uktadéw zawieszen. W pracy [10] zostat przed-
stawiony model pojazdu zawierajacy 510 rownan rézniczkowych i 110 réwnan alge-
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braicznych, do rozwiazania ktdrego zastosowano jedna z metod Gear’a. Prace te po-
kazuja mozliwosci, jakie oferuje wykorzystanie formalizmu Lagrange’a i wspodtrzed-
nych absolutnych.

W ostatnim czasie mozna zaobserwowaé wzrost zainteresowania badaniami nad
nowymi metodami catkowania rownan ruchu pojazdéw przy zastosowaniu wspotrzed-
nych absolutnych. Przykladowo w [11] do rozwiazania réwnan ruchu uktadu
z cztonami podatnymi zastosowano metode Rungge-Kutty-Rosenbrocka. Pewna mo-
dyfikacj¢ metody Rungego-Kutty, umozliwiajaca efektywne catkowanie rdéwnan
sztywnych, przedstawili autorzy referatu [12]. Metode z grupy Rosenbrock’a dla ukta-
dow sztywnych z wigzami, wykorzystano w pracach [13] oraz [14], przedstawiajac
takze zestaw wspolczynnikow do metody Rosenbrock’a-Nystrom’a. Pojawiaja sig¢
réwniez prace nad przystosowaniami réznych metod do rozwiazywania rownan ruchu
uktadow wielocztonowych, umozliwiajacych stosowanie obliczen rozproszonych
i rownoleglych. Przyktadami takich prac moga by¢: [15], [16], [17].

Trzecia duza grupe prac stanowia te, ktore dotycza roznych zagadnien sterowania
w uktadach wielocztonowych (pojazdach). Modele z tej grupy sa jednak w wigkszosci
znacznie uproszczone w poréwnaniu z poprzednimi, z uwagi na wymagana efektyw-
no$¢ numeryczna. Buduje si¢ zaréwno modele liniowe [18], jak i nieliniowe [19],
[20]. Zastosowanie silnikow elektrycznych do napedu pojazdow przedstawiono
w pracy [21], gdzie stosowano plaski model pojazdu do analizy jego ruchu na tuku
drogi.

W nastepnych rozdziatach opisano model pojazdu stosowany do obliczen symula-
cyjnych, wykonywanych za pomoca wtasnego oprogramowania komputerowego, wy-
niki obliczen, weryfikacje¢ bezposrednia i posrednia oraz przedstawiono wnioski.

2. Model pojazdu

Modele stosowane do symulacji komputerowej zawieraja szereg uproszczen, ktore
majq decydujacy wptyw na jako$¢ uzyskiwanych wynikow. Podstawowy podziat mo-
deli moze by¢ dokonany ze wzgledu na czestotliwosé drgan elementow pojazdu, ktéra
moze by¢ odwzorowana w analizie numerycznej. Istotnym zatozeniem, dotyczacym
modelu przedstawianego w niniejszej pracy, jest uwzglednienie czestosci drgan
w zakresie od 0 do 50 Hz. Analizowanie wyzszych czestosci wymaga uwzglednienia
podatnosci bryl, zwlaszcza nadwozia. Przedstawiony w pracy model ztozony jest
z szeregu cial sztywnych tworzacych otwarte i zamkniete tancuchy kinematyczne,
potaczonych ze sobg elementami sprezysto-thumigcymi. Do wyprowadzania réwnan
ruchu zastosowano metode przeksztalcen jednorodnych wraz z opisem we wspotrzed-
nych ztaczowych oraz rdwnania Lagrange’a II rodzaju. Réwnania ruchu sg generowa-
ne przez wlasny program komputerowy, w oparciu o algorytm uwzgledniajacy struk-
ture oraz stopien ztozonosci modelu.

Celem stosowania stosunkowo ztozonego modelu (tj. posiadajacego co najmniej
kilkadziesiat stopni swobody), jest mozliwos¢ symulowania dynamiki poszczegdlnych
ciat tworzacych strukture pojazdu. Przedstawiony dalej model pojazdu, charakteryzuje
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si¢ tym, iz zawiera strukturalne modele zawieszen 1 uktadu kierowniczego oraz funk-
cjonalne modele opon i uktadu napedowego. Umozliwia to analizg¢ sprzegania sie np.
drgan skretnych uktadu napedowego z drganiami elementéw zawieszen i uktadu kie-
rowniczego, czy innych cial pojazdu. Strukturalne modele zawieszen umozliwiaja
uwzglednienie rzeczywistej budowy uktadu jezdnego pojazdu, w odrdznieniu od sto-
sowanego czegsto modelu funkcjonalnego [2], [3]. W modelu funkcjonalnym, dodat-
kowe przemieszczenia kot okreslane sa na podstawie badan stanowiskowych i sa
uwzgledniane w modelu w postaci odpowiednich charakterystyk. Pewna wada modeli
funkcjonalnych jest to, iz kazda zmiana geometrii lub modyfikacja innych parametrow
elementow zawieszen, wymaga powtdrnych badan stanowiskowych. Modele struktu-
ralne potrzebuja z kolei duzej liczby szczegdtowych danych, do ktorych dostgp bywa
utrudniony. Pomimo tych niedogodnosci modele strukturalne, ze wzgledu na liczne
zalety i mozliwos¢ doktadniejszego modelowania ukladéw niz w przypadku modeli
funkcjonalnych, sa powszechnie stosowane w profesjonalnych pakietach (ADAMS,
DADS), rownolegle z modelami funkcjonalnymi.

W przyjetym modelu pojazdu wyszczegolnia sie nastgpujace poduktady:

e nadwozie,
zawieszenie przednie (typu MacPhersona),
zawieszenie tylne z wahaczami skosnymi,
uktad kierowniczy,
uktad napedowy,
kota wraz z oponami.

Istotng cecha prezentowanego modelu jest rowniez mozliwos¢ symulowania ruchu
pojazdéw z réznymi konfiguracjami uktadéw napedowych (np. napedy niezalezne
realizowane za pomocg silnikow elektrycznych czy napedy klasyczne z mechani-
zmami réznicowymi).

Cecha wspdlng uktadow kierowniczego i przeniesienia napedu, jest uwzglednie-
nie:

e podatnosci skretnej elementow — do dyskretyzacji zastosowano metode
sztywnych elementoéw skonczonych, opisana w [22], (waly, pdtosie napedo-
we, kolumna kierownicy),

e tarcia suchego w uktadach (pomiedzy listwa zgbata uktadu kierowniczego
ajej obudowa w uktadzie kierowniczym oraz w mechanizmie réznicowym
w uktadzie przeniesienia napedu, jezeli wystepuje).

Symulacja numeryczna ruchu pojazdu o strukturze przedstawionej na rys. 1. wy-
maga opracowania odpowiednich metod umozliwiajacych opis i analiz¢ struktur tan-
cuchéw kinematycznych (w tym zawierajacych podiancuchy zamknigte), oraz gene-
rowania i catkowania rownan ruchu pojazdu.

Rys. 1 przedstawia rozwazany model w dwoch wersjach (przyjeto budowe
i parametry odpowiadajace samochodowi klasy Fiat Seicento): pojazd z klasycznym
zespolem napedowym (silnik spalinowy z mechanizmem réznicowym) na rys. la),
a takze z wersja o napedzie niezaleznym z silnikami elektrycznymi na rys. 1b).
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Nadwozie pojazdu jest bryla sztywna posiadajaca sze$¢ stopni swobody i jest cia-
tem stanowiacym o ruchu unoszenia (do niego dotaczone sq wszystkie galezie) pozo-

statych poduktadow. Wektor wspotrzednych uogoélnionych nadwozia q(")

q(”):[x(”) Yy g (p(">]f (2.1)

ma postac:

gdzie:

x", y", 2" — wspétrzedne poczatku uktadu nadwozia w uktadzie inercjalnym,
', 0", 9" —katy obrotu Eulera (Z-Y-X): w'” — kat odchylania, 8" — kat
pochylenia oraz ¢(") — kat przechylenia nadwozia (rys. 1).

Rys. 1. Model pojazdu:
a) z napgdem klasycznym  b) naped realizowany przez silniki elektryczne

Fig. 1. The model of the vehicle:
a) with classic drive system b) powertrain with electric motors as drive system
Model przedniego zawieszenia pojazdu przedstawia rys. 2. Jest to zawieszenie ty-
pu MacPhersona, w sktad ktérego wchodza (k =1,2 - lewa badz prawa strona pojaz-
du), elementy z rys. 2:
e kolumna zawieszenia, ktdorej ruch (obroty) wzgledem nadwozia opisuje wek-

tor:
q™ = [W(T’k) 9T h) (D(T,k)]T ’ 2.2)

e zwrotnica, posiadajaca dwa stopnie swobody wzgledem kolumny:

q = [Z(z,k) W(z,m]T ’ 2.3)
e kolo (tylko obrét wiasny):

g =[g) 24
e wahacz, ktérego ruch wzgledem nadwozia okreslony jest przez:

q" =lp0], 25)

e przeguby kuliste, taczace drazki ze zwrotnicami oraz wahacze ze zwrotnicami
(ich wprowadzenie powoduje powstanie podtancuchow zamknigtych).
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Rys. 2. Model zawieszenia przedniego typu MacPherson

Fig. 2. Model of the front MacPherson suspension

Model zawieszenia tylnego przedstawia rys. 3.

Amortyzatory Zderzaki elastyczne

(k)

Przeguby kuliste

g(T,k)

Przeguby mocujace
wahacz do nadwozia

\ O$ przegubéw wahacza
10} A/ﬁmnek ruchu

Rys. 3. Model zawieszenia tylnego z wahaczami sko$nymi
Fig. 3. Model of the rear suspension with trailing arms

Jest ono oparte na wahaczach wleczonych, o nastepujacych elementach (k = 3,4):
e amortyzator, mozliwe sg trzy obroty wzgledem nadwozia:

q“ = [,/,(A,k) b q,(A,k)]T ’ 2.6)
e tloczysko amortyzatora, posiadajace dwa stopnie swobody wzgledem obudowy:
q™ = [Z(F,k) l//(F,k)]T, (2.7)

e wahacz (ruch wzgledem nadwozia):
q" =g 9)
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e koto, ruch wzgledny okresla:
R 9

e przeguby kuliste, taczace amortyzatory z wahaczami.

Ruch samochodu (jego nadwozia wraz z zawieszeniami) jest okreslony, jesli wy-
znaczy si¢ na drodze catkowania numerycznego roéwnan ruchu nastgpujace elementy:

a) sktadowe wektora wspotrzednych uogoélnionych q(S) :

a=la) @f @], @10
gdzie:
(T k) (A,k)
q q
q(Z,k) q(f’,k)
q(S’k) ) ,gdy k=12, q(S’k) T ove P gdyk=34,
q" a -
(H k) (H k)
q q
b) reakcje w przegubach kulistych:
R® = [(Rg,ﬂ)T]T’ p=1..n, (2.10.2)
gdzie:

i, j - numery cial tworzacych potaczenie,
R;l,/) — [pF)((”j) pr(l,J) pFZ(”/)]T ,
n, - liczba potaczen kulistych (w analizowanym modelu 7, =6).
Istotna zaleta metody uzytej w pracy (opartej na wspdtrzednych ztaczowych) do opisu
ruchu uktadéw wielocztonowych jest to, iz nie trzeba wprowadzaé¢ réwnan wiezéw dla
potaczen kolejnych cztondéw tancucha kinematycznego. Dodatkowe reakcje wigzoéw sa
niezbedne jedynie tam, gdzie tworzy si¢ zamknigte tancuchy kinematyczne. Modele
rozwazane w pracy posiadaja przeguby kuliste, ktore powoduja powstawanie konfigu-
racji z zamknietymi tancuchami. Reakcje wiezdw sa nieznane w fazie formowania
rownan ruchu, dlatego dla kazdego przegubu kulistego wprowadza si¢ dodatkowe
réwnania wigzdw, ktore dla tego typu polaczenia mozna zapisaé w postaci [23]:
B”.r’ —BY .r’ =0, (2.11)
gdzie:
B, B’ — macierze transformacji wspéhzednych z uktadéw lokalnych ciat i, j
do uktadu globalnego,
r,(f) ,r,(f ) — wspolrzedne punktéw potozenia przegubu w uktadzie lokalnym ciata
i oraz j,
i, j —numery ciat potaczonych przegubem kulistym,
P — numer przegubu kulistego w uktadzie.
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Uwzgledniajac postaé¢ (2.10) mozna obliczy¢ liczbe sktadnikow wektora q(S) :

ng =6+2(3+2+1+1)+2(3+2+1+1)=34. (2.12)

Zastosowany model uktadu kierowniczego pokazano na rys. 4. Jest to przestrzenny
model, zbudowany z nastepujacych elementow:
e listwy zgbatej, ktorej ruch wzgledem nadwozia okresla wektor:

q =) @.13)

e drazkéw kierowniczych, posiadajacych mozliwos¢ dowolnego obrotu wzgle-
dem listwy:

q®h = [1//(D DEPACR) (D(D,k)]T’ (2.14)

e kolumny kierownicy, modelowane] jako wat o podatnosci skretnej; ruch jej
elementow jest okreslony wektorem:

q =lp" .. o] (2.15)
gdzie:
n, +1 — liczba elementow (ses), na ktore podzielono kolumne, potaczonych

poprzez ny, elementow sprezysto-ttumiacych (est),
")

@;"’ — kat obrotu i-tego elementu kolumny (ses o numerze 0 oznacza kolo kie-
rownicy).

Wektor wspotrzednych uogolnionych kolumny okreslony w (2.15), uzupetnia
wektor wspotrzednych uogdlnionych okreslajacy ruch bryt tworzacych model pojaz-
du.

Roéwnanie ruchu podatnej kolumny z kotem kierownicy mozna zapisaé w postaci:
A"q)" DS, =F", (2.16)
gdzie:
S, — sita oddziatywania listwy na kolumng kierownicy,

D" =0 0 .. 0 —r™[,

My

(W) — promien podziatowy zgbnika,

(W) — W) 5 (W) ) oy W) ")
F"'=-B"q, -C"q, +D, 'M,,
M, —moment przylozony do kierownicy,

A" B" C" _ macierze mas, sztywnosci 1 thumienia kolumny, okreslone
w pracy [22],
D=1 0 .. 0 of.
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SES"

Rys. 4. Zatozony model uktadu kierowniczego

Fig. 4. Steering system assumed
Réwnanie wiezow taczace ruch listwy z kolumna kierownicy ma postac:
7
DY) - (D(W)) ) _, 2.17)

Ny 4
T
gdzie: Dg””:lo... 10 .. 0]
y(L)

Po dodaniu do wektora okreslonego w (2.10) wspotrzednych uogdlnionych ele-
mentow uktadu kierowniczego (tj. listwy oraz drazkdw), otrzymuje sig:

7 7 T
q" = [(qm)f y® (qw,l)) (q(D,z)) (quW)) ]T (2.18.1)
oraz, uwzgledniajac wzdr (2.12), wyznacza si¢ liczbg wspdtrzednych uogdlnionych:
n, =ng+1+2-3+n, +1=ng+n, +8, (2.18.2)

gdzie:

n, — jest liczba wspotrzednych uogélnionych opisujacych ruch bryt sztywnych
uzytych do budowy tancuchéw kinematycznych tworzacych model pojazdu,
wraz z uktadem kierowniczym.

Modele zastosowanych uktadéw napedowych opisano szczegotowo w pracy [24].

W przypadku modelu z napedem niezaleznym, moment napedowy przekazywany jest
na koto k z silnika elektrycznego poprzez podatna pdtos napedowa. Alternatywnie
mozna zastosowaé¢ model klasycznego ukladu przeniesienia napedu z silnikiem spali-
nowym i mechanizmem roéznicowym.

Ogodlnie, réwnania ruchu elementow uktadu napedowego przyjmuja postac:

ADGP _pPMP =F® (2.19.1)

gdzie:

q? = [[qgf) [q ;)R) [q ;,D ) ]T]Z — wektory wspétrzednych uogélnionych,
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qg”) = [(oém) (ox’)]r — wektor wspotrzednych uogdlnionych pétosi nape-

dowej o numerze m=L, R,

n, — liczba elementéw ses uzytych do dyskretyzacji potosi m,

q( D) _ [Q] — w przypadku napedu niezaleznego,
D D MR

| |

F”) — wektor prawych stron,

— w przypadku napedu klasycznego,

AP - macierz mas,
D' — macierz wspotczynnikow reakcji wiezow,
T
MP = [M I(D) v M ,(nlz) ] — wektor reakcji wigzow, ktorych elementy przed-
stawiono w pracach [23], [24].

Z punktu widzenia funkcjonalno$ci uktadu kierowniczego oraz mechanizmu roz-
nicowego, istotne znaczenie ma uwzglednienie tarcia suchego. Uwzglednienie tego
rodzaju tarcia komplikuje modele matematyczne a takze obliczenia, ze wzgledu na
koniecznos$¢ rozpatrywania faz tarcia statycznego i kinetycznego. Gdy uwzgledni si¢
tarcie statyczne (brak ruchu wzglednego w potaczeniach), wektor nieznanych reakcji

nalezy uzupehi¢ sktadowymi:
T,
T= , (2.20)

M}L,R)
gdzie: T, — sila tarcia listwy o obudowe,

ME® — moment tarcia wewnet haniZzmie rozni
r etrznego w mechanizmie réznicowym.

Do obliczenia sktadowych wektora T zastosowano odpowiednie algorytmy sterujace,
ktére umozliwiaja sprawdzanie i przelaczanie faz tarcia, opracowane podobnie jak
w pracy [25].

Aby podsumowaé rozwazania, ponizej przedstawiono otrzymana strukture réwnan
ruchu i wigzéw dla modelu pojazdu przedstawionego na rys. 1b) przy zatozeniu,
ze uwzglednia si¢ uktad napedowy z mechanizmem roznicowym oraz zaklada sig tar-
cie nierozwiniete w mechanizmie réznicowym i uktadzie kierowniczym:

Aq—DR=F, (2.21.1)
-D'§ =T (2.21.2)
gdzie:

QE(V) — wektor sil uogoélnionych, odpowiadajacych sitom i momentom reakcji

jezdni na kota pojazdu, przyjetych zgodnie ze stosowanym modelem opon
(do obliczen stosowano model Dugoffa-Uffelmanna, opisany w pracy [26]
lub Pacejki [27]),
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A 0 0 0o 0 q”
0 A 0o 0o 0 q,’
A=l 0 0 A® o 0 |, q={q,’ |,
0 0 0 AY 0 q”
0 0 0o 0 A"] q;" |
FO+ Y QU (PO, FP, FO MO M0, M)
. F&
F= F® 5
F®
F™
) ) R
DY pvL pv-R 0 0 ) ) [ _D(TV,L) MéL)
0 DY o0 -iD -DY 0 0 M®
D= 0 0 D -IiD” +D" 0 0 |.R=|MPP|,
0 0 o0 DY o0 0 0 MR
0 0 0 0 0o D o0 S,
i ] e

I' — wektor prawych stron réwnan wigezow,
M, (()k) — nieznane momenty sprzegajace ruch kot i elementow uktadu napedowego,
k=L,R,

M EL’R) — moment dziatajacy na obudowe mechanizmu réznicowego.
Rozmiar uktadu réwnan (2.21) jest zdeterminowany liczba 7, oraz liczba pozostatych
sktadowych wektora wspdtrzednych uogdlnionych  oraz liczba nieznanych reakcji
n, . Dla modelu pojazdu z rys. 1b) wynosi ona:

ny+ny) +14+n00 + 140" + 240, +6=

(D)

_ (L) (R)
—46+n¢ +n, +n,

+n, +24+6= (2.22)
(D)
2

W szczegdlnych przypadkach (brak mechanizmu réznicowego, sztywne potosie:
n;,” =n® =0, badz w fazie tarcia kinetycznego w mechanizmie réznicowym lub

_ (L) (R) W)
—76+n¢, +n, +n, +n,

uktadzie kierowniczym), rownania otrzymuje si¢ poprzez skreslenie odpowiednich
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rownan ruchu i wigzow, oraz przeniesienie niektorych wektorow na prawa strong (ja-
ko znanych). Szczegdlowe wyprowadzenia réwnan ruchu mozna znalez¢ w [23].
Z rownania (2.21.1) mozna obliczy¢:

g=A"'[F+DR], (2.23)
a po podstawieniu q do (2.21.2), uzyska¢ rdwnanie:
D'A'DR=-I'-D'A"'F, (2.24)

ktére jest ukladem rownan algebraicznych liniowych z niewiadomymi, bedacymi
sktadowymi wektora R. Po rozwiazaniu tego uktadu réwnan i wyznaczeniu R, mozna
obliczy¢ skladowe wektora q ze wzoru (2.23). Takie postgpowanie zastosowano

w opracowanych programach komputerowych.

Istotnym elementem modelu pojazdu jest model opony, ktérego wptyw na wyniki
obliczen zalezy w duzym stopniu od rodzaju analizowanych testdéw symulacyjnych.
Najpopularniejsze modele opon stosowane w programach obliczeniowych to: Du-
goffa-Uffelmanna [26] oraz Pacejki [27], oba sa zastosowane w obliczeniach przed-
stawionych dalej. Drugi z tych modeli opisuje dokladniej zjawiska generowania sit
pochodzacych od nawierzchni jezdni, wymaga jednak wiekszej liczby parametrow.
Istotng kwestia jest problem drgan opony wywotanych przejazdem przez nierdwnosci
o dtugosciach §ladu tego rzedu, co dlugosé sladu opony. Majac na uwadze to, iz czg-
stotliwosci drgan wlasnych opony prawie zawsze znacznie przekraczaja 50 [Hz],
wspomniane modele opon mogg by¢ stosowane, jednak wyniki obliczen sg obarczone
pewnym bledem [28]. W szczegodlnosci nalezy uwzgledni¢ wptyw tych czestosci na
drgania elementéw: uktadu kierowniczego (np. przyspieszenie styczne na kole kie-
rownicy), oraz w pewnym stopniu, zawieszen w plaszczyznie kotla. Jest to istotne
w symulacjach okreslajacych poziom drgan wywotanych nierdwna nawierzchnia.

Do catkowania rownan postaci (2.23), uzupelionych odpowiednimi warunkami
poczatkowymi, stosowano gtéwnie metode Rungego-Kutty IV rzedu ze stalym kro-
kiem catkowania [29]. Stosowano réwniez metody z automatycznym doborem kroku
catkowania (Rungego-Kutty-Fehlberga, Bulirscha-Stoera) oraz metody dla uktadéw
rézniczkowych sztywnych: Rosenbrock’a, Bulirsch-Stoera- Deuflhard’a [30], [31].
Przy stosowanej metodzie modelowania — wspotrzedne weztowe i przeksztalcenia
jednorodne — macierz mas uktadu réwnan ruchu jest pelna. Ma to bezposredni wplyw
na czas symulacji — efekt przyspieszenia obliczen poprzez wykorzystanie wspomnia-
nych metod catkowania (przy zatozeniu odpowiedniej doktadnosci obliczen) maleje
w stosunku do ,,prostej” metody Rungego-Kutty, wraz ze wzrostem ztozonosci modelu
oraz pojawianiem si¢ zjawisk o skokowo zmiennych wartosciach (np. przejazd przez
przeszkodg). Poréwnanie efektywnosci numerycznego catkowania réwnan ruchu dla
omawianego modelu oraz jego uproszczonych wersji przedstawiono w pracy [32].

3. Wyniki symulacji numerycznych, weryfikacja modelu

Modele matematyczne i programy komputerowe powinny zosta¢ zweryfikowane
odpowiednimi pomiarami drogowymi, bedacymi najlepsza metoda sprawdzenia ich
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poprawnosci. W dalszej cze$ci rozdzialu przedstawiono réwniez poréwnanie
z wynikami obliczen uzyskanymi z systemu MSC.ADAMS, jako druga, posrednia
metod¢ weryfikacji.

Identyfikacji parametréw modelu dokonano na podstawie analizy szczegdlowej
dokumentacji technicznej pojazdu Fiat Seicento, jak réwniez pewne wielkosci okre-
Slono na podstawie literatury (np. [3]). W nielicznych przypadkach braku szczegéto-
wych danych, postuzono si¢ metoda rekonstrukcji geometrii za pomoca narzedzi
CAD, umozliwiajacej doktadne wyznaczenie np. parametréw bezwtadnosciowych.

3.1. Weryfikacja pomiarowa

Wykonane zostaly pomiary drogowe w czasie przejazdu przez przeszkody
umieszczone na jezdni. Przeszkody (deski o przekroju poprzecznym w ksztalcie pro-
stokata) mialy wysokos¢ 2.5 cm, zostaty umieszczone w ten sposob, aby pokonywaty
je kota tylko jednej strony pojazdu (rys. 5).

=

T T

NN

PR

Rys. 5. Wymiary i usytuowanie przeszkod na drodze

EE-

Fig. 5. Obstacles on the road - dimensions and location

W sktad aparatury pomiarowej wchodzity nastgpujace urzadzenia:

e dwa czujniki przyspieszen (zamocowane na nadwoziu oraz zwrotnicy przed-
niego kota, pokonujacego przeszkode),

e czujnik Correvit mierzacy predkosc¢ liniowa samochodu w osiach x 1y,

kierownica elektryczna do pomiaru kata obrotu oraz momentu na kole kie-

rownicy,

zyroskop do pomiaru predkosci katowych nadwozia,

czujniki katéw skretu kot kierowanych,

komputer sterujacy praca uktadu pomiarowego,

urzadzenie analogowo-cyfrowe rejestrujace i przetwarzajace sygnaly.

Wyniki pomiaréw rejestrowano na komputerze zbierajacym dane z przetwornika.
Uktad pomiarowy, czujniki oraz pojazd badawczy przedstawiono na rys. 6. 1 7. Decy-
dujace znaczenie mial pomiar oddzialywania przeszkod o ostrych krawedziach na
drgania elementoéw pojazdu. Zamontowano czujniki przyspieszen rejestrujace drgania
pionowe nadwozia (czujnik A zamontowany w uchwycie kolumny MacPhersona) oraz
zawieszenia (czujnik B umieszczony na zwrotnicy) po prawej stronie pojazdu. Inne
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wielkosci mierzone shuzyly do kontroli warunkéw jazdy (predkosé liniowa i katowa
pojazdu, katy skretu kot, itp.).

Czujnik momentu i
obrotu kierownicy

Przetwornik
analogowo-cyfrowy

Rys. 6. Widok aparatury pomiarowej wewnatrz pojazdu

Fig. 6. View of the measurement devices used in experimental verification of the models

Rys. 7. Miejsce zamontowania czujnikow przyspieszen
Fig. 7. The location of the accelerometers

Symbolem ,,W” na prezentowanych dalej wykresach oznaczono wyniki obliczen,
natomiast ,,B” wyniki uzyskane z pomiaréw. Widoczne réznice pomigdzy pomiarami
i wynikami obliczen, mozna wytlumaczy¢ istniejacymi uproszczeniami w modelu:
zarowno modelu opony (nie uwzgledniono w modelu obliczeniowym mozliwosci
ruchu opony wzgledem obreczy), jak rdowniez podatnosci wzdtuznej zawieszenia (ele-
mentow stalowo-gumowych mocujacych wahacze do podwozia samochodu). Gtéwny
charakter zjawiska (amplituda, czg¢stos¢ drgan) sa jednak, zdaniem autora zadowalaja-
co zgodne.

Analizujac wykresy na rys. 8. 19, mozna zauwazy¢ lokalne réznice w uzyskiwanych
przebiegach przyspieszen. Sa one spowodowane zarOwno uproszczeniami przyjetego
modelu obliczeniowego, jak rdwniez zakldceniami, ktore powstaja w trakcie wykony-
wania badan. Zjawiska te to migdzy innymi: nierdwna nawierzchnia, bledy identyfikacji
parametréw (szczegélnie charakterystyki tarcia, thumienia, luzy powstate na wskutek
zuzycia) oraz niepowtarzalno$¢ manewrow (kierowca nie jest w stanie wykona¢ ideal-
nej, zamierzone;j trajektorii przy przejezdzie przez przeszkody).
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Rys. 8. Trzy przeszkody w jezdzie na wprost: pionowe przyspieszenia masy nie resorowanej,

a) FFT przebiegu czasowego, b) przebieg czasowy

Fig. 8. Three obstacles while streight-line motion: vertical accelerations of the unsprung mass,

a) FFT on the time history, b) the time history

Niektore wyniki dotyczace przejazdu przez przeszkody w czasie jazdy po okregu
ze stala predko$cia, zamieszczono na rys. 9.
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Fig. 9. Obstacles on the circular path

1 1,2 1,4
Rys. 9. Przejazd przez przeszkody podczas jazdy po okregu

a) pionowe przyspieszenia masy nie resorowanej przy przejezdzie przez 1 przeszkodg,
b) pionowe przyspieszenia nadwozia, przejazd przez 3 przeszkody

a) vertical acceleration of the non-suspended mass while running over 1 obstacle,
b) vertical acceleration of the car body while running over 3 obstacles

Nalezy tez podkresli¢, ze wybrane testy obliczeniowe, ktdre postanowiono zwery-
fikowaé, cechuja si¢ znacznie wigksza ,,wrazliwoscia” na pewne czynniki, inne niz
przedstawiane np. w pracach [2], czy [3], gdzie weryfikowano wielkosci globalne,
takie jak predkosci katowe odchylania. Stad blad wzgledny migdzy obliczeniami oraz
pomiarami, obliczony wg zaleznosci:

gdzi

c:

p(t),o(t) — przebiegi uzyskane z pomiar6éw i obliczef,

3.1)
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wynosi maksymalnie 10% i jest wigkszy od uzyskanych (1-2 %) w wymienionych
pracach. Wyniki badan, cho¢ w pewnym stopniu réznia si¢ od wynikéw obliczen,
zdaniem autora, Swiadcza o poprawnie zbudowanym modelu matematycznym pojaz-
du.

3.2. Weryfikacja posrednia

Drugi etap weryfikacji przeprowadzono stosujac pordwnanie wynikow obliczen
uzyskanych zwlasnego oprogramowania, z wynikami systemu MSC.ADAMS,
sprawdzonego, powszechnie uzywanego w wielu osrodkach narzedzia do wirtualnego
prototypowania pojazdow.

Na rys. 10a) przedstawiono funkcje kata obrotu kierownicy, ktora przyjeto jako
wymuszenie w obu modelach (symbolem ,,W” oznaczono wyniki obliczen otrzymane
z wlasnego oprogramowania). Predkos¢ katowa odchylania nadwozia, obliczonag
w obu programach, przedstawiono na rys. 10b).
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Rys. 10. a) Wymuszenie kierownicy, b) predkos¢ odchylania samochodu
Fig.10. a) Steering wheel angle, b) yaw velocity of the vehicle

Przyktad nastgpny przedstawia wyniki symulacji ruchu pojazdu z uktadem nape-
dowym niezaleznym ze skokowa zmiana wartosci momentu napgdowego (rys. 11a),
przy czym zmiana momentu nastepuje tylko z jednej strony (w jednym silniku elek-
trycznym). Przebieg predkosci katowej odchylania, w wyniku dziatania tego momen-
tu, zamieszczono na rys. 11b):
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Rys. 11. a) Momenty nap¢dowe silnikdéw, b) predkos¢ katowa pojazdu

Fig. 11. a) Drive torques on electric motors, b) yaw velocity of the car body
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Kolejny przyktad, pokazujacy rdéznice pomiedzy systemem MSC.ADAMS oraz
wynikami uzyskiwanymi z wtasnego programu, przedstawiono na rys. 12. Przedsta-
wiaja one wybrane wielkosci uzyskane w czasie przejazdu przez przeszkode o ostrych
krawedziach kotami jednej strony. Katy przechylenia i pochylenia nadwozia przed-
stawiaja wykresy na rys. 12a), natomiast na rys. 12b) zamieszczono przebieg czasowy
przyspieszenia stycznego kota kierownicy.
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Rys. 12. Przejazd przez przeszkody o ostrych krawedziach:
a) predkosci pochylenia i przechylenia nadwozia b) przyspieszenie styczne punktu na kole kierownicy

Fig. 12. Running over obstacle with sharp edges:
a) pitch and roll velocity of the car body b) tangential acceleration of the steering wheel

Porownanie wynikdw obliczen uzyskiwanych z wlasnego oprogramowania,
z wynikami systemu MSC.ADAMS réwniez, zdaniem autora, potwierdza jednoznacz-
nie poprawnos¢ zastosowanych metod, algorytméw i programéw. Widoczne roznice
przebiegdw, nie przekraczaja kilku procent. Warto tu zaznaczy¢, iz oba programy
roznia si¢ zasadniczo sposobem modelowania oraz réwnaniami opisujacymi ruch
uktadow wielocztonowych.

4. Podsumowanie

Artykul przedstawia zastosowanie wspotrzednych ztaczowych i przeksztatcen jed-
norodnych do formulowania réwnan ruchu pojazdéw. Uwzgledniono mozliwosé
drzewiastej struktury modeli pojazdow, poprzez wprowadzenie polaczen kulistych,
umozliwiajacych taczenie poduktadow. Przedstawiono model matematyczny matego
samochodu (typu Fiat Seicento), w ktéorym uwzgledniono strukturalne modele zawie-
szen 1 uktadu kierowniczego. Zaleta proponowanego sposobu modelowania, wykorzy-
stujacego wspohrzedne ztaczowe, jest otrzymywanie uktadow réwnan o matych wy-
miarach, w porownaniu z metodami stosujacymi wspodtrzedne absolutne. Zaleta ta nie
przektada si¢ wprost na skrocenie czasu obliczen komputerowych, z uwagi na to, ze
otrzymuje si¢ rownania ruchu, w ktorych macierz mas jest pelna i ma zmienne wspot-
czynniki. Ogranicza natomiast problemy zwigzane z realizacja réwnan wiezow.

Przeprowadzono weryfikacjg¢ poprawnosci opracowanych modeli, algorytméw
i programow komputerowych. Wyniki obliczenn wykonanych wedtug wtasnych metod
i programow komputerowych, porownano z wynikami badan drogowych. Uzyskano
akceptowalng zgodnos¢ wynikéw pomiardw i obliczen. Przeprowadzono réwniez
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posrednia weryfikacje poprawnosci wtasnych modeli 1 programow, poprzez zbudowa-
nie rownowaznych modeli w systemie ADAMS 1 poréwnanie wynikéw. Rowniez
w tym przypadku zgodnos$¢ wynikdw byta zadowalajaca. Weryfikacje te sa podstawa
przyjecia tezy o poprawnosci przedstawionych w pracy autorskich modeli
1 programow.

Na rys. 13 przedstawiono schemat poszczegdlnych sktadnikow opracowanego
oprogramowania, w sktad ktorego wchodza m. in. (nie opisane w tym artykule) mode-
le uproszczone, moduly przeznaczone do optymalizacji przebiegow momentow nape-
dowych silnikéw elektrycznych, modele opon i kontaktu z przeszkodami oraz inne
elementy sktadowe, ktore sa obecnie w fazie rozbudowy (oznaczone jako dalsze pra-
ce).

Model strukturalny
1. Algorytm generowania réwnan ruchu Model npros2e2ony

ukiadow o strukturze drzewiastej
2. Utworzenie biblioteki elementéw
cialo sztywne o 1 + 6 st. sw. wruchu wzglednym

1. Model funkcjonalny zawieszen

potaczenie kuliste 2. Sztywne waty
elementy sprezysto-tlumiace
waly o podatnosci skretnej 3. Uproszczony uktad kierowniczy

mechanizmy réznicowe
. modele opon D-U i Pacejki
3. Weryfikacja

+  pomiarowa (PK)

+ __posrednia (MSC ADAMS)

"epoa0To

Modele przejazdu przez przeszkode
wiasny

lie obszaru lia

1l

‘ Dobér momentéw napedowych(optymalizacja) ‘
i1
H-split ‘ przejazd przez przeszkode ‘

" | Potwierdzenie poprawnosci wynikéw optymalizaciil

Dalsze prace: | “Modele opontkontaktu z nierownosdiami nawierzchni 77T
-Modele kierowcy

Rys. 13. Elementy oprogramowania do symulacji dynamiki pojazdéw i doboru napgdow

Fig. 13. The library developed as simulation tool for vehicle dynamics and optimisation analysis

Istniejace oprogramowanie jest aktualnie rozbudowywane o dalsze elementy, takie
jak: odpowiedniejsze modele wspotpracy opony z nierownosciami drogi o dtugosciach
porownywalnych z dlugoscia sladu kontaktu (uwzglednienie drgan obreczy opony),
modele kierowcy, podatnosci bryt, itp. Szczegolnie interesujace byloby uogolnienie
stosowanych metod na dowolnego typu pojazdy, zawierajace réznorodne konfiguracje
poduktadow.
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Numerical analysis of the dynamic of vehicle:
mathematical model and its verification

Summary

The paper presents the model of small vechicle (of the class A) dynamics.The structural models of
suspensions, the steering and drive systems in two versions are presented. The homogenous transforma-
tions and joint coordinates as well as Lagrange second order equations were applied in order to derive
equations of motion. Special attention was paid to modelling of closed kinematic chains. In the method
(based on joint coordinates), that situation takes place, when joint equations have to be formulated. In
second part of the paper, some verification of the models and developed computer programm are pre-
sented. In the first step direct road measurements were carried out (comparision between calculated and
measured accelerations of car elements while passing obstacles are compared). In second step, indirect
verification is proposed: adecuate model of the vehicle in the MSC.ADAMS environment was developed
and another simulations were performed. In both direct and indirect verifications, acceptable correspon-
dence was archieved.



