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W artykule przedstawiono model umożliwiający odwzorowanie rzeczywistego charakteru 

natężenia emisji dodatkowej po zimnym rozruchu silnika. Do opisu przebiegu natężenia emisji 

zaproponowano dwie postacie funkcji i porównano uzyskane rezultaty z wynikami pomiarów, 

wykonanych na hamowni podwoziowej. Dla jednej z proponowanych postaci funkcji sformuło-

wano model określający natężenie emisji po zimnym rozruchu w zależności od temperatury oto-

czenia i średniej prędkości pojazdu. Model oparto na danych dyskretnych z modelu HBEFA, a do 

określenia jego parametrów wykorzystano metodę optymalizacji Neldera-Meadsa. Dla wybranej 

kategorii pojazdów przeprowadzono porównanie własnego modelu z modelem EXEMPT, uzy-

skując akceptowalną zgodność wyników. Własny model zastosowano w zadaniu dyspersji zanie-

czyszczeń, wskazując na jakościową i ilościową różnicę pomiędzy wynikami uzyskanymi dla 

proponowanego modelu i modelu uproszczonego, nie uwzględniającego zmiennego w czasie na-

tężenia emisji dodatkowej.  

1. Wstęp 

Aby móc zbadać wpływ oddziaływania motoryzacji na otoczenie (środowisko), 

należy dysponować danymi, które określają emisję (bądź natężenie emisji) związków 

szkodliwych spalin. Emisja powinna być zdefiniowana w zależności od parametrów 

charakteryzujących silniki napędzające pojazdy oraz parametrów ich ruchu. Parame-

trami tymi są na ogół dane dotyczące: rodzaju silnika i jego objętości skokowej, speł-

nianych wymagań legislacyjnych, prędkości i przyspieszenia pojazdu. W związku  

z tym w ośrodkach krajowych i zagranicznych od szeregu lat prowadzone są prace 

zmierzające do utworzenia tzw. modeli emisji. Modele emisji to formuły matematycz-

ne, określające emisję drogową bądź natężenie emisji związków szkodliwych spalin 

dla pewnych kategorii pojazdów w zależności od parametrów ich ruchu. Modele te 

uzyskuje się w wyniku aproksymacji (czasem ekstrapolacji) danych eksperymental-

nych, uzyskiwanych w różnych ośrodkach badawczych. 

Posiadanie modeli emisji warunkuje prace związane z bilansowaniem emisji i ob-

liczaniem stężeń zanieczyszczeń w okolicach ciągów komunikacyjnych oraz modelo-

waniem ich rozprzestrzeniania się (dyspersji) w pracach prognostycznych.  

Sposób użytkowania samochodów osobowych w Europie charakteryzuje się ma-

łymi przebiegami pomiędzy kolejnymi uruchomieniami silnika. Wynika to z ich eks-
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ploatacji głównie w warunkach miejskich, stąd też duży odsetek rozruchów stanowią

rozruchy zimnego lub nie nagrzanego silnika. Zwiększona emisja, powstająca w tych 

warunkach, powinna być uwzględniana w modelowaniu oddziaływania transportu na 

jakość powietrza [1].  

W związku z powyższym, w artykule rozważono problem dodatkowej emisji  

w warunkach zimnego rozruchu i zaproponowano własny model, umożliwiający obli-

czenie natężenia dodatkowej emisji po uruchomieniu zimnego silnika. Przedstawiono 

również zastosowanie tego modelu w rozwiązaniu zadania dyspersji zanieczyszczeń. 

2. Emisja w fazie zimnego rozruchu 

 Emisja składników spalin z pojazdów samochodowych w początkowej fazie roz-

ruchu (fazie zimnej) zależy przede wszystkim od stanu cieplnego silnika. Pojęcie zim-

nego rozruchu obejmuje zarówno rozruch silnika, którego temperatura jest równa 

temperaturze otoczenia, jak i nagrzewanie się silnika i reaktora katalitycznego do tem-

peratury roboczej [2]. Zależność emisji od stanu cieplnego silnika jest szczególnie 

wyraźna dla silników o zapłonie iskrowym. W przypadku samochodów z silnikami ZS 

zimny rozruch także wpływa na emisję, ale wpływ ten jest znacznie mniejszy [1], [2]. 

W pracy [2] autorzy cytują badania szwedzkie, według których emisja w fazie zimne-

go rozruchu silników samochodów osobowych może stanowić od 50 - 90 % całkowi-

tej emisji poszczególnych związków szkodliwych spalin. 

 Zagadnienie szacowania emisji składników spalin z pojazdów samochodowych 

podczas zimnego rozruchu i ruchu w fazie nagrzewania się silnika i jego osprzętu  

(w tym reaktora katalitycznego) znajduje różne odzwierciedlenie w istniejących  

i  tworzonych w Europie modelach emisji. Sposób przedstawienia emisji, w  poszcze-

gólnych modelach, zależy głównie od ich przeznaczenia. Emisję podczas zimnego 

rozruchu i ruchu pojazdów z nie nagrzanym silnikiem w modelach europejskich, defi-

niuje się najczęściej w postaci: 

- dodatkowej średniej emisji drogowej, 

- dodatkowej emisji od chwili uruchomienia zimnego silnika w zależności od 

przebytej drogi lub od chwili uruchomienia do osiągnięcia stabilizacji termicz-

nej przez silnik. 

 Dodatkowa emisja związana z zimnym rozruchem, w postaci dodatkowej średniej 

emisji drogowej, zdefiniowana została w modelu COPERT [3] oraz w modelu zapro-

ponowanym przez INRETS [4]. Wymienione modele umożliwiają uwzględnienie 

w obliczeniach wpływu fazy zimnego rozruchu i nagrzewania silnika. W obu mode-

lach dodatkowa średnia emisja drogowa, w fazie nagrzewania się silnika, uzależniona 

jest od średniej prędkości ruchu oraz przejeżdżanego dystansu. Umożliwiają one za-

tem uzyskanie charakterystyk statycznych dodatkowej średniej emisji drogowej 

w zależności od średniej prędkości ruchu [5].  

 Charakterystyki dodatkowej emisji drogowej, uzyskane z  modelu COPERT lub 

INRETS, pod względem jakościowym są spójne [5]. Umożliwiają one ocenę stopnia 

oddziaływania motoryzacji na środowisko w skali regionalnej lub większej. Mogą być



Model natężenia emisji dodatkowej po zimnym rozruchu silnika 123

użyte do oceny stopnia oddziaływania motoryzacji na środowisko również w skali 

lokalnej (ulicy, parkingu), jednakże przy przyjęciu szeregu uproszczeń.  

W skali lokalnej wskazane byłoby posługiwanie się charakterystykami natężenia 

emisji dodatkowej w zależności od czasu po rozruchu zimnego silnika t , średniej 

prędkości ruchu v  i temperatury otoczenia T . Uzyskanie tego rodzaju charakterystyk 

umożliwia postępowanie opisane w dalszej części pracy. 

3. Charakterystyki natężenia emisji dodatkowej 

  

Natężenie emisji danego związku szkodliwego spalin z pojedynczego pojazdu po-

ruszającego się z prędkością v  w temperaturze T , po upływie czasu t  od uruchomie-

nia zimnego silnika można przedstawić następująco:  

[ ] [ ] [ ]t,v,TveTvte h ε+=,, ,  (1) 

gdzie he  - natężenie emisji składnika w warunkach nagrzanego silnika, zależne od 

prędkości pojazdu v , ε  - natężenie dodatkowej emisji składnika w fazie nagrzewania 

się silnika i reaktora katalitycznego, zależne od prędkości pojazdu v , temperatury 

otoczenia T oraz czasu pracy silnika po rozruchu t .  

 Jeżeli założyć (przy ustalonych v  i T ), że dodatkowa emisja podczas nagrzewa-

nia się silnika i reaktora katalitycznego ( )tE∆  jest znana, wówczas problem wyzna-

czenia natężenia emisji ( )tε  można sprowadzić do rozwiązania równania całkowego 

typu Volterry, postaci: 

( ) ( )tEd

t

∆=∫
0

ττε . (2) 

 Równanie (2) można rozwiązać w sposób przybliżony, przyjmując, że natężenie 

dodatkowej emisji po upływie czasu t  od rozruchu zimnego silnika zmienia się we-

dług znanej zależności [6].  

 W niniejszej pracy rozpatrzono dwie postacie funkcji ( )tε . Jeżeli przyjąć funkcję

( )tε  jako wykładniczą: 

( ) btet −⋅= 0εε , (3) 

gdzie b,0ε są parametrami zależnymi od prędkości v  i temperatury otoczenia T , 

wówczas: 

( ) ( )bt

t

b e
b

detE −− −=⋅=∆ ∫ 1
0

0

0

ε
τε τ

.   (4) 

Zachodzi przy tym:  

( ) ( )nbt

n e
b

tE
−−=∆ 10ε

 , (5) 
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gdzie nt  to czas, po którego upływie ε  ma pomijalnie małą wartość. 

Z równań (4) i (5) otrzymuje się: 

( ) ( ) ( )( ) 1
11

−−− −−⋅∆=∆ nbtbt

n eetEtE . (6)

 Można również przyjąć potęgową aproksymację funkcji ( )tε , a więc postać: 

( ) ( )b

n ttt −= 0εε , (7) 

wówczas:   

( ) ( ) ( )[ ]11

0

0

0
1

++
−−

+
−=−=∆ ∫

b
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b
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t
b

n ttt
b

dttE
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Z zależności (8) dla ntt = otrzymuje się zależność: 

( ) 10

1

+

+
=∆ b

nn t
b

tE
ε

. (9) 

Jeżeli uwzględnić wzór (9), to funkcję ( )tE∆  można w tym przypadku przedstawić  

w postaci:  

( ) ( ) 













 −−∆=∆
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11
b

n
n t

ttEtE . (10) 

Otrzymane zależności (6) lub (10) umożliwiają sformułowanie zadania wyznacze-

nia wykładnika b  na drodze aproksymacji. Jeżeli znane są wartości E∆  dla pewnych 

dyskretnych wartości t , tzn. dane są nEEE ∆∆∆ ...,,, 21 odpowiednio dla 

ntttt ...,,, 21= , to wykładnik b  można wyznaczyć metodą najmniejszych kwadratów.  

 Problem można zdefiniować jako poszukiwanie takiej wartości parametru b , przy 

której funkcjonał iΩ , określający sumę kwadratów błędów osiąga minimum. I tak, po 

przyjęciu wykładniczej postaci funkcji ( )tε  określonej w (3) otrzymuje się: 

( ) ( )[ ] ( ) ( )( )[ ]21
1
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 Z kolei dla postaci potęgowej funkcji ( )tε  określonej wzorem (7) otrzymuje się: 
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Warunkami koniecznymi osiągania przez ( )b1Ω  i ( )b2Ω  minimum są odpowiednio: 

.2,1,0 ==
∂

Ω∂
i

b

i    (13) 
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 Uwzględniając warunek (13) i postać (11) funkcjonału 1Ω , otrzymuje się równa-

nie nieliniowe ze względu na b w postaci: 

( )[ ][ ] 012
1

1

=∆−∆−∆ −−−−
−

=
∑ inin

bt

ni

bt

innn

n

i

EaaEetaetaaE ni , (14) 

gdzie ni bt

n

bt

i eaea
−− −=−= 1,1 .  

 Z kolei uwzględniając warunek (13) i postać (12) funkcjonału 2Ω , otrzymuje się

następujące równanie nieliniowe ze względu na b : 

[ ] ( )[ ] 01ln 11
1

1

=∆+−∆∆ ++
−

=
∑ i

b
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n

i

EdEddE , (15) 

gdzie nii ttd /1−= .  

Rozwiązanie numeryczne równań (14) lub (15) prowadzi do wyznaczenia wykładnika 

b , optymalnego w sensie metody najmniejszych kwadratów.  

 Warto zwrócić uwagę, że postępowanie prowadzące do wyznaczenia wykładnika 

b  z równań (14) lub (15) należy prowadzić oddzielnie dla każdej kombinacji wartości 

parametrów v  i T . Znajdują one bowiem bezpośrednie odzwierciedlenie  

w wartościach emisji dodatkowej iE∆   ( )ni ,...,1= . 

Korzystając z  przedstawionych zależności (3) i (7) można aproksymować natęże-

nie dodatkowej emisji ( )tε  w czasie t  po rozruchu. Przedstawione powyżej sposoby 

aproksymacji wykorzystano do wyznaczenia funkcji ( )tε  dla danych otrzymanych  

w wyniku eksperymentu pomiarowego. Pomiar natężenia emisji po zimnym rozruchu 

przeprowadzono dla pojazdu osobowego z silnikiem o zapłonie iskrowym, spełniają-

cego wymagania przepisów EURO III, o objętości skokowej Vs < 1,4 dm
3
. Urucho-

mienie zimnego silnika pojazdu w temperaturze 4 ºC, poruszającego się następnie ze 

średnią prędkością około 7 km/h, odwzorowano na hamowni podwoziowej, rejestrując 

natężenie dodatkowej emisji tlenku węgla (CO), węglowodorów (HC) i tlenków azotu 

(NOx), w zależności od czasu po zimnym rozruchu. W przypadku aproksymacji funk-

cją wykładniczą (3), jak i w metodzie aproksymacji z wykorzystaniem postaci potę-

gowej (7), współczynnik b  dobrano odpowiednio według równań (14) i (15), osobno 

dla każdego z rozpatrywanych składników spalin, na podstawie zarejestrowanego 

eksperymentalnie natężenia dodatkowej emisji. Wyniki pomiarów poddano wcześniej 

analizie harmonicznej. 

Na rysunku 1 przedstawiono charakterystyki natężenia dodatkowej emisji ( )tε
tlenku węgla w zależności od czasu t  po zimnym rozruchu, uzyskane po przyjęciu 

formuł aproksymacyjnych (3) i (7) (wykładniczych i potęgowych) oraz wyników po-

miarów. Z kolei na rysunkach 2 oraz  3 przedstawiono charakterystyki ( )tε  uzyskane 

dla natężenia dodatkowej emisji węglowodorów i tlenków azotu.  
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Rys. 1. Zmierzone i aproksymowane natężenie dodatkowej emisji tlenku węgla 

Fig. 1. Courses of carbon monoxide emission intensity after cold start of engine:  

measured and approximated 

Rys. 2. Zmierzone i aproksymowane natężenie dodatkowej emisji węglowodorów 

Fig. 2. Courses of  hydrocarbon emission intensity after cold start of engine:  

measured and approximated 
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Rys. 3. Zmierzone i aproksymowane natężenie dodatkowej emisji tlenków azotu 

Fig. 3. Courses of nitrogen oxides emission intensity after cold start of engine:  

measured and approximated 

Analiza wyników przedstawionych na rysunkach 1 - 3 wskazuje, że obie postacie 

funkcji ( )tε  dobrze oddają rzeczywisty przebieg natężenia emisji. Przyjęcie postaci 

wykładniczej, określonej w (3), wydaje się bardziej celowe z uwagi na większe (bliż-

sze wynikom pomiarów) wartości natężenia dodatkowej emisji w początkowej fazie 

nagrzewania silnika. 

Przedstawione powyżej postępowanie można stosować, gdy dane są wartości do-

datkowej emisji E∆  dla pewnych dyskretnych wartości t . Nie dysponując jednak 

wynikami pomiarów eksperymentalnych, można wykorzystać istniejące modele emi-

sji. Nie wszystkie modele emisji definiują jednak dodatkową emisję, wygenerowaną

od chwili uruchomienia zimnego silnika w zależności od przebytej drogi lub od chwili 

uruchomienia, aż do nagrzania się silnika i jego osprzętu. Do grupy modeli określają-

cych E∆  należą: INRETS, EXEMPT i HBEFA [4, 7, 8].  

4. Modele określające dodatkową emisję

Model zaproponowany przez INRETS [4] umożliwia określenie dodatkowej emi-

sji związków szkodliwych spalin po zimnym rozruchu w zależności od temperatury 

otoczenia, średniej prędkości i dystansu pokonanego przez pojazd po rozruchu. Pojaz-

dy, dla których sformułowano zależność na dodatkową emisję, podzielono na cztery 

kategorie: samochody z silnikami ZI z reaktorem katalitycznym i bez reaktora oraz 

samochody z silnikami ZS z i bez reaktora katalitycznego.  

W tym modelu dodatkową emisję danego związku szkodliwego spalin dla pojazdu 

kategorii k  przedstawiono w postaci funkcji [4]:   
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( ) kkkkikE χβαϖ 1, −+=∆ , (16) 

gdzie: 

ikE ,∆  - dodatkowa emisja danego składnika spalin dla pojazdu kategorii k , 

wygenerowana do chwili it  podczas jazdy ze średnią prędkością v  na dystansie 

l  po zimnym rozruchu w temperaturze T ,  

kϖ  - emisja odniesienia dla  v  = 20 km/h i T = 20°C , 

kα  - funkcja średniej prędkości ruchu v , 

kβ - funkcja temperatury otoczenia T ,  

kχ - funkcja pokonanego przez pojazd dystansu l .  

Funkcje kα  i kβ  zdefiniowano jako liniowe, postaci:  







==

==
+=

kk

kk

kkk
fTx

fv,x
dlaaxaf

dla

dla

β

α

,
2,1, , (17) 

a funkcję kχ  przyjęto jako [4]: 

( )( ) 1
3,3, 11

−
−−

−−= kk aa

k ee
δ

χ , (18) 

gdzie 
kL

l=δ  jest ilorazem przebytej drogi l  i całkowitego dystansu ze zwiększo-

ną emisją po zimnym rozruchu kL .  

Współczynniki 3,2,1, ,, kkk aaa , emisje odniesienia kϖ  oraz szczegółowy opis uzyska-

nych zależności dla pojazdów rozważanych kategorii można znaleźć w pracy [4]. 

Wartości współczynników i emisje odniesienia podano także w pracy [6]. 

 W pracy [7] przedstawiono model EXEMPT (EXcess EMissions Planning Tool), 

będący wynikiem programu badawczego, dotyczącego wyznaczenia dodatkowej emi-

sji po zimnym lub po chłodnym rozruchu. Dodatkową emisję poszczególnych związ-

ków szkodliwych spalin dla pojazdu kategorii k  w tym modelu przedstawić można 

w postaci [7]: 

( )ik tb

kik eEE
−−∆=∆ 1, , (19) 

gdzie:  

kE∆ - całkowita emisja dodatkowa jako funkcja różnicy temperatur γ ( 0T∆ ) po-

między temperaturą nagrzanego silnika ckT ,  i temperaturą silnika w chwili rozru-

chu 0,kT , 

kb  - współczynnik empiryczny.  
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 Funkcję γ zdefiniowano następująco: 

( )






≥∆∆+

<∆∆+∆
=∆=∆

refkkk

refk

as

k

a

k

k

TTdlaTaa

TTdlaTaTa
TE

kk

,005,4,

,00

)(

2,00,

0

                ,

,3,1,

γ , (20) 

gdzie:  

0,,0 kck TTT −=∆ , TbaT ckckck ,,, += ,  

ckck ba ,, , - współczynniki empiryczne,  

T  - temperatura otoczenia, 

refkT , - wartość decydująca o rodzaju zależności określającej całkowitą emisję do-

datkową danego składnika spalin. 

  

 Przydatność modelu EXEMPT w zadaniu wyznaczania natężenia emisji dodatko-

wej jest ograniczona, bowiem nie uzależnia on wprost emisji dodatkowej od średniej 

prędkości ruchu. Ponadto model został utworzony w oparciu o najuboższą bazę da-

nych pomiarowych w porównaniu do innych modeli. 

 Kolejnym modelem, określającym dodatkową emisję związków szkodliwych spa-

lin po zimnym i chłodnym rozruchu pojazdów osobowych, jest model HBEFA [8]. 

W modelu tym podano dodatkową emisję poszczególnych związków szkodliwych 

spalin dla pewnych dyskretnych wartości takich parametrów jak: temperatura otocze-

nia, rodzaj ruchu i odpowiadająca mu średnia prędkość ruchu, dystans pokonany przez 

pojazd oraz czasu postoju przed rozruchem.  

 Wymienione modele umożliwiają wyznaczenie natężenia emisji dodatkowej po-

przez poszukiwanie minimum funkcjonału (11) lub (12) w zależności od średniej 

prędkości ruchu i temperatury otoczenia (model HBEFA i INRETS) lub wyłącznie 

temperatury (EXEMPT). Wyznaczanie jednak dla każdej z kombinacji parametrów 

niezależnych v  i T  wykładnika b  jest nieefektywne numerycznie. W związku  

z powyższym w niniejszej pracy zaproponowano model, w którym wykładnik b  jest 

uniwersalny w tym sensie, że jest właściwy (stały) dla różnych wartości v  i T . Pro-

ponowany algorytm postępowania przedstawiono poniżej. 

5.  Model określający natężenie emisji dodatkowej dla określonej kategorii  

pojazdów wyłącznie w zależności od czasu po rozruchu 

 Rozpatrzmy zależność opisującą natężenie emisji danego składnika spalin  

w postaci (3), jako bardziej ogólną od postaci (7) i nie wymagającą precyzyjnego 

określenia czasu nt , który może być różny w zależności od średniej prędkości  

i temperatury otoczenia, a po którym dodatkowa emisja ma pomijalnie małą wartość.  

 Ogólnie można napisać, że po przyjęciu ε  w postaci: 

( ) ( ) bteTvTvt −⋅= ,,, 0εε , (21) 
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problem sprowadza się do przyjęcia zależności opisującej ( )Tv,0ε  dla pewnej kate-

gorii pojazdów. Rozważmy zależność ( )Tv,0ε  od średniej prędkości ruchu  

i temperatury otoczenia, w której silnik jest uruchamiany w dwóch postaciach: wielo-

mianu potęgowego i funkcji potęgowej.  

 Jeżeli przyjąć zależność ( )Tv,0ε  w postaci wielomianu potęgowego, to zgodnie  

z równaniem (21) można napisać: 

( ) bt
n

j

ji

ij

n

i

eTvaTvt
Tv

−

==

⋅= ∑∑
00

,,ε , (22) 

gdzie ija  współczynniki wielomianu dla Tv njni ,...,0;,..,0 == . 

 Jeżeli z kolei przyjmiemy, że wykładniki v  i T  mogą być liczbami rzeczywistymi 

niecałkowitymi, wówczas można przyjąć zależność ( )Tv,0ε  w postaci funkcji potę-

gowej, otrzymując: 

( ) btaa eTvaTvt −⋅= 21

0,,ε , (23) 

gdzie 210 ,, aaa - liczby rzeczywiste. 

Całkując wg (2) zależności (22) i (23) otrzymuje się: 

( )
( )

( )







−

−
=∆

−−

−

==

−
∑∑

).23(1

)22(1
,,

funkcjidla

wielomianudla

21

0

1

00

1

btaa

bt
n

j

ji

ij

n

i

eTvab

eTvab
TvtE

Tv

   (24) 

 Jeśli przyjąć, że dane są wartości emisji dodatkowej pE∆  dla pewnych dyskret-

nych kombinacji parametrów ppp ,T,vt ( )mp ,...,1,0= , to dla obu postaci ( )Tv,0ε

problem sprowadza się do znalezienia wartości współczynników ija , bądź 210 ,, aaa   

i wykładnika b  w taki sposób, aby zminimalizować funkcjonał Ω : 

( )( )[ ]
2

0

0

1 1,∑
=

−− ∆−−=Ω
m

p

p

bt

pp EeTvb pε ,                         (25) 

gdzie 1+m  jest liczbą danych dyskretnych wartości ( )
pppp ,T,vtE∆ . 

 W związku z tym, że Ω  nie jest formą kwadratową poszukiwanych współczynni-

ków, do znalezienia minimum funkcji wielu zmiennych (25) zastosowano metodę  

optymalizacji Neldera-Meadsa [9].   

  Wartości ( )
pppp ,T,vtE∆  przyjęto według modelu HBEFA [8], wykorzystując udo-

stępnioną autorowi pracy przez INFRAS bazę danych. Prezentowane dalej wyniki 

dotyczą zadania aproksymacji dodatkowej emisji tlenku węgla. Do obliczeń przyjmo-

wano różne konfiguracje wartości 
ppp T,vt ,  spełniających warunki: 
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s871;s30∈pt , km/h4,58;km/h6,18∈pv  i C25;C9 oo

pT −∈ . W sumie wartości 

pE∆ wyznaczono wg modelu HBEFA dla =+1m 1798 dyskretnych wartości pE∆ , 

dla dwóch kategorii pojazdów z silnikami ZI (EURO III) o objętości skokowej  

Vs  < 1,4 dm
3 
oraz 1,4 < Vs < 2 dm

3
.  

 Aby określić poprawność otrzymanych zależności opisujących ( )TvtE ,,∆  we-

dług (24), wprowadzono wielkość R : 

( )( )[ ]

[ ]
%100

1

0

2

2

0

0

1

∑

∑

=

=

−−

∆

∆−−

=
m

p

p

m

p

p

bt

pp

E

Ee,Tvb

R

pε

, (26) 

charakteryzującą błąd aproksymacji. 

 W przypadku zależności wielomianowej (22) opisującej ( )Tv,0ε  przyjęto 

2;2 ≤≤ Tv nn . Uzyskane wartości R  dla rozważanego zadania aproksymacji dodat-

kowej emisji tlenku węgla po zimnym rozruchu zestawiono w tabeli 1. 

Tabela 1. Błąd aproksymacji R  dla proponowanych funkcji aproksymujących dodatkową emisję  

tlenku węgla 

Table 1. Approximation error R  of functions proposed for carbon monoxide excess emission 

R
Wielomian potęgowy Pojazd z silnikiem ZI 

(EURO III ) 

o objętości skokowej 
1

1

=

=

T

v

n

n

1

2

=

=

T

v

n

n

2

1

=

=

T

v

n

n

2

2

=

=

T

v

n

n Funkcja potęgowa 

Vs  < 1,4 dm
3
 2,7 % 2,5 % 2,7 % 1,9 % 5,2 % 

1,4 < Vs < 2 dm
3
 2,7 % 1,8 % 2,6 % 2,6 % 5,2 % 

 Uzyskane wartości błędów aproksymacji R  potwierdzają przydatność propono-

wanych postaci funkcji.   

 Z kolei w tabeli 2 zestawiono wartości wykładnika b , uzyskane w wyniku mini-

malizacji funkcjonału (25) dla różnych postaci funkcji aproksymujących. Analizując 

wartości wykładnika b  można stwierdzić, że wyznaczone wartości tego wykładnika 

w skrajnym przypadku różnią się nie więcej niż o 20 %.  
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Tabela 2. Wartości wykładnika b  dla proponowanych funkcji aproksymujących dodatkową emisję tlen-

ku węgla 

Table 2. Values of exponent b for functions proposed when approximating carbon monoxide  

excess emission 

b
Wielomian potęgowy Pojazd z silnikiem ZI  

(EURO III ) 

o objętości skokowej 
1

1

=

=

T

v

n

n

1

2

=

=

T

v

n

n

2

1

=

=

T

v

n

n

2

2

=

=

T

v

n

n Funkcja potęgowa

Vs  < 1,4 dm
3
 0,024 0,022 0,024 0,02 0,026 

1,4 < Vs < 2 dm
3
 0,024 0,025 0,024 0,023 0,025 

  

 Na rysunku 4 porównano obliczone natężenie emisji dodatkowej tlenku węgla  

w temperaturze otoczenia –5 ºC, przy średniej prędkości 30 km/h dla pojazdu 

z silnikiem ZI (EURO III) o objętości skokowej Vs < 1,4dm
3
 według proponowanego 

wielomianu potęgowego ( )02,0;2 === bnn Tv
, funkcji potęgowej ( )026,0=b  oraz 

natężenia emisji uzyskanego dla danych z modelu EXEMPT ( )014,0=b . 

Rys. 4. Natężenie dodatkowej emisji tlenku węgla według modelu własnego i modelu EXEMPT 

Fig. 4. Carbon monoxide emission intensity after cold start of engine:  

proposed models and EXEMPT model 

 Na kolejnych rysunkach przedstawiono dodatkową emisję tlenku węgla  

w zależności od poszczególnych parametrów niezależnych, po przyjęciu funkcji potę-

gowej w zadaniu aproksymacji. Parametrami niezależnymi są vt,  i T . Znając jednak 

v  i t  można obliczyć dystans jaki przejechał pojazd tvl = . Stąd na rysunkach 5  

i 6 dystans l  traktowano jako parametr niezależny. Na rys. 5 przedstawiono dodatko-
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wą emisję tlenku węgla dla pojazdu z silnikiem ZI (EURO III) o objętości skokowej 

Vs < 1,4 dm
3
 w zależności od temperatury otoczenia (temperatury rozruchu) 

i przejechanego dystansu. Z kolei na rysunku 6 przedstawiono zależność dodatkowej 

emisji tlenku węgla od średniej prędkości ruchu i przejechanego dystansu po rozruchu. 

Rys. 5. Zależność dodatkowej emisji tlenku węgla od temperatury rozruchu i przejechanego dystansu 

przy średniej prędkości 30 km/h dla pojazdu z silnikiem ZI (EURO III, Vs < 1,4 dm3) 

Fig. 5. Excess emission of carbon monoxide in relation to ambient temperature and distance travelled 

after cold start with an average speed 30 km/h for a vehicle with SI engine (EURO III, Vs< 1.4 dm3) 

Rys. 6. Zależność dodatkowej emisji tlenku węgla od średniej prędkości ruchu i przejechanego dystansu 

po rozruchu w temperaturze otoczenia -5º C dla pojazdu z silnikiem ZI (EURO III, Vs< 1,4 dm3) 

Fig. 6. Excess emission of carbon monoxide in relation to average vehicle speed and distance travelled 

after cold start at ambient temperature -5º C for a vehicle with SI engine (EURO III, Vs < 1.4 dm3) 
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 Przedstawione postępowanie umożliwia wyznaczanie charakterystyk natężenia 

emisji dodatkowej dla różnych średnich prędkości ruchu i temperatur otoczenia pod 

warunkiem jednak, że mieszczą się w przedziałach wartości, dla których rozwiązano 

zadanie aproksymacji.  

 Proponowany model znajduje zastosowanie w obliczeniach, w których uwzględnia 

się zmienne w czasie natężenie emisji z silnika pojazdu. Jednym z ważnych proble-

mów obliczeniowych jest określenie stopnia zanieczyszczenia powietrza w wyniku 

emisji spalin [5, 6]. Poniżej przeanalizowano wyniki uzyskiwane w przypadku zasto-

sowania proponowanego modelu oraz modelu uproszczonego, w którym zakłada się

stałe natężenie emisji dodatkowej w czasie nagrzewania się silnika. W uproszczonym 

modelu przyjmuje się więc, że: 

( ) ( ) consttTvtETvt nn =⋅∆≅ −1,,,,ε , ntt ≤ . (27)  

6.  Zastosowanie modeli emisji w zadaniu dyspersji 

 Rozważane są warunki emisji i rozprzestrzeniania się zanieczyszczenia gazowego 

w niskiej temperaturze otoczenia, w obszarze parkingu zlokalizowanego w terenie 

otwartym. Przyjęto, że jest to plac manewrowy do nauki jazdy pojazdami osobowymi. 

Typowymi reprezentantami pojazdów, używanych w tym celu, są pojazdy osobowe 

klasy handlowej B z silnikami ZI spełniającymi EURO III o objętości skokowej 

mniejszej niż 1,4 dm
3
. Rozważono wpływ przyjętego modelu emisji spalin na przy-

kładzie tlenku węgla, emitowanego podczas jednoczesnego uruchomienia  

4 pojazdów i jazdy ze średnią prędkością około 20 km/h w obszarze rozważanego 

placu o wymiarach m8059 × . Przyjęto, iż obszar dyskretyzacji ma wymiary 

m50180295 ××  jak na rys. 7 (obszar placu manewrowego zacieniowano). Do dys-

kretyzacji zagadnienia dyspersji zastosowano metodę objętości skończonych, szczegó-

łowo opisaną w pracach [5, 6].  

 Liczba węzłów siatki obliczeniowej wynosi =n
1n 2n×

3n×  (w obliczeniach 

591 =n , 362 =n  i 403 =n , a więc 96084=n ). 

Rys. 7. Rozważany obszar 

Fig. 7. Considered domain 
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 Poszukiwany wektor niewiadomych, którymi są stężenia substancji emitowanych 

przez silniki pojazdów (w rozważanym przypadku tlenku węgla), ma postać [10]:  
T

nnnkjin ],...,,...,,...,[
3211 ,,,,1,1,1,1,1 φφφφ=φφφφ . (28) 

 Przyjmijmy także (rys. 7), że znany jest wektor prędkości powietrza U

o składowych ( ) 0, )3()2()3()1( == UUxU . Rozkład pola prędkości  otrzymać można 

metodą iteracyjną opisaną w [6, 11] .  

 W wyniku dyskretyzacji równania adwekcji-dyfuzji opisującego proces rozprze-

strzeniania się masy zanieczyszczenia w ośrodku, zadanie sprowadza się do rozwiąza-

nia układu n  równań różniczkowych zwyczajnych, pierwszego rzędu względem 

zmiennej t , który może być zapisany w postaci [5, 6]: 

( ) fΛ =+ φφφφ
φφφφ

dt

d
,  (29) 

gdzie:  

( )φφφφΛ  - określone w [5, 6],  

  
T

nnnkjin IIII ],...,,...,,...,[
3211 ,,,,1,1,1,1,1=f , 

kjiI ,, - zmiana masy zanieczyszczenia w wyniku emisji ze źródeł, procesów fi-

zycznych oraz reakcji chemicznych. 

 W rozpatrywanym zadaniu, związanym z emisją zanieczyszczenia gazowego  

w niskich temperaturach otoczenia, wpływ reakcji chemicznych i procesów fizycz-

nych jest pomijalny. Można więc wobec (1) napisać:  

[ ] [ ]( )t,v,Tve
V

I h

kji

kji ε+=
,,

,,

1
, (30) 

gdzie kjiV ,,  oznacza objętość obszaru kontrolnego obejmującego węzeł siatki 

ixx =)1(
, jxx =)2(

, kxx =)3(
. 

 Równania (29) należy uzupełnić o odpowiednie dla rozpatrywanego zagadnienia 

warunki początkowe:  

( ) )0(

0 φφφφφφφφ =t . (31) 

Oznacza to przyjęcie, że w chwili początkowej 0t  znane są wartości stężeń
)0(φφφφ , 

przyjmowane jako równe stężeniu tła oraz odpowiednie warunki brzegowe I i II ro-

dzaju [5, 6]: 

0
0

)3()3(
=

∂

∂

=xx

φ
, (32.1) 

na pozostałych brzegach 
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0φφ = . (32.2) 

 Wykorzystując pakiet EDCAR opisany w pracy [6], symulowano rozruch zimnych 

silników w temperaturze otoczenia –7 ºC i jazdę manewrową pojazdów w czasie  

15 min. w warunkach stratyfikacji neutralnej atmosfery [5, 11, 12], po przyjęciu pręd-

kości wiatru m/s2,1
14)3( =

= mx
U . Emisję w warunkach nagrzanego silnika przyjęto 

wg modelu HBEFA [8], a natężenie emisji dodatkowej po zimnym rozruchu wg za-

proponowanego w artykule modelu (w postaci funkcji potęgowej (23)), wyznaczając 

współczynniki  baaa ,,, 210  w oparciu o dane z modelu HBEFA.   

 W wyniku wykonanych obliczeń (dla przyjętego jednakowego scenariusza ruchu 

pojazdów po placu), przedstawiono rozbieżności uzyskiwane dla dyskutowanego  

w artykule modelu emisji po zimnym rozruchu i modelu uproszczonego, w którym 

natężenie emisji dodatkowej jest stałe i wyznaczone według (27). 

 Poniżej porównano maksymalne chwilowe i średnie obliczone stężenie tlenku 

węgla w obszarze placu, po którym poruszały się pojazdy, dla obu modeli natężenia 

emisji dodatkowej. Na rysunkach 8 i 9 zestawiono chwilowe stężenia tlenku węgla  

w objętości kontrolnej, dla której obliczono maksymalną wartość stężenia według obu 

rozważanych modeli. 

Rys. 8. Stężenie chwilowe tlenku węgla na wysokości 1,75 m ( )m5,2;m5,7 )2()1( −== xx

Fig. 8. Instantaneous carbon monoxide concentration at height of  1.75 m ( )m5.2;m5,7 )2()1( −== xx
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Rys. 9. Stężenie chwilowe tlenku węgla na wysokości 3,75 m ( )m5,2;m5,7 )2()1( −== xx

Fig. 9. Instantaneous carbon monoxide concentration at height of  3,75 m ( )m5.2;m5,7 )2()1( −== xx

 Łatwo zauważyć, że obliczone chwilowe stężenie maksymalne w przypadku mo-

delu uproszczonego, zakładającego stałe natężenie dodatkowej emisji, jest blisko 10-

krotnie mniejsze. Porównując z kolei obliczone stężenia średnie zauważyć można, że 

model uproszczony wpływa na ich zawyżenie. Odpowiednio na rysunkach 10 i 11 

przedstawiono uzyskane wartości średniego stężenia na wysokości 1,75 m w dwóch 

przekrojach rozważanego w obliczeniach obszaru. 

Rys. 10. Średnie stężenie tlenku węgla w przekroju dla 45)1( =x m, 75,1)3( =x m 

Fig. 10. Average carbon monoxide concentration for 45)1( =x m, 75.1)3( =x m 
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Rys. 11. Średnie stężenie tlenku węgla w przekroju dla 40)2( =x m , 75,1)3( =x m 

Fig. 11. Average carbon monoxide concentration for 40)2( =x m , 75.1)3( =x m

 Przeprowadzone obliczenia prowadzą do sformułowania wniosku, że model 

uproszczony stosowany w zagadnieniach oceny stopnia zanieczyszczenia powietrza 

powoduje zawyżenie obliczanych wartości średnich stężeń, przy jednoczesnym zani-

żaniu chwilowych wartości maksymalnych. W rozpatrywanym w pracy przypadku 

różnica pomiędzy obliczonymi na podstawie obu modeli wartościami średnimi stęże-

nia tlenku węgla wahała się od 60 % do 300 %. 

7.  Podsumowanie 

W artykule zaproponowano model umożliwiający odwzorowanie rzeczywistego 

charakteru natężenia emisji dodatkowej po zimnym lub chłodnym rozruchu silnika. 

Przedstawione postępowanie umożliwia uzyskanie modelu natężenia emisji po zim-

nym rozruchu w zależności od  temperatury otoczenia i średniej prędkości pojazdu.  

 Wykazano, że modele uproszczone, uniezależniające natężenie emisji od czasu 

(np. charakterystyki dodatkowej średniej emisji drogowej), użyte w skali lokalnej  

w zadaniach oceny stopnia skażenia powietrza mogą prowadzić do błędnych wnio-

sków. Nie powinny być zatem używane do oceny szybkozmiennych stanów zanie-

czyszczenia powietrza. Nie umożliwiają one bowiem oceny ryzyka związanego  

z chwilowymi znacznymi koncentracjami substancji szkodliwych (np. parkingi pod-

ziemne czy osiedlowe przy słabych warunkach przewietrzania). Przy rozwiązywaniu 

tego typu zadań przydatny może być sformułowany w artykule model.  

 Przedstawiona metodyka uzyskiwania charakterystyk emisyjnych natężenia do-

datkowej emisji umożliwia odwzorowanie rzeczywistej emisji zarówno w pojedyn-

czym przypadku, jak i w zadaniu oceny stopnia oddziaływania emitowanych zanie-

czyszczeń na środowisko w większej skali.  
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 Artykuł powstał w ramach projektu badawczego nr 4T12D00826 finansowanego 

przez Komitet Badań Naukowych. 
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A model of pollutant emission intensity after cold start of engine 

S u m m a r y  

 The paper presents a model of additional exhaust emission after cold start of vehicle engine.  

Two different functions (exponential and power) have been used for approximation of emission intensity. 

Calculation results obtained using these functions have been compared with results of experiment.  

The exponential function in the model of additional exhaust emission gives better results. The values of 

coefficients of the proposed model were obtained using optimization method on the base of HBEFA 

discrete emission data. Results of comparison with EXEMPT model show that the proposed model is 

correct. The model was also applied to solve pollutant dispersion task. Some comments for results of 

numerical calculation done for the model and a simpler one, are presented in the last part of the paper.


